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Vorwort. 



Die völlige Neugeßtaltung, die unser NaturJald in der letzten Zeit 
durch die großartigen Fortschritte der theoretischen Physik erfahren hat, 
hat in weiten Kreißen ein lebhaftes Ibteresse für die Probleme dieses 
Wissenszweiges geweckt. Manche^ denen es an der Zeit ^der ein den 
Vorkenntnissen fehlt, um die modernen theoretisch-physikalischen Original- 
abhandlangen selbst oder um Werke zu studieren, die einzelnen speziellen 
Gegenständen gewidmet nnd, werden vielleicht den Wunsch nach einer 
nicht zu umfangreichen "^Darstellung hegen, die von durchaus modernen 
Gesichtspunkten aus und unter Benutzung moderner Methoden einen 
Überblick über den gegenwärtigen Stand der gesamten theoretischen 
Physik gewährt und, ohne zu sehr in Einzelheiten einzugehen, doch 
ein exaktes Verständnis der Grundlagen und der Hauptprobleme dieser 
Wissenschaft ermöglicht. 

Eine solche Darstellung in einer auch für das Hochschulstudium 
geeign^en Form zu bieten, ist das Ziel des vorliegenden Buches. Es 
ist aus Vorlesungen entstanden, die durch einige Semester der Verfasser 
an der Universität in Leipzig gehalten hat, und bei denen ihn das Bö- 
dtreben leitete, nach Möglichkeit „klassische'' und moderae Physik zu 
einem einheitlichen Ganzen zu vereinigen. Für die Auswahl und Be- 
grenzung des Stoffes war vor allem dabei die Frage der Beziehungen 
zwischen der theoretischen Physik und unserem Naturbilde maßgebend. 
Dem Verfasser handelte es sich vor allem darum, zu zeigen, wie einer- 
seits das Bedürfnis nach einer möglichst einheitlichen und möglichst 
einfachen Erklärung der Naturerscheinungen die Entwicklung der theo- 
retischen Physik beeinflußt hat und welch gewaltige Umwälzungen 
andererseits in unserer Natur anschauung gerade in den letzten Jahr- 
zehnten durch die Ergebnisse der theoretischen Forschung herbeigeführt 
worden sind. Als Ziel der Darlegungen ergab sich somit im einzelnen 
die Auffindung, Ableitung und exakte Begründung bestinmiter Gesetze 
oder Beziehungen oder Auffassungen, die für unsere moderne Natur- 
anschauung eine grundlegende Bedeutung besitzen. Nur solche Unter- 
Buchungen, die für die Erreichung dieses Zieles mittels eines lücken- 
losen, streng logischen Aufbaues unmittelbar oder mittelbar notwendig 
erschienen, haben in das vorliegende Buch Aufnahme gefunden; Alles 
übrige wurde hingegen weggelassen. So wurden namentlich (obwohl 
in anderen einführenden Lehrbüchern ausführlich behandelt) die Ei- 
gebnisse aller Forschungen beiseite gelassen, die lediglich eine genaue 
quantitative Beschreibung bestimmter, für die Praxis wichtiger Er- 
scheinungen herbeiführen sollen oder aber dem Zwecke dienen, an physi- 
kalischen Problemen die Eleganz gewisser mathematischer Methoden zu 
zeigen. Daher findet sich z. B. in dem vorliegenden Buche weder 
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etwas über die Formverändeningen elastischer Kärper, noch über die 
Theorie der Wechselströme, noch auch über die AusbreituDg der W&rme 
in verschieden geformten Körpern. 

In Inathematischer Hinsicht werden in dem vorliegenden Bache 
nur die Omndregeln der Differential- nnd Integrahrechnong als bekannt 
voransgesetst; sonst werden alle in der Darstellung benötigten maüie- 
matischen S&tze (sofern sie nicht gans elementarer Natur sind) in dem 
Bache selbst» dort, wo sie gebraacht werden, abgeleitet. Auch leichte 
Zwisdienrechnongen worden in diesem Bache mit Absicht stets voll- 
konimen dorchgefährt. Wenn der Leser, der noch Anfänger ist, sich 
— wie das wohl bei der Lektüre vieler Lehrbücher der Fall ist — stunden- 
lang den Köpf darüber zerbrechen muß, wie wohl eine Zwischenrechnung 
aussehen mag, die als leicht bezeichnet, aber nicht angegeben wird, 
dann wird n^ir allzusehr seine Aufmerksamkeit von wichtigen physi- 
kalischen Fragen auf mathematische Nebensächlichkeiten abgelenkt. 
Um diese Möglichkeit bei Lesern dieses Buches unbedingt zu verineiden, 
wurde eine zu breite Form der mathematischen Zwischenbetrachtungen 
einer zu knappen entschieden vorgezogen. 

Der vcnrliegende erste Band der „Einführung in die theoretische 
Physik*" umfaßt die Theorie der Bewegung, der Elektrizit&t und des 
lichtes; der zweite Band, der voraussichtlich Ende 1919 erscheinen 
dürfte, soll die Theorie der Wäifme, die Atomistik, die Quanten- und 
die Belativit&tstheorie enthalten. Seine einzelnen Kapitel sollen im be- 
sondem behandeln: die Thermodynamik, die Theorie der Wärmestrah- 
lung, die statistische Physik, die kinetische Gastheorie, die Moleknlar- 
theorie, die Quantentheorie, die Theorie der Spektren, die Belativitats- 
theorie, die Theorie der Materie und die Gravitationstheorie. Der zweite 
Band soll auch in seinem Anhang (für beide Jfönde gemeinsam) eine 
chronologische Übersicht über die geschichtliche Entwicklung der theo- 
retischen Physik und ein Namenverzeichnis mit biographischen und 
literarischen Hinweisen enthalten. 

Herr cand. math. Bbnno Kxtb^e in Leipzig hatte die große Freund- 
lichkeit, die Korrekturbogen des ersten Bandes einer sehr gründlichen 
Durchsicht zu unterziehen. .Für seine Mühe und seinen Bat sei ihm 
herzlichst gedankt, und ebenso für wertvolle Yerbesserungsvorschläge 
zu einzelnen Abschnitten den Damen und Herren: Dr. phil. Bubolf 
Gross in Greifswald, Dr. phil. Waltbb Kangbo in Leipzig, Dr. jAiil. 
Gbroa. Laski in Wien, cand. math. Aenni Nitsohb in Leipzig, Dr. 
Budolf Sohmid in Wien und cand. math. Habbt SoHianto in Leipzig. 
Aufrichtig dankbar bin auch dem Verlage von Veit & Comp, für die 
außetordentliche Bereitwilligkeit, mit der er trotz der großen, durch 
den Krieg verursachten Schwierigkeiten bei der Fertigstellung dieses 
Buches allen meinen Wünschen entgegengekommen ist. 

Leipzig, im November 1918. 

Arthur Ems. 
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Einleitnng. 
Ziel und Entwicklung der theoretischen Physik. 

Die theoretische Physik ist die Lehre von den ursächlichen 
Znsammenh&ngen zwischen den Erscheinungen in der Natur, 
sofern diese nicht infolge ihres eigenartigen Charakters den Gegenstand 
einer besonderen Wissenschaft bilden, wie dies etwa bei den Vorgängen 
des Lebens, bei den astronomischen Phänomenen oder den chemischen 
Prosessen der Fall ist. Während der Experimentalphysik die Fest* 
Stellung, die Aufsuchung und die Beschreibung sowie die Sammlung 
und Ordnung von Erfahrungstatsachen obliegt, besteht die Auf* 
gäbe der theoretischen Physik in deren Erklärung« 

Eine Tatsache erklären, heißt, sie auf eine andere zurückfähren. 
Eine Tatsache A kann also nie an sich erklärt werden, sondern stets 
nur mit Bezug auf eine andere Tatsache B, derart, daß gezeigt wird, 
daß aus der Existenz von B auch die Existenz von A folgt. Diese Er- 
klärung der Tatsache A durch die Tatsache B wird dann als vollkommen 
angesehen, wenn sich beweisen läßt, daß die Existenz von A aus der 
Existenz von B mit derselben logischen Notwendigkeit folgt, 
wie ein Satz der Mathematik aus dem anderen. Ein ursächlicher Zu- 
sammenhang zwischen den Erfahrungstatsachen A und B kann aber 
auch mittelbar hergestellt werden, nämlich durch Konstruktion einer 
Aimahme C, aus der mit derselben Notwendigkeit wie die Tatsache B 
auch die Tatsache A folgt. 

Zu einer Gruppe phyBikalischer Erfahrungstatsachen, die ein be- 
stimtmtes Erscheinungsgebiet betreffen, lassen sich auf diese Weise 
grundlegende Annahmen ersinnen, aus denen sich die Gruppe jener 
Erfahrungstatsachen mit derselben logischen Notwendigkeit ergibt wie 
die Lehrsätze des Eukud aus seinen Axiomen.^ Eine Gesamtheit solcher 
Zusammenhänge, die die Erfahrungstatsachen n)it den zu dem Zwecke 
ihrer Erklärung ersonnenen Grundannahmen verknüpft^ bezeichnet man 
als eine physikalische Theorie. 

^ Mm denka etwa an dia Bewagung^geaetza NawroHi. 
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Der mathematischen Methode bedient sich die theoretisehe 
I^ysik, weil unter allen möglichen Arten von Deduktionen die mathe- 
matischen die vollkommensten sind und weil die durch solche 
Deduktionen gewonnenen Ergebnisse eine quantitative und daher 
viel genauere Beschreibung der Naturvorgänge ermöglichen. So 
entsteht der theoretischen Physik ein^ weitere» mit ihren übrigen 
freilich unlösbar verbundene Aufgabe in der Auffindung der mathe- 
matischen Beziehungen, also der Gleichungen, die in allgemeiner 
Form eine exakte Beschreibung der physikalischen Erscheinungen er- 
möglichen, » ' 

Die „Ökonomie der Wissenschaft"* erfordert es aber nun, daß 
die mathematischen Deduktionen und infolgedessen auch deren Ergeb- 
nisse nicht komplizierter seien, als es für den Zweck der betreffenden 
Untersuchung notwendig ist. Andererseits führen aber schon verh&ltnis* 
m&Big einfache physikalische Bröbleme oft zu ungeheuer komplizierten 
mathematischen Untersuchungen.* Der Theorie erwächst dadurch die 
Aufgabe einer möglichst weitgehenden Vereinfachung aller Probleme. 
Dies erreicht sie dadurch, daß sie bei allen zu b^hsoidelnden Vorgüngcfli 
aus der Wahrnehmung dessen, was sich in der Wirldiohkeit abspielt, 
nur das heraushebt, was für die Betrachtung wesentlich erscheint^, 
daß sie hingegen von allem anderen als Unwesentlichem abstrahiert. 
Die theoretische Ph^ik konstruiert sich derart als Gegenstand ihrer 
Untersuchungen selbst ideale Vorgänge und Zustände von einer Ein- 
seitigkeit, die wir in der bunten Mannigfaltigkeit des natürlichen Qe- 
schehens nie wabmelimen und von einer Einfachheit, der die Wirkliidi- 
keit und das Experiment zwar nahekommen, die sie aber doch nie 
erreichen können.* t -. 

Auf ideal einfache Vorgänge eines bestimmten Typus vermag aber 
nun die theoretische Physik auch Phänomene zurückzuführen, die dem 
menschlichen Beobachter völlig anders geartet erscheinen. Dies wird 
dadurch möglich, daß die theoretische Physik stets von der (durch 4ie 
Erfahrung keinesfalls widerlegbaren) Hypothese Gebrauch machen kann, 
daß in hinreichend starker Vergrößelrung die Natur unvergleichlich ein- 



* Dieser wichtige Begriff ist von Mao£ au^estellt worden^ 

* Z. B. das Problem der Bewegung von drei einander nach dem Gravitationa- 
gesetse ansiehenden Maasenpunkten. ^ \ h 

* Betrachtet man vom rein mechanischen Standpunkt ans die Bewegung der 
Erde tun die Sonne, so l&St man dabei die gleidiseitig erfolgenden WÜnliaforgStige 
aufier acht usw. 

* Die Beibang l&ßt sich bei der Bewegmig eines Körpers auf einer ««^i^fon 
Ebene swar Texmindem, aber nicht beseitigen. 
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fai5her erscheihto müßte als bei der Beobachtung durch die mensch*' 
liehen Sinne.* 

Die theoretische Physik vermag derart Bilder su konstruieren, 
Ynittels deren sie eine bestimmte Gruppe schwer erfaßbarer Erscheinungen 
dentJBn kann als andersartige, leichter begreifbare^ Voi^änge, die sich 
Ülerding» in einer Welt von viel kleineren Dimensionen abspielen müßten, 
altf die unserer Sinnenwelt es siiid. Indem so die theoretische Physik 
Ycn-gAnge, deren Wesen ihr smnSchst noch unklar ist, interpretiert als 
Vorg&nge von einem von ihr bereits erforschten Tylpus*, vermag sie 
die von ihr in einem bestimmten Zweige der Physik gewonnenen Er- 
gebnisse auf andere Zweige su übertragen. Eine Theorie eines be- 
stimmten Erscheinungsgebietes, die derart auf der Orundlage eines 
Kldes entsteht, vermag oft nicht nur (was ja zunächst ihre Aufgabe 
ist) die schon bekannten Erfahrungstatsachen des Erscheinungsgebietes 
ah' notwendige Folgen der Orund Vorstellungen des Bildes abzuleiten; 
sie ist oft auch imstande — und darin offenbart sich vor allem ihre 
Leistungsfähigkeit — noch unbekannte neue Phänomene voraus- 
zusagen und so dem experimentellen Forscher den Weg zu der Ent* 
deckttng neuer Erfahrungstatsachen zu weisen. Auf der anderen Seite 
ergibt sich dadurch aber auch die Möglichkeit einer experimentellen 
Prüfung einer Theorie und unter Umständen auch einer experimentellen 
Entscheidung über die Bichtigkeit ihrer Grundannahmen. 

So ist jede physikalische Theorie an die Erfahrung gebunden. 
Auf Grund des Materials von Erfahrungstatsachen, das die Experimental- 
physik liefert, müssen die Grundannahmen des Bildes konstruiert werden. 
Ergibt sich andererseits aber auch nur eine einzige Erfahrungstatsache, 
die in offenbarem und nicht zu beseitigendem Widerspruch zu Folge- 
rungen steht, die sich mit Notwendigkeit aus den Grundannahmen einer 
Theorie ergeben, so erscheint durch diese Erfahrungstatsache die Theorie 
widerlegt. Jede Theorie muß sich somit den Erfahrungstatsachen an- 
passen, deren Kreis sich wiederum ständig erweitert, und unterliegt 
daher notwendigerweise der Möglichkeit von Veränderungen. Diese 
können entweder nur in kleinen Modifikationen der Grundannahmen 



* Diese Idee stammt aas der antiken Atomistik, die eine Schöpfung Dxicoxbits 
darstellt. 

^ Als die am leichtesten begrafboren VoxgUige galten — wenigstens bis vor 
kurzem — die mechanischen. Daher der charakteristische Anssproch von Huyqeks: 
Dana la^ vn^ philoeopbie on 0011901 1 la oaiose de tons les effets naturels par des raisons 
de mMianique. ^Ge qa'il faut faire 4 mon avis ou bien renencer 4 tonte esp6tanoe 
d^ Jamals den comprendre dans la physiqoe (Anfang des Trait^ &e la lomlöre). 

* Man denke etwa an die kinetische I3ieorie der Wftmer 
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oder in der Hinzafögang neuer Hypothesen, bisweilen aber auch in der 
Neuerrichtung des ganzen Geb&udes einer Theorie auf. TöUig frischer 
Grundlage bestehen. 

Die Frage» ob eine einem beßtinlmten Bilde mgrundeliegende An* 
nähme wahr sei, ist daher im allgemeinen wohl besser durch die beiden 
JVagen 95U ersetzen, ob die Annahme zu keiner einzigen, mit der Srfahnmg 
in Widerspruch stehenden Folgerung führt, und femer, ob das auf der 
Annahme beruhende Bild brauchbar und nützlich sei. Allerdings werden 
wir um so eher geneigt sein, eine solche hypothetische Annahme fOr 
wirklich zutreffend zu halten, je größer die Zahl ganis Terschieden«- 
artiger, an sich schwer erklärbarer Erfahrungstatsachen ist, die pich 
aus der Annahme deduzieren lassen. 

Die theoretische Physik erscheint so als der Inbegriff eiper Menge 
von physikalischen Theorien, deren jeder bestimmte Hypothesen <*— sei 
es in Form eines Bildes, sei es in der Form gewis^r A^ome «— zugrunde 
liegen. Die theoretische Physük muß aber eine einheitliche Wissen« 
Schaft sein. Die Grundannahmen der einzelnen Theorien dürfen daher 
untereinander in keinem Widerspruche stehen. Die theoretische Physik 
muß aber auch eine möglichst ökonomische Wissenschaft sein. Sie maß 
daher danach trachten, nach Möglichkeit einzelne Theorien miteinander 
zu verschmelzen ^ sie auf gemeinsamer Grundlage aufzubauen und so 
das physikalische Naturbild zu vereinheitlichen,' Weiterhin muß es 
aber auch ihr Ziel sein, die Zahl der grundlegenden Hypothesen stftndig 
zu verringernnind diese selbst ständig zu vereinfachen, damit aus einer 
möglichst geringen Zahl möglichst einfacher und möglichst plausibler 
Grundannahmen auf möglichst einfachem und einheitlichem Wege sich 
womöglich alle von der Experimentalphysik festgestellten Erfahrungs* 
tatsachen ergeben. Das Streben nach fortschreitender Vereinfachung 
und Vereinheitlichung des Naturbildes beherrscht so die Entwicklung • 
der theoretischen Physik. 

Der Grund zu dieser Entwicklung wurde bereits von den großen 
Naturphilosophen der Griechen gelegt, die die wichtigsten der Begriffe 
und Ideen schufen, auf denen das heutige System der theoretischen 
Physik aufgebaut ist.^® Daneben fanden auch bereits im Altertum die 
durch EuKUD und Abohhibdbs zu so hoher Vollkommenheit gelangten 
Methoden der Geometrie Anwendung auf einzelne Probleme der Statik 
und der geometrischen Optik. Auf diese beiden Zweige der theoretischen 



* Das großartigste Beispiel einer solchen VefsohmelEaiig stellt die MAXWiixsche 
Theorie der Elektridfc&t and des lichtes dar. 

^^ Vgl« des Verfassers Sdirift: JOer Geist des Hellenentnms in der modeitieQ 
HiyBik*« (Leipzig 19U). 
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fhyBik waren auch die wenigen Fortschritte beschränkt, die das Mittel- 
alter zu versKiohnen hatte» 

Erst dnroh GalHiBI wurde auch die Dynamik Gegenstand der 
exakten theoretischen Forschung. Ihre Fortbildung verdankte sie vor 
-allem der Infinitesimalrechnung, deren Begründer Nbwton zugleich in 
Beinen »»Mathematischen Prinzipien der Naturlehre'' den ersten groß- 
artigen Versuch unternahm, nach dem Vorbilde der Geometrie EüxuDS 
jaus wenigen Axiomen das ganze System xler Physik auf rein deduktivem 
Wege durch mathematische Methoden abzuleiten. Auch die optischen 
Erscheinungen suchte Nbwton bereits mittels der Sätze der Mechanik 
zu erklfiren, ein Versuch, den in ähnlicher Weise, allerdings auf Grund 
anderer Voraussetzungen, gleichzeitig ebenfalls Euyoens unternahm. 
Die Fortschritte des 18. Jahrhunderts betrafen auf dem Gebiete 
der theoretischen Physik fast ausschliefilich die Mechanik. Durch Euleb 
wurde sie '— und damit die Physik überhaupt — in eine enge Verbin- 
dung mit der analytischen Geometrie gebracht, und ihre Vollendung 
erreichte die streng mathematische Methode in der Physik durch die 
»,AnalytiBohe Mechanik^^ von Laobangb. 

In den ersten Jahrzehnten des 19. Jahrhunderts erfuhr das Gebiet 
der theoretischen Physik eine große Erweiterung. Nach dem Vorbilde 
von Laobakob schuf Foubibb eine analjrtische Theorie der Wärme. 
Fbbbnbl vermochte aus wenigen Grundannahmen durch rein mathe- 
matische Deduktionen die verwirrende Fülle der optischen Erscheinungen 
zu erklären, die zu seiner Zeit bekannt wurden ; und AicpIbbb begründete 
die Theorie der Elektrodynamik, indem er zeigte, daß sich alle damals 
bekannten Phänomene der Elektrizitä^t und des Magnetismus als not- 
wendige Folge einiger Elementargesetze ergeben. 

Die Mitte des 19. Jahrhunderts brachte die Begründung der Theiixo- 
dynamik auf energetischer Grundlage, zugleich die Ausbildung der 
kinetischen Gastheorie und damit eine Fülle interessanter neuer Probleme. 
Im Jahre 1878 erschien Maxwblls Lehrbuch der Elektrizität und des 
Magnetismus, das einen völlig neuen Abschnitt in der Entwicklung der 
theoretischen Physik einleitete. Elektrizitätstheorie und Optik wurden 
dadurch auf eine neue gemeinsame Grundlage gebracht und von einem 
großen Teile ihrer früheren Unklarheiten befreit. 

Am Ende des 19. Jahrhunderts vollzieht sich die Erweiterung der 
MAXWBUiSchen Theorie zu der Elektronentheorie, die zugleich ein neues 
Weltbild auf rein elektrischer Grundlage entstehen läßt. Das tiefere 
Eindringen in die Probleme der Wärmestrahlung hat im Beginn des 
20. Jahrhunderts die Begründilng der Quantentheorie zur Folge. Diese 
führt wieder zu großen Erfolgen in der Theorie der Spektren, wodurch 
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die wertvoUsten AufschläBse fiber den Aufbau des Atoms geiroimeii 
'Werden. Eine völlige tJlm^sT&lzang in den Ghrnnd^agen der Physik ^lird 
ft1)er doreh die Belativitätstheorie herbeigeffihrt, die als eine Sdiidpfiiiig 
EiNSTBtNS eine gans neue Anffassong des Wesens von Baum, 2Sett» 
Beiregong und Materie hervorrof t und die die bisherige Physik als Special* 
fall einer viel allgemeineren Physik erscheinen Iftfit. Die Grandgesetse 
der Physik nehmen dadurch neue Farmen an, und eine Fälle neuer, 
ungeahnter Zusammenhänge erschließt sich der jdiysikalisdien Forschung. 

Die Grundlagen der Elektronen-, der Quanten- und der Belativit&is* 
theorie ^iirerden vielleicht im Laufe der weiteren Entwicklung no^ 
wesentliche Veränderungen erfahren. Was indessen diese drei Theorien 
bisher im einxelnen su leisten vermochten, ist so gewaltig, die durch 
sie bewirkte Ausrottung tief eingewurz^ter, und doch unhiJtbarer Vor* 
urteile so unbestreitbar, die durch sie vollaogene Erweiterung unseres 
Naturbildes so großartig, daß die Zeit, in der diese drei Theorien ent* 
standen sind, wohl mit Becht stets als eine Blüteieit in der Geschidite 
der Physik gelten wifd. 

Zu der klassischen theoretischen Physik steht die moderne in keinem 
Widerspruch. Die stürmischen Fortschritte der letsten zwei Jahrsehnte 
haben das alte Gebäude der theoretischen I^ysik nicht niedergerissen, 
sie halben es vollendet; und wie die geschichtliche Entwicklung der 
klassischen Physik sich in der -modernen fortsetzt, so ist auch eia Ver« 
ständnis der modernen Auffassungen nur möglich auf der Grundlage 
der klassischen Hheorien. 
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L Kapitel. 

Die Bewegung des freien materiellen Punktes. 

§ 1. Dm Beharrangspriniip und der Xraftbegriff. 

Die Lehre ron der Bewegung ist als exakter Wissenszweig durch 
Oalilbi begründet worden. Sein großes Verdienst besteht darin, dafi 
er, im Oegensatse zu seinen Vorgängern und namentlich zu Abistotblbs, 
Buent kliur zwischen den wesentlichen Eigenschaften der Bewegung 
und ihren unwesentlichen, sie hemmenden Begleiterscheinungen unter- 
schied, zu denen vor allem die Beibung und der Luftwiderstand ge- 
boren. Indem Galilbi von den Bewegungshindernissen, die sich 
im Experimente zwar sehr yermindem, nie aber ganz beseitigen lassen, 
▼dllig abstrahierte, gelangte er zu dem Begriffe der idealen Be- 
wegung, für die er auf Grund seiner Beobachtungen über die Pendel- 
sehwingungen ein oberstes Gesetz in dem Prinzipe von der völligen 
Umkehrbarkeit des idealen mechanischen Vorganges aufstellte. 

Aus diesem Prinzipe folgerte Galilbi ganz richtig, daß jede Be- 
wegung, die unter dem Einflüsse der Schwere längs einer schiefen Ebene 
abwftrts mit einer bestimmten Beschleunigung erfolgt, in der umgekehrten 
Bichtung, also aufwärts, mit einer gleich großen Verzögerung erfolgen 
müsse (wobei natürlich das Fehlen aller Bewegungshindemisse voraus- 
gesetzt ist). Hieraus konnte aber Galilbi weiter schließen, daß bei 
einer idealen horizontalen Bewegung ebensowenig wie eine Beschleu- 
nigung auch eine Verzögerung möglich sein könne, daß somit eine 
Bolche Bewegung, bei der der Körper dem Einflüsse der Schwere ent- 
sogen ist, ewig mit gleich bleibender Geschwindigkeit fort- 
dauern müßte. 

Nachdem Dbsoartbs diesen von Galilbi nur nebenbei auf- 
gefimdenen Satz in seiner vollen Tragweite erfaßt und zugleich dahin 
ergänzt hatte, daß ein Körper seine Bewegung stets nur in gerader 
^Iiinie, nie aber in gekrümmter fortzusetzen strebe, fand das Behar- 
rungsprinzip seine dauernde Formulierung in dem ersten Nbw- 
voNSchen Bewegungsgesetze. Ein jeder Körper — so lehrt dieses — 
beharrt in seinem Zustande der Buhe oder der gleichförmig ge- 
radlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kräfte 
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gezwungen wird, jenen Zustand zn ftndem.^ Als gleichförmig wird 
dabei eine Bewegung bezeichnet, bei der in gleichen Zeiten gleiche 
Stücke Weges zurückgelegt werden, bei der also die Geschwindig- 
keit, die man bei der gleichförmigen Bewegung als den Quotienten 
aus einem beliebigen Stücke des Weges und der zu seiner Zurücklegung 
erforderlichen Zeit definieren kann, ihren Wert während der ganzen 
Bewegung ungeändert beibehält. 

Die gleichförmige, geradlinige Bewegung erscheint, also für einen 
Zustand charakteristisch, in dem der bewegte Körper allen äußeren 
Einflüssen entzogen ist. Weicht die Bewegung eines Körpers von der 
geraden Linie ab oder ändert sich seine Geschwindigkeit, so muß man 
somit als Grund dieser Abweichung eine äußere Ursache annehmen, 
die den Körper, wenn er ruhte, aber frei beweglich wäre, in Bewegung 
versetzen würde, und die man eben mit einem althergebrachten, leider 
aber in mehrfachem Sinne gebrauchten Ausdrucke als Kraft bezeichnet. 

Es ist nun eine wichtige Erfahrungstatsache, daß man jedd 
Kraft, die einen frei bewegUchen Körper in Bewegung zu setzen strebt, 
daran durch einen Zug verhindern kann, der von einem Gewichte 
von bestimmter Größe in bestimmter Bichtung ausgeübt wird.* In 
folgedessen kann man eine in einem Punkte angreifende Kraft dadurch 
bestinunen, daß man angibt, wie groß ein Gewicht sein und in welcher 
Bichtung es auf den Punkt einen Zug ausüben müsse, um die Wirkung 
der zu bestimmenden Kraft aufzuheben. Indem man dieses Gewicht 
mit einem als Einheit festgesetzten Gewichte vergleicht, kann man 
die Größe der Kraft messen, und da, wie die Erfahrung lehrt» 
zwei gleich große, aber entgegengesetzte Zugkräfte einander auf- 
heben, so muß man der Kraft eine Bichtung zuschreiben, die der 
Bichtung des sie kompensierenden Zuges gerade entgegengesetzt ist. 

Die Erfahrungstatsache, daß eine Kraft hinsichtlich ihres physi- 
kalischen Wirkungsvermögens durch Angabe ihrer Größe und ihrer 
Bichtung völlig bestimmt ist, brachte zuerst Stbvin auf den Gedecken, 
«eine in einem Punkte angreifende Kraft symbolisch durch eine 
von dem Angriffspunkte ausgehende Strecke darzustellen, die die- 
selbe Bichtung hat wie die Kraft und die ebenso viele Längeneinheiten 
umfaßt, als die Kraft Krafteinheiten enthält. 

Von der großen Fruchtbarkeit dieses Gedankens überzeugte sich 
Stbvin, als er von dem primitiven Erfahrungssatze von der gegen- 
seitigen Aufhebung zweier entgegengesetzt gleicher Zugkräfte mit ge- 
meinsamem Angriffspunkte zu der nächstliegenden Frage weiterschritt, 
unter welchen Bedingungen drei in einem und demselben Punkte an- 



^ Lex motus I: Corpus omnejperseverare in stftta suo quiescendi vel movendi 
unifonniter in direotum, nisi quatenus a viribus impreesis cogitur statum illum mutare. 

* Manjdenke etwa an einen beweglichen Magnetpol, der von einem festen an- 
gelogen wird. 
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greifende Zugkr&fte einander in ihren Wirkungen aufheben oder, wie 
man sagt, einander das Gleichgewicht halten. Diese Frage konnte 
Hfbnliob Stbvin auf Onmd seiner Versuche dahin beantworten, daß 
drei in einem Punkte angreifende Zugkr&fte einander dann das Gleich- 
gewicht halten, wenn sich die Strecken, die diese Kräfte nach Größe 
pnd Bichtung repräsentieren, zu einem Dreiecke zusammenfügen 
lassen. (Dreieck ^B£ in Fig. 1; ^ 
liierbei sei A der gemeinsame 
Angriffspunkt der durch die 
Strecken AB, AC xmd AD 
dargestellten Kräfte. Natürlich 
ißi BE^AD und EA = AC.) 

Halten aber nun die erste 
and zweite Kraft zusammenge- ^ 

nommen der dritten das Gleich- Fig. i. 

gewicht, so kann man sich die 

erste und zweite Kraft durch eine einzige Kraft ersetzt denken, die 
man als die Besultierende aus diesen beiden Kräften bezeichnet und 
die nach dem früher Gesagten der (durch die Strecke EA dargestellten) 
dritte Kraft entgegengesetzt gleich sein muß. Hieraus folgt aber auf 
Grand des vorhin erwähnten Dreieckstheorems der Satz vom Kräfte- 
parallelogramm: Die Besultierende aus zwei in einem Punkte an- 
greifenden Kräften wird nach Größe und Bichtung durch die Diagonale 
eines Parallelogramms dargestellt, dessen Seiten nach Größe und Bichtung 
die beiden Einzelkräfte repräsentieren. 

Den Vorgang, durch den man aus den Strecken AB und BE die 
Strecke AE erhält, bezeichnet man als geometrische Addition 
dieser Strecken. Man kann somit auch sagen, daß man den geometri- 
schen Bepräsentanten der Besultierenden zweier Kräfte durch geo- 
metrische Addition der Bepräsentanten der Einzelkräfte erhält — ein 
Prinzip, das sich ohne weiteres auch auf die Zusammensetzung von 
beliebig vielen Kräften erweitem läßt, die in einem Punkte angreifen. 
Ein System von Kräften mit gemeinsamem Angriffspunkte kann sich 
also nur dann im Gleichgewichte befinden, wenn die von dem Angriffs- 
punkte ausgehende geometrische Addition der Bepräsentanten aller 
dieser Kräfte wieder zu dem Angriffspunkte zurückführt. 

V \ 

§ i. Das zweite Hiwroviche Bewegnngsgesetz. 

Da nach dem Behurungsprinzipe bei der Bewegmig einep jeden 
frei beweglichen Körpers der Einfluß einer Kraft eine Abweichung 
von der gleichförmigen, geradlinigen Bewegung bewirken muß, so ent- 
stand der physikalischen Forschung, sobald einmal diese Erkenntnis 
gewonnen war, ein grundlegendes Problem in der Frage, in welchem 
Zusanunenhange mit der Größe und Bichtung der einwirkenden Kraft 
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die Änd^rongen stehen» die nnter ihrem Einflösse die Gesohwindigkett 
und die Biehtung eines sich beweg^äden KörpeilB erfahren. 

Die Grundlage aller darauf bezüglichen UnteiTOohungen bilden ^ali* 
LBis Forschungen über die Bewegung der Körper unter dem Einflüsse 
der irdischen Schwere. 

6AI(^lBI gi)ig von der Vermutung aus, daß die Fallbewegung (wenn 
man von den Bewegungshindemissen absieht), eine beschleunigte 
Bewegung von einem recht einfachen Typus darstellen müsse. Da 
jedenfalls von einem solchen sehr einfachen Typus eine in Gredanken 
konstruierbare Bewegung ist, bei der die Geschwindigkeit in gleichen 
Zeiten gleiche Zuwüchse erfährt, so definierte Galilk probe- 
weise eine solche Bewegung als gleichförmig beschleunigt. Durch 
das Experiment konnte er sich davon überzeugen, daß in der Tat 
die Gesetze, die sich für eine derart als gleichförmig beschleunigt defi- 
nierte Bewegung auf mathematischem Wege deduzieren lassen (00 
vor allem die Proportionalität zwischen Fallraum und Quadrat 'der 
Fallzeit), sowohl bei dem freien Falle als auch bei einer Bewegung 
längs einer schiefen Ebene erfüllt sind. 

Eine zweite ungemein wichtige Entdeckung Galilbis Ibetraf die 
Tatsache» daß (falls man von dem Luftwiderstande absieht) alle Kör- 
per unabhängig von ihrem Gewichte und von ihrer sonstigen Beschaffen- 
heit gleich schnell fallen -^ sowohl im freien Falle als auch auf 
einer schiefen Ebene von bestimmter Neigung. 

Drittens ergab sich aus Galilbis Forschung^, daß bei der Be- 
wegung auf einer^schiefen Ebene von der Höhe h und der Länge I, wobei 
nach dem Satze vom Kräfteparallelogramm nicht ein dem Gewichte Q 
gleicher Zug, sondern nur ein Zug von der Größe Q .h/l Migewendet 
werden muß, um den Körper im Zustande der Buhe zu erhalten, auch 
die Beschleunigung in demselben Verhältnisse verkleinert erscheint, 
nämlich gleich ist g.h/h wenn man mit g die Beschleunigung des 
freien Falles bezeichnet. 

Viertens schließlich zeigten Galilbis Untersuchungen über die 
Wurfbewegung, daß auch dann, wenn die Biehtung der Bewegung 
mit der der Kraft nicht zusammenfällt, sich vielmehr ständig ändert, 
die Bewegung des Körpers dennoch so erfolgt, als ob er neben einer 
durch das Beharrungsvermögen bedingten gleichförmig geradlinigen 
Bewegung überdies noch, und unabhängig von jener, eine gleich- 
förmig beschleunigte in der Biehtung der Kraft ausführen würde. 
Es ist, wie bereits Galilbi erkannte, eine grundlegende physikalische 
Erfahrungstatsache, daß man die Bewegung, die ein Körper von 
ainer innerhalb seiner Bahn beliebig gewählten Stelle aus weiterhin, 
dusführt, durch die Annahme erklären kann, daß der Körper von dieser 
Stelle aus gleichzeitig, doch unabhängig voneiniMider, zwei Be- 
wegungen ausführe: erstens eine durch das Beharrungsvermögen be- 
eingte gleichförmig geradlinige in der Biehtung, die der Körper im der. 
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betre£tenden Stelle der Bahn hatte, und mit der Geschwindigkeit, die 
er dort besaßt und zweitens eine bloß durch die Kraft verursachte, die 
in der Biohtopg der Kraft erfolgt und die man sich an der gewählten 
BteUe der Bdm mit der Geschwindigkeit Null beginnend zu denken hat. 

Aus dieser physikalischen Erfahrungstatsache folgt, wie 
jebeiiffJls G^LHiSi erkannte, daß sich die tatsächliche Bewegung dea 
Körpers stets dadurch ermitteln lassen muß, daß man die beiden in 
Oedanken angenommenen Einzelbewegungen nach dem geometrischen^ 
Frinzipe des Bewegungsparallelogramms zusammensetzt. Man 
findet nämlich, wenn die als Ausgangspimkt der beiden fingierten Einzel- 
bewegungen gewidilte Stelle der Bahn ^'genannt mid diese Stelle von 
dem Körper zur Zeit i^ durchlaufen wird, den Aufenthaltsort des Kör- 
pers za einer beliebigen anderen Zeit t^, indem man von dem Punkte A 
aus nach Größe und Bichtung die Wege aufträgt, die der Körper bei 
den beiden Einzelbewegungen in der Zeit von t^ ^^^ U unter den ge- 
mfk^ht^Qi Voraussetzungen durchlaufen würde. Durch diese beiden von 
dem Punkte A ausgehenden Wegstrecken ist ein Parallelogramm, das 
sogenannte Bewegungsparallelogranmi, bestimmt, dessen dem Punkte A 
gegenüberliegende Ecke den gesuchten Aufenthaltsort des Körpers zur 
Zeit i^ darstellt. 

"Aus den besprpchenen Entdeckungen Galilbis ließen sich bereits 
mehrere wichtige und für die ganze Physik grundlegende Schlüsse ziehen, 
die ihre veraUgemeinemde Zusammenfassung dann in dem zweiten 
KjBWTOKschen Bewegungsgesetze fanden. \ 

Aus einem Vergleiche der gleichförmig beschleunigten Bewegungen, 
^e ein und derselbe Körper auf schiefen Ebenen von verschiedener 
-Neigung ausführt, folgt nämUch, daß das Verhältnis zwischen der die 
Bewegung bewirkenden Kraft und der erteUten Beschleunigung immer 
gleich ist dem Quotienten aus dem Gewichte des Körpers und der Be- 
schleunigung des freien Falles. Dieser Quotient stellt somit eine für 
den. Körper charakteristische individuelle Konstante dar, die man 
mit einem Ausdrucke, der in der Physik lange in sehr unklarer Weise 
gebraucht wurde, als die Masse des Körpers bezeichnet.' Unter Be- 



^ Penn es ist gewifi-eme rein geometrische Erkenntnis, daß ein Körper, der 
sieh in einer vertikalen Röhre gleichförmig beschleunigt nach abw&rts bewegt, eine 
Fluabel beschreibt, wenn diese Bohre durch irgendeine Vorrichtung, etwa ein Zahnrad- 
getriebe, seitwärts bewegt wird. Daß aber, um beim Beispiele des Wurfes zu bleiben, 
das Beharrungsvermögen, das ein sich selbst überlassener Körper nach dem Be- 
harrungsprinzipe im kr&ftefreien Zustande zeigt, auch durch die gleichzeitige Ein- 
wirkuig der Schwerkraft nicht beeinträchtigt wird, ist gewiß eine physikalische 
j&kenntnis. 

*.AllezdingB ist die Beschleunigung des freien Falles (die man bekanntlich aus 
Fendelbeobaditungen ermittelt) selbst wieder auf der Erdoberfläche veränderlich. 
paß aber trotzdem die Masse eines Körpers als dessen individueUe Konstante an- 
gesehen werden darf, zeigt die Tatsache, daß in demselben Verhältnisse wie die Be- 
Bchleunigung des freien Falles auch das mit einer Federwage gemessene Gericht 
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nutzmig dieses Begriffes kann man also die bei dem Beispiele der schiefen 
Ebene erfüllte Proportion, derzufolge sich die von einer Kraft bei einem 
Körper bervorge/brachte Besohleonigong zu der Beschlemiigang des 
freien Falles ebenso verhält wie diese Kraft zu dem Qewiohte des Kör* 
perSy auch in die Form kleiden, daß die wirkende Kraft proportional 
sei dem Produkte aus der Masse des Körpers und der ihm erteilteil 
Beschleunigung. 

Andererseits zeigten Oalilbis Untersuchungen über die Wurf« 
bewegung, daß die Bewegung, die nach dem Prinzipe des Bewegungs- 
parallelogranmis zu der durch das Beharrungsvermögen bedingten hin- 
zugefügt werden muß, um die tatsächliche Bewegung zu ergeben, und 
die somit die Abweichung der tatsächlichen Bewegung von der gerad* 
linigen gleichförmigen darstellt, inmier die Bichtung der wirkenden 
Kraft besitzt. 

Indem nun Newton in genialer Weise die bereits von GaIiILBI 
gewonnenen Erkenntnisse zusammenfaßte, aber auch vertiefte und ver* 
allgemeinerte, konnte er die Grundfrage der Physik, in welcher Weise 
eine auf einen Körper wirkende Kraft dessen Bewegung beeinflusse, 
in seinem zweiten Bewegungsgesetze dahin beantworten, daß die Ände« 
rung der durch das Produkt aus der Masse und ihrer Geschwindigkeit 
gemessenen Bewegung der einwirkenden Kraft proportional 
sei und in deren Bichtung erfolge.' Da sich die Masse mit der Zeit 
nicht ändert, die zeitliche Änderung der Geschwindigkeit aber als Be- 
schleunigung bezeichnet wird, so wird also die Änderung der Bewegung 
durch das Produkt aus der Masse und der Beschleunigung gemessen. 
Aber Nbwton beschränkte sein zweites Bewegungsgesetz keineswegs 
auf den Fall einer konstanten Beschleunigung, sondern dehnte es auf 
alle beliebigen Bewegungen aus, so daß also auch für den Fall einer in 
beliebiger Weise veränderlichen Kraft stets die augenblickliche 
Beschleunigung der augenbUcklichen Größe der Kraft proporticmal 
sein und mit deren augenbUcklicher Bichtung übereinstimmen muß. 

Nicht als selbständiges Axiom, sondern als Zusatz zu dem zweiten 
Bewegungsgesetze wurde von Nbwton das eine wichtige Erfahrungs« 
tatsache ausdrückende Prinzip angesehen, demzufolge die Wirkung 
einer Kraft auf einen Körper ganz unabhängig davon Mst, ob an dem- 
selben Körper gleichzeitig noch andere Kräfte einwirken oder nicht. 
Die Wirkungen mehrerer an demselben Körper gleichzeitig 
angreifender Kräfte sollen einander in keiner Weise beein- 



variiert. Daß ein EQrper unter der Einwirkung verfichieden großer Kräfte diesen 
proportionale Beschleunigungen annimmt, läßt sich noch anschaulicher ab durdi 
And^ning der Neigung einer schiefen Ebene an der bekannten ATWOonschea IVJl- 
maschine demonstrieren. 

* Lex 11: Mutationem motns proportionalem esse vi motrici impressae et fieri 
■eoundum lineam roctam qua vis illa imprimitur. — Vgl. hierzu Definitio 11; Quan* 
titas motus est mensura eiusdem orta ex yelodtate et quantitate materiae ooniuaotim. 
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trächtigen, sondern sollen sich« voneinander unabhängig, über* 
einander lagern, so daß sich die Gesamtwirknng durch Super- 
Position der Einzelwirkungen ergibt. 



§ 8. Die ungleichförmige geradlinige Bewegung. 
(Die Physik und die Inflnitesimalreohnung.) 

Das zweite NflWTONsche Bewegungsgesetz bildet die Grundlage 
des Wissenszweiges, der sich die Erforschung der Bewegungen in ihrem 
Zusammenhange mit den einTnrkenden Kräften zur Au^be macht und den 
man* ab Dynamik^ bezeichnet. Ähnlich wie in allen exakten Wissens- 
zweigen, so ist auch in diesem ein fortschreitender Ausbau der Theorie 
nur dadurch mögUch geworden, daß die Dynamik zunächst von minder 
wesentlichen Eigenschaften der wirklichen Bewegungen und der wirk- 
lichen Bewegungsobjekte abstrahierte und dadurch möglichst ein- 
fache künstliche, fingierte Typen von Bewegungsvorgängen 
schuf und zunächst für diese eine vollständige Theorie zu entwickeln 
suchte. . ' 

Das einfachste überhaupt denkbare Bewegungsobjekt stellt 
htm zweifellos ein Körper dar, dessen gesamte Masse in einem ein- 
zigen Punkte konzentriert ist. Man bezeichnet einen solchen fin- 
gierten Körper als Massenpiunkt oder als materiellen Punkt.' 
Seine Bew^ung sieht die Theorie als durch keinerlei Bewegungs- 
hindernisse, wie Beibung und Luftwiderstand, beeinträchtigt an; 
auch betrachtet die Theorie zunächst nur solche Fälle, in denen der 
bewegte Massenpunkt frei ist, d. h. in seiner Bewegung keinerlei Be- 
schränkungen durch irgendwelche von vornherein vorgeschriebene Be- 
dingungen unterUegt.^ 

Das einfachste Problem der Dynamik des freien materiellen 
Punktes stellt iseine gleichförmig beschleunigte Bewegung unter 



^ Im Gegensätze hierzu bezeichnet man die rein geometrische Untersuchmig 
der geometrisch konstnderbaren Bewegungsformen — ohne Rücksicht auf die Be- 
wegungsursachen — als Kinematik oder auch als^Phoronomie. So sind z. B. 
die GL 4 des § 6 Formehi der Kinematik, da zu ihrer Ableitung keine phjrsikalischen 
Kenntnisse notwendig sind. Man kann die Kinematik als eine Erweiterung der Geo- 
metrie ansehen, die statt mit drei- Koordinaten mit vieren operiert, indem sie zu 
den drei räumlichen noch eine Zeitkoordinate hinzunimmt. 

* Die fingierte Konzentration der Masse in einem einzigen Punkte bedingt 
namentlidi dann eine wesentliche Vereinfachung des Problems, wenn die wirkende 
Kraft eine Funktion des Ortes ist, sich also Yon Stelle zu Stelle ändert, in welchem 
Falle natürlich die Berücksichtigung der räumlichen Ausdehnung des Körpers die 
Au^be sehr Terwiokeln würde. Weiter hat die fingierte Konzentration der Masse 
den Vorteil,' daß von allen Kräften, die im Innern eines wirk^chen Körpers auftreten, 
▼OH allen Formänderungen sowie von allen etwaigen Drehungen abstrahiert weiden 
kann. 

• Vgl. § 16. 
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16 Die Bewegung des freien materieUen limkiee. 



dem Einflösse eiaer konstanten und stets gleich gerichteten Kraft dar. 
Nadidem dieses Problem bereits yollstftndjig durch GALiLBXsFdrsohiiDgw 
über^den freien Fall gelöst worden war, entstand der Physik ein be* 
reits schwierigeres, für alle weiteren IMteisuchmigen jedoch grond« 
legendes Problem in der Frftge, wie sich ein materieller Punkt unter 
dem Einflüsse einer Kraft bewege, der^i Richtung zwar stets mit der 
Bfchtung der Bewegung übereinstimme, deren Gröte jedoch ver* 
änderlich sei. 

Das Mittel zur Lösung dieser Au^be der ungleich förmigan 
geradlinigen Bewegung bietet das zweite NawTONsche Bewegunge* 
gesetz, demzufolge in jedem Augenblicke die veränd^liche einwirkei^ 
Kraft dem Produkte aus der Masse und der Momentanbeschlennigong 
proportional ist. So entstand vor allem die Au^be, für eine ganz be- 
liebige Bewegung die Beschleunigung in einen exakten Zusammw- 
hang mit dem Wege und der Zeit zu bringen, und da ja der Begriff der 
Beschleunigung aus dem der Geschwindigkeit herrorgegangen ist, bo 
galt es zunächst, für eine ganz beliebige Bewegung eine genaue Formel 
für die Momentangeschwindigkeit zu gewinnen. 

Der Begriff der Geschwindigkeit ist aus der Betrachtung der 
einfachsten überhaupt möglichen, nämlich der gleichförmigen, gerad* 
linigen Bewegung hervorgegangen, bei der sie als der Quotient aus 
einem beliebigen Stücke des Weges und deJ: zur Zurücklegung dieses 
Wegstückes erforderhchen Zeit definiert wird. Bezeichnet num also 
mit 8 die veränderliche Entfernung von einem festen, in der geraden 
Bahn gelegenen Punkte, so findet man die Geschwindigkeit folgender- 
maßen. Man bestimmt für zwei beliebige Augenbhcke, die um i|, bzw« 
^ Zeiteinheiten später eintreten sollen als der als Ausgangspunkt der 
Zeitmessung gewählte Augenblick, die zugehörigen Werte von 8, die mit 
«X und 8^ bezeichnet werden mögen. Dann ist die Geschwindigkeit* 

Aus der Definition der gleichförmigen Bewegung folgt, daß der Wert, 
der sich für die Geschwindigkeit nach dieser Formel ergibt, völlig un- 
abhängig davon ist, ein wie großes und welches Stück der Bewegung 
man der Berechnung von v zugrunde legt. 

Dies trifft nun bei einer beliebigen Bewegung im allgemeinen ge- 
wiß nicht zu, und darum hat es dann auch keinen Sinn, von einer Ge- 
schwindigkeit der Bewegung schlechthin zu sprechen. Zunächst einmal 
sind die Strecken, die der Massenpunkt in der Zeiteoiheit durdiUtaift 
(die Zahlenwerte dieser Strecken müssen ja nadi Formd (1} dem Zahkn- 



* Die übiioheii Bezeichnungen erklftnn sich ans den AnlangrtwcihittaWn <der 
lateJnifloiiea Worte: velodtiMB, spftthun, tempoa. Für die QesdiwiiirUgiroit wM bis- 
weilen auch der Buchstabe e als Anfuigsbuohstabe des Wortes oeleritas gebraufilit« 
Doch pflegt man jetzt da« Zeichen c der Uchtgesohvindigkeit vorznbehaltwiu 
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werte der Greschwindigkeit gleich sein), in verschiedenen Teilen der 
Bahn im allgemßinen verschieden groß. Man darf also .dann nur von 
einer Momentangesohwindigkeit sprechen, die der Massenpunkt 
in einem bestimmten Augenblicke und an einer bestinunten Stelle der 
Bahn besitzt. Diese Momentangeschwindigkeit, deren Begriff mit einiger, 
aber noch keineswegs mit vöUiger Klarheit bei Galilei^ auftritt, gibt 
' also nach Größe und Sichtung den Weg an, den der Körper in der 
Zeiteinheit in geradliniger, gleichförmiger Bewegung infolge seines Be- 
hurongsvermögens zurückl^en würde, wenn er in dem betreffenden 
Augenblicke plötzlich dem Einflüsse der die Geschwindigkeits- und 
Bichtungsanderungen verursachenden Kraft entzogen würde.^ 

Mit der Au&tellung des Begriffes der Momentangeschwindigkeit 
«[itsteht nun auch die Frage nach ihrem quantitativen Zusammenhange 
mit Weg und Zeit. Die Physik beantwortet diese Frage, indem sie die 
Betrachtung der ungleichförmigen Bewegung auf die Betrachtung 
der gleichförmigen zurückführt. Die MögUchkeit einer solchen Zu- 
rockführung des komplizierteren auf den einfacheren Fall beruht auf 
der allgemeinen Erkenntnis, daß die Abweichungen, die ein Objekt 
von einem als einfacher erkannten Typus aufweist, vernachlässigt 
werden können, wenn nur genügend kleine Teile des Objektes ins 
Auge gefaßt werden, und daß die ziemliche Übereinstimmung der 
beiden Fälle (des komplizierteren und des einfacheren) sich um so mehr 
einer vollständigen Übereinstiiomung nähert, ein je kleinerer 
Teil des komplizierteren Objektes betrachtet wird. 

So kann man für nicht zu große Gebiete die Erdoberfläche statt 
ab kugelförmig als eben ansehen; für nicht allzu große Fallräume kann 
davon abgesehen werden, daß sich der Wert der Erdbeschleunigung 
mit der Entfernung vom Erdmittelpunkte, also während des Falles, 
indert. Wir sehen die Sekunde für unsere Zeitmessungen als kon- 
stante Einheit an, obwohl der Stemtag, dessen genau fixierten Bruch- 
teil doch die Sekunde bildet, allmähUch länger werden muß. 

Ebenso kann man, weim die unregelmäßige Bewegung nur durch 
eine Zeit betrachtet wird, die klein ist gegenüber einer solchen Zeit, 
in der sich die Geschwindigkeit und die Bichtung merklich ändern, 
von der Veränderlichkeit der Greschwindigkeit und von der Krmnmung 
der Bahn abstrahieren und also mit ziemlicher Annäherung die tat- 
sSdilich ungleichförmige und krummlinige Bewegung zwischen zwei 
Punkten A und B durch eine fingierte, geradlinige und gleich- 
förmige Bewegung zwischen diesen beiden Punkten sich ersetzt 
denlyen. 

Bezeichnet man das kleine Zeitintervall, das der Massenpunkt 



* Vgl. des Verfassers „Gnmdgleichimgen der Mechanik", Vorl. 5. 

* Daß man eine derartige Bedingung verwirklichen kann, zeigt ein Experi- 
fiient an der ATWoonschen Fallmaschine. 

BJJm, BiBffthnuig in die theor. Physik. 2 
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18 Bit Bewegung des freien fnaterieUen Punkiee. 
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braucht, um von A nach B zu gelangen, mit At, und hat die Sehne 
zwischen den Punkten A und B die Länge As, so ist also die Geschwin- 
digkeit der fingierten geradlinigen, gleichförmigen Bewegung, durch die 
man sich mit ziemlicher Genauigkeit die tatsächliche, unregelmäßige 
ersetzt denken kann, 

») "-fr 

Der Wert von {? hängt hierbei, da die tatsächliche Bewegung ungleich- 
förmig ist, bei gegebener Lage des Punktes A noch von der Lage des 
Punktes B, also von der Größe des Wegelementes As und somit auch 
von der Größe des Zeitintervalls 4^ ^b. Je kleiner man indessen At 
wählt, desto geringer wird der Einfluß, den auf den Wert von 4? die 
Größe von A t hat, desto größer wird somit die Übereinstimmung zwischen 
der tatsächlichen und der fingierten geradlinigen, gleichförmigen Be- 
wegung für das betrachtete Stück der Bewegung. Man drückt diese 
Tatsache in der Sprache der Mathematik derart aus, daß man sagt, 
daß der richtige Wert der Momentangeschwindigkeit v durch den Grenz- 
wert, durch den Limes, dargestellt werde, dem sich der Differenzen- 
quotient AsjAi bei immer kleiner werdendem Ai nähert.'' Der rich- 
tige Wert von v ist, wie man auch sagt, gleich dem Werte, den der 
Quotient AsjAi annimmt, wenn Ai unendlich klein wird. Da un- 
endlich kleine Größen neben endlich großen ebenso vernachlässigt werden 
können, als ob sie Null wären, so drückt man dies auch durch die 
Formel aus j 

(3) « = Ii^I7- 

Besteht z. B. zwischen Weg und Zeit (so wie bei dem freien Fall) 
der durch die Erfahrung ermittelte Zusammenhang 

s^\gi^ , 

so findet man für die Momentangeschwindigkeit nach Gl. 3 

Man hat nun Ai immer kleiner werden zu lassen, bis es so klein ist. 



' Hierbei ist allerdings stillschweigend vorausgesetzt, daß ein solcher Grenz- 
wert überhaupt existiert, was, vom rein mathematischen Gesichtspunkte aus be- 
trachtet, keineswegs selbstverständlich w&re. Indessen muß man annehmen, daß 
8 immer eine stetige Funktion von t ist, weil man, wenn man Diskontinuitäten 
in der Bewegung für möglich hielte, zu der paradoxen Folgerung geführt würde, daß 
ein Körper von einer Stelle des Baumes zu einer anderen gelangen könnte, ohne 
einen Weg zwischen den beiden Stellen durchlaufen zu haben. Daß a aber nicht nur 
eine stetige, sondern immer auch eine differentiierbare Funktion von t ist, ist 
ein notwendiges Postulat, falls man nicht zur Vorstellung unendlich großer Kräfte 
geführt werden will. 

y 
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§ S. Die ungleichförmige geradlinige Betoegtmg. 19 

daß der zweite Summand in der geschlungenen Klammer neben dem 
ersten einfach verschwindet; dann wird 

v=:gt . 

Man nennt nun, wenn j/ = / (ir) eine beliebige Punktion der unab- 
hängigen Veränderlichen x ist, den Grenzwert, dem sich der Quotient 

fjx-^- Jx)-'f{x) ^ Jy_ 
Jx Ax 

mit immer kleiner werdendem /d x nähert, den Differentialquotienten 
von y nach x^ oder auch die Ableitung der Funktion j{x) und be- 
zeichnet ihn durch das Symbol ^. Es ist also bei der geradlinigen 

Bewegung die Momentangeschwindigkeit gleic^i dem Differential* 
quotienten des Weges nach der Zeit* oder 

Da sich die Eichtung der Sehne zwischen zwei Punkten einer Kurve 
mit abnehmender Distanz der beiden Punkte immer mehr der Bich- 
tong der Tangente an der betreffenden Stelle der Kurve nähert, so 
schließt die frühere Betrachtung in ihrer Anwendung auf eine krumm- 
linige Bewegung zugleich das wichtige Besultat in sich, daß die Bich- 
tnng der Momentangeschwindigkeit mit der Bichtung der 
Bahntangente zusammenfällt. 

Die von Newton aufgestellte Formel (4) reduziert das physi- 
kalische Problem der Bestimimung der Momentangeschwindigkeit bei 
gegebener Abhängigkeit der Bahn von der Zeit auf ein rein mathe- 
matisches Problem, auf ein Problem der Differentialrechnung. 
Denn ist — der Einfachheit halber soll zunächst nur eine geradlinige 
Bahn betrachtet werden — die Entfernung s von einem festen Punkte 
in ihrer Abhängigkeit von der Zeit gegeben, etwa in Form der Glei- 
chung s = / (0> so genügt es zur Bestimmung der Geschwindigkeit, 
die Funktion zu ermitteln, die die Eigenschaft hat, die Ableitung der 
Funktion f {i) darzustellen. Haben wir auf Grund eigenen mathe- 
matischen Wissens oder durch Nachschlagen in einem Lehrbuche der 
Mathematik festgestellt, welche diese Funktion ist, die f{i) genaimt 
werde, so können wir ohne weiteres behaupten, daß zu einer beliebigen 
Zeit ii der Massenpunkt die Geschwindigkeit /'(^) habe.^® 



* Dementsprechend nennt man die Größen da und dt Differentiale. Ist 6 
von t abhängig, so kann natürlich auch nicht mehr da von dt unabhängig sein. Zur 
Vermeidung von Unklarheiten empfiehlt es sich aber namentlich für den Anfänger, 
lieber von Differentialquotienten als von Differentialen zu sprechen. 

* Nbwton, der zugleich mit Lbibniz, doch unabhängig von ihm, die Diffe- 
rentialrechnung begründete (obwohl von ihren Methoden die Mathematiker schon 
früher oft (^brauch gemacht hatten), nannte den Differentialquotienten des Weges 
nach der Zeit die Fluzion des Weges. 

^* f d) ist der Wert, den die Funktion /' (t) annimmt, wenn t = ti wird. 

2* 
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20 Die Bewegung des freien maleriellen Punktee. 

Auch das umgekehrte Problem, die Berechnung der Bahn eines 
Körpers bei gegebener Abhängigkeit der Geschwindigkeit von der 
Zeit, wird durch die GL 4 auf ein rein mathematisches Problem 
zurückgeführt^ nämUch auf ein Problem der Bechnungsart, die der 
Differentialrechnung entgegengesetzt ist und die als Integralrechnung^^ 
bezeichnet wird. Ist also die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit 
bekannt, etwa durch die Gleichung v = (p {t), wobei zunächst wieder 
nur eine geradlinige Bewegung betrachtet werden soll, so erscheint 
dann das Problem der Ortsbestimmung auf das mathematische Pro- 
blem zurückgeführt, die Funktion (t) zu ermittehi, deren Ableitung 
die Funktion q){t) ist. Da aber zwei Funktionen, die sich voneinander 
nur durch eine additive Konstante unterscheiden, dieselbe Ab- 
leitung haben, so sind trotzdem unendlich viele Lösungen des 
physikaUschen Problems möglich. Es ist nämlich 

(5) s=0{t) + C, 

wobei C jeden behebigen Wert annehmen kann. Diese Willkür ver- 
schwindet erst, wenn der Aufenthaltsort des Körpers zu irgend einer 
bestimmten Zeit bekannt ist. Befindet sich der Körper etwa zur Zeit t^ 
in der Entfernung 8^ von dem Ursprünge, so kann man auf Grund dieser 
Tatsache mittels der Beziehung . 

der Gl. 5 die Form geben 

« - 5i = <P (t) — <P (<i) . 

Am zweckniäßigsten ist es, die Zeit von dem AugenbUcke an zu 
zählen, in dem der Körper den als Bahnursprung gewählten Ort ver- 
läßt; denn dann verschwindet die Konstante vöUig aus der Gl. 5, wo- 
feme für ^ = auch ö> (t) Null wird. 

War einmal das Problem der Momentangeschwindigkeit gelöst, so 
bereitete es der Physik weiter keine Schwierigkeit, auch die Momentan- 
beschleunigung bei einer ungleichförmig beschleunigten Bewegung 
in einen Zusammenhang mit Weg und Zeit zu bringen. Denn bei der 
gleichförmig beschleunigten Bewegung ist die konstante Beschleuni- 
gung durch die der Gl. 1 durchaus analoge Formel definiert 



(«) *='^' 



so daß also die konstante Beschleunigung numerisch gleich ist dem 
Geschwindigkeitszuwachs in der Zeiteinheit. Der Wert, der sich aus 
der Gl. 6 f ür b ergibt, ist bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung 
wieder unabhängig davon, welches und ein wie großes Stück der Be- 
wegung man betrachtet. 



^^ Die IntegTalrechnung ist zugleich mit der Differentialrechnung ausgebildet 
worden, und zwar als Calcnlus sununatorius hauptsädUidi durch Leibniz. 
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Bei der nngleichförmig beschleunigten Bewegung tritt an die 
Stelle der 61. 6 natürlich eine allgemeinere, und durch eine Über- 
legung, die durchaus derjenigen analog ist, die zu dem Ausdrucke für 
die Momentangeschwindigkeit führte, ergibt sich die Beziehung 

(7) Ä = limi-;-J|. 

Denn da nach dem zweiten Newton sehen Bewegungs^esetze Un- 
stetigkeiten der Geschwindigkeit nur' durch die Annahme unendlicher 
Kräfte erklärt werden könnten, müssen wir annehmen, daß die Ge« 
schwindigkeit eine stetige differentiierbare Funktion der 
Zeit sei. Ist nun /'(x) die Ableitung der Funktion y = f {x)y so nennt 
man in der Mathematik eine Funktion f'{x), die wiederum die Ab- 
leitung der Funktion f{x) darstellt, die zweite Ableitung von f (x) 
oder den zweiten Differentialquotienten von y nach x; man bezeichnet 

ihn mit -^ . Aus den Gl. 4 und 7 folgt also, daß bei einer geradlinigen 

Bewegung die Momentanbeschleunigung gleich ist dem zweiten 
Differentialquotienten des Weges nach der Zeit, oder daß 

Nachdem derart die Momentanbeschleunigung in eine Beziehung 
zu Weg und Zeit gebracht ist, läßt sich nun ohne weiteres auch ein 
exakter Ausdruck für das zweite Bewegungsgesetz in dessen 
Anwendung auf eine ungleichförmige, jedoch geradlinige Bewegung 
aufstellen. Da die Kraft dem Produkte aus der Masse und der Momentan- 
beschleunigung proportional ist, so kann sie einem Vielfachen aus 
diesem Produkte und aus einem Proportionalitätsfaktor gleich- 
gesetzt werden, dessen Größe nur von der Art des Kraftmaßes ab- 
hängt. Der Proportionahtätsfaktor wird Eins, fällt also einfach weg, 
wenn als Krafteinheit die Kraft definiert wird, die der Massen- 
einheit die Einheit der Beschleunigung erteilt. Setzt man nun im be- 
sonderen mit Bücksicht auf die Definition der Beschleunigung durch 
Gl. 6 die Beschleunigungseinheit gleich dem Quotienten aus der Ge- 
schwindigkeitseinheit und der Zeiteinheit und die Geschwindigkeits- 
einheit wiederum gemäß Gl. 1 "gleich dem Quotienten aus der Längen- 
und der Zeiteinheit^*, so kann man also, wenn man die Kraft mit K 



'^ Als Längeneinheit gilt in der theoretischen Physik das S^entimeter, d. i. der 
hundertste Teil eines in Sövres bei Baris aufbewa;hrten Normall&Dgemnaßes. Als 
Zeiteinheit gilt die Sekunde, d. i. der 24x60x60ste Teil des Stemtages. Als Ein- 
heit der Masse gilt das Gramm, d. i. der tausendste Teil einer in Sdvres aufbewahrten 
Normalmasse y die mit ziemlicher Genauigkeit gleich ist der Masse von 1 dm' Wasser 
bei 4^ C. Die Einheit der Kraft, die also einem Gramm eine Beschleunigung von 
der Größe der Beschleunigungseinheit erteilt, wird nach dem griecliischen Worte 
D3aiami8 (gleich Kraft) als Dyne bezeichnet. Da der Masse von 1 g das eigene Ge- 
wicht eine Beschleunigung erteilt, die nach Ablauf von 1 sec (seit Beginn der Kraft- 
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bezeichnete^, die Formel (8) ohne weiteres zu der Gleichung erweitem 

(9) ^='»-5?|- 

Auf Grund dieser Gleichung läßt sich bei gegebener Kraft diei Ab- 
hängigkeit der Bahn von der Zeit bestimmen, indem man die Gl. 9 
zweimal integriert, wobei jedoch zwei willkürliche Integrations- 
konstanten auftreten. Man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man 
etwa das Beispiel des vertikalen Wurfes nach aufwärts betrachtet. 
Hierfür lautet die Bewegungsgleichung, wenn s in der Aufwärtsrichtung 
positiv gerechnet wird, , 

Hieraus folgt durch einmalige Integration 

und durch abermalige Integration 

(10) s = -ist^ + Cii + Cj . 

Damit die beiden Integratioüskonstanten bekannt seien, müssen ent- 
weder für eine bestimmte Zeit Lage und Geschwindigkeit oder aber 
für zwei Zeiten die zugehörigen Werte von s gegeben sein. Wählt man 
als festen Punkt, von dem aus die Werte von 5 gemessen werden, den 
Punkt, in dem sich der Massenpunkt zur Zeit t = befindet, und nennt 
man die Geschwindigkeit, mit der er diesen Punkt verläßt, Vq (die sog. 
Anfangsgeschwindigkeit), so nimmt die Gl. 10 die einfachere Form an 

(11) s = -^gt^ + v^t . 



§ 4. Die rechtwinklige Auflösimg der knunmlinigen Bewegung. 
(Die Physik und die analytische Geometrie.) 

Das Problem der geradlinigen Bewegung ist, wie im vorhergegan- 
genen Abschnitte dargelegt wurde, vollkommen durch die Beziehung 
gelöst, daß in jedem Augenbhcke der Bewegung der zweite Differential- 
quotient der von einem festen Punkte aus gemessenen Entfernung nach 
der Zeit gleich ist dem Quotienten aus der augenblicklichen Größe der 
Kraft und aus der Masse des bewegten materiellen Punktes. Auf den 
einfacheren Fall der geradlinigen Bewegung, bei der sich der Ein- 



wirkung) eine Geschwindigkeit von 981 cm in der Sekunde herbeiführt, so ist die 
Dyne ungefiüir gleich einem Gewichte von 1,02 mg. Symbolisch schreibt man als 
Benennung von Geschwindigkeitegrößen gemäß Gl. 1 cm/sec oder omsec^. Man 
nennt dann den Ausdruck cmsec' die Dimension der Geschwindigkeit. In ana> 
loger Weise ergibt sich als Dimension der Beschleunigung cmsec' und als Dirnen* 
sion der Kraft gcmsec^. 

^* Häufig wird die Kraft auch mit dem Buchstaben P (als dem Anfangsbuch- 
staben des Wortes pondus, gleich Gewicht) bezeichnet. 
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flnß der Kraft nur in einer Änderung der Größe der Geschwindigkeit, 
nicht auch in einer Änderung der Eichtung äußert, konnte nun 
EuLBB den komplizierteren Fall einer ganz beliebigen krumm- 
linigen Bewegung zurückführen, indem er die Dynamik auf Grund 
des physikalischen Satzes vom Kräfteparallelogramm und des geo- 
metrischen Prinzipes vom Bewegungsparallelogramm mit der ana- 
lytischen Geometrie verknüpfte. 

Der Satz vom Kräfteparallelogramm zeigt, wie man nach Größe 
und Bichtung die Besultierende aus ;zwei in einem Funkte angreifenden 
Kräften bestimmen kann. Er ermöglicht aber auch die Lösung der um- 
gekehrten Aufgabe, die darin besteht, zwei Kräfte derart zu ermitteln, 
daß ihre Zusammensetzung nach dem Parallelogrammprinzip eine ge- 
gebene Kraft ergibt. Man bezeichnet diese der Kräftezusammensetzung 
entgegengesetzte Operation als die Zerlegung einer gegebenen 
Kraft in ihre Komponenten oder Teilkräfte. Da aber nun jede 
gegebene Strecke die Diagonale zu einer doppelt unendlichen Mannig- 
faltigkeit von Parallelogrammen darstellen kann (man kann nämlich 
jede der beiden aneinander stoßenden Parallelogrammseiten unabhängig 
von einander behebige Winkel mit der Diagonale bilden lassen), so ist 
die Aufgabe der Zerlegung einer Kraft in zwei Komponenten erst dann 
bestimmt, wenn entweder die Eichtung ipid die Größe einer der beiden 
Komponenten oder aber die Größen beider Komponenten oder schüeß- 
hch die Eichtungen der beiden Komponenten von vornherein fest- 
gelegt sind. 

Unter allen möghchen Arten der Zerlegung ist nun die am wich- 
tigsten, bei der die Eichtungen der beiden Komponenten miteinander 
einen rechten Winkel bilden.^ Denn da in diesem Falle die die 
G^amtkraft darstellende Strecke die Diagonale eines Eechteckes 
bildet, so gut für die rechtwinklige Zerlegung (aber auch nur für 
sie) die einfache Beziehung, daß die Komponente gleich ist der Ge- 
samtkraft, multipliziert mit dem Kosinus des Winkels, den die Eich- 
tung der Komponente mit der der Gesamtkraft einschUeßt. Die in eme 
bestimmte Eichtung fallende Komponente der orthogonal zerlegten Kraft, 
die man kurzweg als die Komponente der Kraft nach der betref- 
fenden Eichtung bezeichnet, wird also dargestellt durch die auf diese 
Eichtung bezogene Projektion der die Gesamtkraft repräsentierenden 
Strecke. 

Man kann nun, wenn man eine gegebene Kraft in zwei zu einander 
normale Komponenten zerlegt hat, eine der beiden Komponenten in 
einer Ebene, die auf der anderen Komponente senkrecht steht, aber- 
mals in zwei untereinander normale Subkomponenten spalten und 



^ Auch bei diesem Probleme ist noch immer eine einfach unendliche Mannig- 
faltigkeit von Lösungen möglich. Die Aufgabe wird erst dann bestimmt, weim die 
Richtung oder die Größe einer der beiden Komponenten gegeben ist. 
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somit im allgemeinen jede Kraft in drei zueinander senkrechte 
Komponenten zerlegen. Da bei der räumlichen orthogonalen Zer- 
legung die Gesamtkraft durch die körperhche Diagonale, die Teilkräfte 
aber durch die drei Kanten eines rechtwinkUgen Parallelepipeds 
dargestellt werden, so gilt auch für die räumhche ebenso wie für die 
ebene rechtwinkUge Zerlegung die einfache Beziehung, daß jede Kom- 
ponente gleich ist der Gesamtkraft, multipliziert mit dem Kosinus des 
Winkels, den ihre Bichtung mit der der Gesamtkraft bildet. 

Obwohl nun die analytische Geometrie schon in der Mitte des 
17. Jahrhunderts durch Dbbgabtbs' begründet worden war, verging 
doch merkwürdigerweise noch mehr als ein Jahrhundert*, bis auch die 
Physiker erkannten, wie großa Vorteile mit dieser neuen Methode ver- 
bunden sind. Zunächst einmal wird durch die analytische Methode 
auf eine höchst einfache Weise eine vollkommene Bestimmung einer 
Kraft nach Größe und Bichtung möglich. Denn Größe und Bich- 
tung sind vollkommen gegeben, sobald die Zahlenwerte der Kompo- 
nenten der Kraft nach den drei Koordinatenachsen bekannt sind. 
Bezeichnet man nämlich die Größen dieser Komponenten entsprechend 
den drei Koordinatenachsen* mit X, Y, Z, so ist, wie ohne weiteres 
die geometrische Betrachtung der die Gesamtkraft und die Teilkfäfte 
darstellenden Strecken zeigt, die Größe K der Gesamtkraft durch die 
Gleichung gegeben 



(1) K^ff^ + r^+ ZK 



'^ In dem 1637 veröffentlichten „Disconrs"'. 

^ Dies erklärt sich hauptsächlich daraus, daß sich Newton in seinen 1687 er- 
schienenen grundlegenden „Mathematischen Prinzipien der Naturlehre*' nach dem 
streng befolgten Vorbilde Euklids einer rein synthetischen Methode bediente. 

^ Bekanntlich sind zwei verschiedene Arten von räumlichen Koordinaten- 
systemen möglich, die man als englisches und französisches Koordinaten- 
system unterscheidet (da jenes früher hauptsächlich von englischen, dieses von 
französischen Physikern benutzt wurde). Von einem Punkte der positiven z- Achse 
aus betrachtet, erscheint eine Drehung, die auf kürzestem Wege von der positiven 
X-Achse zur positiven ^- Achse führt, bei einem englischen Systeme dem Uhrzeiger 
entgegengesetzt, bei einem französischen Systeme hingegen im Sinne des Uhr- 
zeigers zu verlaufen. Bei einem englischen Systeme haben die positiven x-, y- und 
s-Achsen zueinander dieselbe Richtung wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der 
rechten Hand, bei einem französischen Sjrsteme wie dieselben Finger der linken 
Hand. Bei einem englischen Systeme führt eine Drehung von der positiven x- Achse 
zur positiven ^- Achse in Verbindung mit einem Fortschreiten längs der 2- Achse in 
positiver Richtung zu einer Bewegung in einer rechtsgängigen Schraubenlinie, 
bei einem französischen Systeme hingegen zu einer Bewegung in einer linksgängigeu 
Schraube. Man spricht deshalb auch statt von englischem und französischem von 
einem Rechts- und einem Linkssystem. Jedes der beiden Systeme stellt das 
Spiegelbild des anderen dar und kann daher mit dem anderen nie zur Deckung 
gebracht werden. Für die Betrachtung elektromagnetischer Vorgänge ist das eng- 
lische Koordinatensystem vorteilhafter, weshalb es auch heute allgemein gebraucht 
wird. 
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während die drei Winkel a, ß und y, die die Eicbtung der Kraft mit 
den drei Koordinatenachsen bildet, durch die Gleichungen bestimmt sind 

X. Y ^Z 

(2) cos « = -g , cos /9 = -g- , cos y = ^ 

(wobei in diesen Gleichungen für K der aus der Gl. 1 sich ergebende 
Wert einzusetzen ist).^ 

Da also durch die Werte von X, Y und Z auch die Bichtung 
der Kraft /gegeben ist, so entfällt bei der Verwendung eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems die Notwendigkeit von Winkelangaben zur 
Bestimmung der Kraftrichtung. Es genügt die alleinige Angabe dei) 
Größen der drei Teilkräfte in den von vorneherein gegebenen Rich- 
tungen, um von der eigentUchen Kraft außer der Größe auch die Rich- 
tung zu wissen. Das schwierigere Problem der Bestimmung nach Größe 
and Bichtung erscheint dadurch auf das einfachere Problem der 
alleinigen Größenbestimmung zurückgeführt; allerdings sind 
an die Stelle des einen schwierigeren Problems drei einfachere getreten, 
die jedoch untereinander durchaus wesensgleich sind., 

Durch die analytische Methode erfährt auch das Problem der 
Kräftezusammensetzung eine große Vereinfachung; die Betrach- 
tung der die Kräfte darstellenden Strecken zeigt sogleich, daß die 
Znsauunensetzung zweier Kräfte mit den Komponenten X^, Y^, Z^ 
and X2, Y^y Zj eine Besultierende ergibt, deren Komponenten gleich 
sind Xi + Xj, Y^ + Y^, Z^+Z^. Die Besultierende aus p in 
einem Punkte angreifenden Kräften, deren Komponenten X^, Y^ Z, 
sind (i = 1 bis p) ist also, wenn die rechtwinkligen Komponenten der 
Besoltierenden mit B«., R^,, B, bezeichnet werden, analjrtisch durch die 
drei Gleichungen bestimmt 

(3) B^^ZX,, B^ = ZY,, B, = ZZ,. 

Hierdorch erscheint die Aufgabe der geometrischen Addition ver- 
schieden gerichteter Strecken auf das in vieler Hinsicht einfachere 
Problem der Aneinanderreihung gleichgerichteter Strecken und 
somit auf das Problem der arithmetischen Addition von Zahlen 
zurückgeführt. 

In einer ganz analogen Weise bietet nun die analytische Methode 
aach die MögUchkeit, das kompUziertere Problem der krummlinigen 
Belegung auf das einfachere der geradlinigen Bewegung zurück- 
zuführen. Denn nach dem Parallelogrammprinzip können wir 
ans auch die tatsächliche krummlinige Bewegung, die ein Massen- 
ponkt von einem Punkte P seiner Bahn aus bis zu einem beliebigen 



^ Von den drei Wmkeln a, ß, y sind natürlich nur zwei unabhängig variabel, 
v&ltrend der dritte mit den beiden anderen stets durch die aus der Geometrie bekannte 
Bezieiituig verknüpft ist 

cos* a -{- oos^ ß + cos* y = 1 . 
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anderen vollführt, in drei geradlinige, zu einander senkrechte 
Teilbewegungen aufgelöst denken^ die den drei Koordinatenachsen 
parallel verlaufen. 

Andererseits können wir nach dem Farallelogrammprinzip aber 
auch die Geschwindigkeit, die der Massenpunkt in dem Punkte P 
zur Zeit t^ hat, in drei Komponenten nach den Koordinatenachsen 
zerlegen, die mit r^^, tv, t\ bezeichnet werden mögen. Da die Momentan- 
geschwindigkeit nach § 8 stets die Eichtung des jeweiUgen Bahri^ 
elementes hat, so muß somit die Strecke, die nach Größe und Eich- 
tung die Momentangeschwindigkeit darstellt, mit den Koordinaten- 
achsen dieselben Winkel bilden wie das Bahnelement, dessen Pro- 
jektionen auf die drei Koordinatenachsen dx^ dy, dz sind. Es müssen 
also die Proportionen bestehen 

v^: V = dx : ds 
v^: V = dy i ds 
Vg : V = dz : ds. 

Da andererseits aber wegen der Kleinheit von d^ die Bewegung während 
des Zeitelementes dt als gleichförmig angesehen und infolgedesson ge- 
setzt werden kann 

da 
"""-dt^ 

so ergeben sich die Beziehungen 

/^\ dx dy dx 

Der Differentialquotient dx/dt ist aber nichts anderes als die Geschwin- 
digkeit, mit der die der o^Achse parallele Teilbewegung erfolgt, und 
man erkennt somit aus den Gl. 4, daß in jedem Augenblicke die Kom- 
ponenten der tatsächlichen Geschwindigkeit nach den drei Koordi- 
natenachsen gleich sind den Geschwindigkeiten der drei zueinander 
senkrechten Partialbewegungen, in die man sich die tatsächliche 
Bewegung aufgelöst denken kann. 

Sind nun v^,, r^, v, die Komponenten der Geschwindigkeit im 
Punkte P zur Zeit t^, so mögen die Komponenten der Geschwindigkeit 
zur Zeit t^^ At mit v^f, i\\ i\' bezeichnet werden. Die Strecke, die 
man zu der Strecke mit den Komponenten tv> ^v» ^*s geometrisch 
hinzuaddieren muß, um die Strecke mit den Komponenten vj, r/, vJ 
zu erhalten, stellt die in dem Zeitelement A i erfolgende Änderung 
der Geschwindigkeit dar, die also sowohl in einer Änderung des . 
Betrages als auch in einer Änderung der Eichtung der Geschwindig- 



• Diese nur „ün Geiste vorziinehmende'' Zerlegung (denn tateÄchlich führt 
der Massenipunkt ja nur eine Bewegung aus) bezeichnet Eulbb als „Resolutio 
motus''. Man beachte, daß im übrigen „Resolutio** nur die lateinische Übersetzung 
des griechischen Wortes „Analysis*' ist. 
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keit besteht. Vergrößert man die Strecke, die die in dem Zeitelemente A t 
erfolgende Oeschwindigkeitsänderung darstellt, nmi noch im Verhältnis 
A t:l (indem man nämlich durch A t dividiert) und läßt man überdies 
A t immer kleiner werden, so ergibt sich eine gerichtete Strecke, die 
nach Größe imd Richtung die auf die Zeiteinheit bezogene mom6ntane 
Geschwindigkeitsänderung, also die momentane Beschleunigung 
darstellt. Die Komponenten dieser Strecke b«, b^, bg müssen folglich 
gleich sein 



Ä, = lim 



usw., 



und somit ergeben sich die einfachen Beziehungen 



(5) 



^-^-dt^d^' 
^y di dt^ 



Es sind also auch in jedem Augenblicke die Komponenten der tatsäch- 
lichen Beschleunigung gleich den Beschleunigungen, die in demselben 
Augenblicke die drei zueinander senkrechten Partialbewegungen haben. 
Da nun nach dem zweiten NBWTONSchen Bewegungsgesetze 
die Beschleunigung stets dieselbe Sichtung wie die Kraft hat, so 
müssen die Proportionen erfüllt sein 

b^ib^XiK, 
byib^YiK, 
b,:b= Z:K. 

Weil aber andererseits nach dem zweiten Nbw'ton sehen Bewegungs- 
gesetze 

ißt, so ergeben sich als analytischer Ausdruck des zweiten Nbw- 
TONschen Bewegxingsgesetzes die sogenannten Bewegungsglei- 
chungen des freien materiellen Punktes in rechtwinkligen 
Koordinaten in der Form: 

d^x 

d^y 
d^ ' 



(6) 



X= m- 



r=wi- 



Z= m 



dt^ 



Wie diese Gleichungen zeigen, erscheint somit in der Tat durch die 
rechtwinklige Auflösung das Problem der krumnüinigen Bewegung 
zurückgeführt auf das einfachere Problem einer geradlinigen Be- 
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wegDng, für die die Richtung der Kraft stets mit der Richtung der Be- 
wegung zusammenfällt und für die eben die einfache 61. 9 des § 8 gilt. 

Zum Schlüsse möge noch der Fall betrachtet werden^ daß sich 
ein Massenpunkt unter der gleichzeitigen Einwirkung zweier 
Kräfte bewege, deren Komponenten Xj, Y^, Z^, bzw. Xg, Y^, Z^ seien. 
Betrachten wir einen behebigen Punkt der Bahn P (dessen Koordinaten 
^y y^y ^0 seien), so können wir dann die Bewegung, die der Massenpunkt 
von dem Punkte P der Bahn aus tatsächlich ausführt, nach dem 
Prinzipe des Bewegungsparallelogramms uns aus drei speziellen 
Bewegungen zusammengesetzt denken (deren jede wir natürlich 
wiederum in je drei zueinander senkrechte Partialbewegungen auflösen 
können). 

Die erste spezielle Bewegung sei so beschaffen, wie sie der Massen- 
punkt ausführen würde, wenn im Punkte P plötzhch die Einwirkung 
der beiden Kräfte aufhören und der MassenpunJit sich nur mehr infolge 
seines Beharrungsvermögens weiter bewegen würde, mit der Ge- 
schwindigkeit, die er zuletzt besaß, und in der Richtung, die er zuletzt 
inne hatte. Die Koordinaten des Punktes, den der Massenpunkt bei 
dieser speziellen Bewegung zu einer Zeit t passiere (die Zeit werde vom 
Augenblicke des Verlassens des Punktes P an gezählt), mögen mit 
^'y y\ ^' bezeichnet werden; dann ist es, da diese erste Spezialbewegung 
nach dem Beharrungsprinzip gleichförmig und geradlinig sein 
muß, klar, daß 

^^ dt" ^ d4» '^ di^ ~^^ 

ist. 

Die zweite und die dritte Spezialbewegung seien so beschaffen, wie 
sie der Massenpunkt ausführen würde, wenn er bis zu einem bestimmten 
AugenbUcke im Punkte P ruhen und dann erst plötzhch entweder die 
Einwirkung der ersten Kraft allein (ohne die zweite Kraft) oder aber 
der zweiten Kraft allein (ohne die erste) beginnen würde. Die Koordi- 
naten des Ortes, den bei einer dieser beiden Spezialbewegungen der 
Massenpunkt zur Zeit i nach dem Verlassen des Punktes P passieren 
würde, mögen mit Xj, y^, z^, bzw. mit rcg, j/^, z^ bezeichnet werden. 
Da nach dem Zusätze zum zweiten Newton sehen Bewegungsgesetze 
(f 2) die Wirkungen der beiden Kräfte von einander völlig 
unabhängig sein und durch einander nicht im mindesten beein- 
trächtigt werden sollen, so müssen bei der tatsächUchen Bewegung 
somit stets gleichzeitig beide Gleichungen erfüllt sein 

Andererseits ist nach dem Prinzipe des Bewegungspar^llelogrammes 
die x-Koordinate der Stelle, die der Massenpunkt zur Zeit i bei der 
tatsächlichen Bewegung passiert (vgl. Gl. 8) 
(9) a: - ar^ = (ar' - x^ + (x^- - x^) + (x, - x^) . 
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woraus zufolge der Eonstanz von Xq und der 61. 7 folgt 

Multipliziert man diese Gleichung mit der Masse, so findet man auf 
Grund der GL 8 

(10) J:, + I3 = m^. 

Zwei analoge Gleichungen gelten natürlich für die Komponenten nach 
der t/- und der j?- Richtung. 

Da sich die Gl. 10 ohne weiteres auch auf das Zusammenwirken 
von beliebig vielen in einem Punkte angreifenden Kräften ausdehnen 
läßt, so kann man diese Gleichung auch in der Form aussprechen, daß 
sich ein Massenpunkt, auf den gleichzeitig mehrere Kräfte ein- 
wirken, so bewegt, als ob auf ihn nur eine einzige Kraft wirken würde, 
die die Resultierende aller dieser Kräfte darstellt. » 



§ 6. Die natürlichen Bewegongsgleichungen. 

Wenn sich auch die rechtwinklige Auflösung der Bewegung durch 
besondere Einfachheit auszeichnet, so ist doch in manchen Fällen auch 
eine andere Art der Zerlegung vorteilhaft, die zu den sogenannten- 
natürlichen Bewegungsgleichungen führt. Ebenso wie die in 
dem vorigen Abschnitte abgeleiteten Gleichungen stammen auch die 
natürlichen Bewegungsgleichungen von Euler, der sich in seiner 1786 
erschienenen „Mechanik'' noch ausscMießlich ihrer bediente, bis er, 
durch das Beispiel Mao Laurins auf diesen Gedanken gebracht, in 
seiner 1768 veröffentlichten „Theorie der Bewegung starrer Körper*' 
systematisch die Dynamik mit der analytischen Geometrie des Baumes 
verknüpfte.^ 

Während die in dem vorigen Abschnitte dargelegte Methode das 
Problem der krummlinigen Bewegung auf das Problem dreier gerad- ' 
liniger Bewegungen reduziert, führt die Methode, deren Ergebnis die 
natürlichen Bewegungsgleichungen sind, die unregelmäßige krunrni- 
linige Bewegung einerseits auf die ungleichförmige geradlinige zurück, 
andererseits auf eine gleichförmige Kreisbewegung, also auf zwei 
Spezialfälle der Bewegung, bei denen sich entweder nur der absolute 
Betrag der Geschwindigkeit oder aber nur die Richtung, nicht aber 
beide zugleich, ändern. 

Das Problem der ungleichförmigen geradlinigen Bewegung ist durch 
die NBWTONSche Gleichung (Gl. 9 des § 8) gelöst; für die mit kon- 
stanter Geschwindigkeit erfolgende Kreisbewegung aber hat noch 
vor Newton zuerst Hüygbns* die Größe und Richtung der Beschleu- 



^ Vgl. des Verfassers „Gnmdgleichungen der Mechanik", Vorl. 7 u. 8. 
^ In dem „Horologium oscillatorium''. v 
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nigung ermittelt. Denn eine solche muß ja vorhanden sein, weil sonst der 

bewegte Körper nicht ständig von der geraden Bahn abweichen könnte. 

Um die Größe und die Bichtung der Beschleunigung bei einer 

beliebigen Kreisbewegung zu ermitteln, betrachtet man die Bewegung 

während zweier aufeinander folgender Zeit- 
elemente von der gleichen Größe A t, in 
denen der Massenpunkt auf dem Kreis- 
umfange nacheinander (Fig. 2) die beiden 
Bogenelemente AB und BB' zurücklege. 
Diese tatsächhche Bewegung kann man 
sich nun nach dem Prinzipe des Bewe- 
gungsparallelogramms in zwei zueinander 
senkrechte Teilbewegungen zerlegt 
denken, deren eine in der Eichtung der 
im Punkte A konstruierten Tangente 
verlaufe und deren andere, da sie zu jener 
normal sein soll, zum Kreismittelpunkte 
gerichtet sein muß. In gleicher Weise 
kann man auch die gesamte Beschleunigung 
^ in zwei Komponenten nach diesen beiden 

Richtungen zerlegen. 
Fig. 2. Die Tangentialkomponente der 

Beschleunigung, die mit bt bezeichnet 
werde, findet man zufolge der Definition der Beschleunigung (Gl. 6 
des § 8), indem man den Unterschied der Geschwindigkeit im zweiten 
und ersten Zeitelement bei der Tangentialkomponente der Geschwindig- 
keit bestimmt und diese Differenz noch durch A t dividiert. Es ist also 

Wenn nun der Winkel AOB mit 9?^ und der Winkel BOB' mit 9^2 bezeichnet 
wird (0 sei der Mittelpunkt des Kreises), so ist wegen der Kleinheit von J t 



' ■" IZ L TM' J 



Wenn nun At unendlich klein wird, so werden 4uch die Winkel f>2 '^d 
9)2 unendlich klein, und infolgedessen können dann die trigonometrischen 
Tangenten der Winkel durch die im Bogenmaße gemessenen Winkel 
selbst ersetzt werden.' Man findet dann 



(2) 



^-.^fol'^^)- 



Nun ist aber r . tp^ gleich dem Bogenelemente AB, und somit ist rtp^/dt 
die Geschwindigkeit der Kreisbewegung im ersten, Zeitelement, die mit 



^ Denn es ist lim tg g> 
^=0 



limsiny 
lim cos 9) 



1 
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t'i bezeichnet werde. r(p2/dt ist die Geschwindigkeit im zweiten Zeit- 
element, die Vj genannt werde. Der Wert, dem sich der Bruch in 61. 2 
nähert, wenn das Zeitelement immer kleiner wird, ist also nichts 
anderes als der Differentialquotient der Geschwindigkeit der Kreis- 
bewegung nach der Zeit; es ist 

(3) ^=|-;- 

Diese Beziehung gilt für jede beliebige ungleichförmige Kreis- 
bewegung. Ist im besonderen die Kreisbewegung gleichförmig, so 
daß also V2 = v^ ist, so wird natürlich b^ = 0, und es ist dann die Ge- 
samtbeschleunigung zum Kreismittelpunkte gerichtet. 

Um nun für eine beliebige Kreisbewegung die radiale Kom- 
ponente der Beschleunigung, die mit b^ bezeichnet werde, zu be- 
stimmen, geht man von der der Gl. 1 analogen Beziehung aus (Fig. 2) 



(4) 

Nun ist aber 


AB* = AJJ'2r, 



weil ^ ß die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks bildet, dessen Hypo- 
tenuse der Durchmesser und dessen anliegender Hypotenusenabschnitt 
AD ist. Somit ist 

Läßt man nun Ai unendlich klein werden, so kann man die Sehnen 
AB' und AB den Bogenelementen AB' und AB gleichsetzen. Es 
ist aber AB gleich v .dt und ebenso 

AB' = AB + fß' = vdt + {v + dv)dt. 

Infolgedessen nimmt die Gl. 5, da neben unendlich kleinen Größen 
unendlich kleine Größen höherer Ordnung verschwinden, die einfache 



Gestalt an 



I« 



(6) K=T 

Diese Größe stellt bei einer ganz beliebigen Kreisbewegung die radiale 
Komponente der Beschleunigung, bei einer gleichförmigen Kreis- 
bewegung aber die gesamte Beschleunigung dar, die in diesem Falle 
auch die Zentripetalbeschleunigung^ genannt wird.^ 



* Bezeichnet man die konstante ümlanfszeit mit T, so ergibt sich als anderer 
Ausdruck der Gl. 6 die Formel 

(6b) ^ = -^- 

^ Bei einer ganz beliebigen Kreisbewegung ist die gesamte Beschleunigung 
durch die beiden Komponenten &f und br stets vollständig bestimmt; denn die Be- 
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3*^ Die Bewegung des freien maUrieUen Punktes, 



Die 61. 8 und 6 behaltjen aber nun auch dann ihre Gültigkeit, wenn 
die ungleichförmige Bewegung nicht in einem Kreise, sondern in einer 
ganz beliebigen, im allgemeinen sogar in einer doppelt gekrümmten 
Kurve ^ erfolgt. Denn um die Beschleunigung zu bestimmen, genügt 
es stets, die Geschwindigkeitswerte in zwei aufeinander folgenden, ^eich 
großen Zeitelementen zu vergleichen, und hierzu reicht wiederum 
stets die Betrachtung eines Kurvenstückes aus, das, wenn das Zeit- 
element verschwindend klein wird, nur von drei benachbarten 
Punkten gebildet wird. Welcher Art nun aber auch immer die Bahn- 
kurve ist, so kann man doch nach einem bekannten Satze der Geo- 
metrie ein Kurvenstück, das nur drei benachbarte Punkte enthält, als 
Teil eines Kreises ansehen, den man den Krümmungskreis 
der Kurve an der betreffenden Stelle nennt und dessen Ebene man als 
die Schmiegungsebene' der betreffenden Stelle der Kurve be- 
zeichnet. 

Es müssen somit die Gl. S und 6 für eine ganz beliebige Be- 
wegung anwendbar sein, wofern nur an die Stelle des Kreiszentrums 
der Krümmungsmittelpunkt, an die Stelle der zentripetalen Bichtung 
die zum Krümmungsmittelpunkte weisende, die sogenannte Normal- 
richtung, an die Stelle des Kreisradius der Krümmungshalbmesser q 
und an die Stelle der Kreisebene die Schmiegungsebene gesetzt 
werden. 

Zerlegt man -also die wirkende Kraft in drei zueinander senkrechte 
Komponenten in den Bichtungen der Tangente, der Normalen 
und in einer zu diesen beiden und somit auch zur Schmiegungsebene 
senkrechten Bichtung, die man als die Binormale bezeichnet, und 
nennt man diese drei Komponenten^ der wirkenden Kraft K^, K^ und 
£», so läuten, da ja bei einer freien Bewegung die Kraft stets der Be- 
schleunigung proportional und mit ihr gleichgerichtet sein muß, die 
natürlichen Bewegungsgleichungen des freien materiellen 
Punktes: 



(7) 






l Z, = 0. 



schleunigung muß natürlich auch in der Ebene des Kreises liegen, weil ja sonst 
der bewegte Massenpunkt diese Ebene verlassen müßte. 

^ Eine Kurve heißt doppelt gekrümmt, wenn ihre Punkte nicht in einer Ebene 
liegen; ein einfaches Beispiel hierfür ist die Schraubenlinie. 

^ Oder Oskulationsebene. 

^ Das Aohsensystem, nach dem hier die Zerlegung vorgenommen wird, ändert 
also — und hierin liegt der Nachteil dieser Methode — von Stelle zu Stelle seine 
Orientierung im Räume. 
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§ 6. Die Bewegimgsgleioliimgen in ebenen Folarkoordinaten. 

Da die Physik häufig Bewegungen unter dem Einflüsse von Kräften 
zu betrachten hat, die nach einem festen Punkte gerichtet und 
überdies auch Funktionen der Entfernung von diesem festen 
Punkte sind, so ist es oft vorteilhaft, aiistatt mit rechtwinkligen mit 
Polarkoordinaten zu rechnen. Dies empfiehlt sich namentUch dann, 
wenn die Bewegung in einer einzigen Ebene verläuft, so daß die Ver- 
wendung ebener Polarkoordinaten genügt. Als solche wählt man die 
gewöhnlich mit r bezeichnete Entfernung von einem festen Punkte, 
dem sogenannten Pole, und den als Argument bezeichneten und ge- 
wöhnlich ip genannten^ Winkel, den der von dem Pole aus gezogene 
Fahrstrahl oder Badiusvektor mit einer Bis Polarachse an- 
genommenen festen Bichtung bildet. 

Die wirkende Kraft wird man bei der Benutzung eines ebenen 
Polarkoordinatensjstems natürlich derart in zwei zueinander senkrechte 
Komponenten zerlegen, daß deren eine die Bichtung des Fahrstrahles 
hat; hierdurch erreicht man es auch, daß in allen Fällen, in denen die 
Kraft stets zu dem Pole hin gerichtet ist, die zweite Komponente weg- 
ftUt. Die beiden Komponenten mögen K^ und K^ genannt werden; beide 
sollen dann positiv gezählt werden, wenn sie die Bichtung haben, in 
der die Werte von r bzw. von <p zunehmen, während sie im entgegen- 
gesetzten Falle mit negativem Vorzeichen gerechnet werden sollen. 

Die Auj^be der Aufstellung der Bewegungsgleichungen in ebenen 
Polarkoordinaten war, sobald einmal die Bewegungsgleichungen für 
rechtwinklige Koordinaten gewonnen waren, nur mehr eine Bechen- 
auf gäbe. Um sie zu lösen, vergleicht man zunächst das Polarkoordinaten- 
system mit einem rechtwinkligen, desseii Ursprung mit dem Pole und 
dessen x-kthse mit der Polarachse zusammenfalle und dessen t/- Achse 
so liege, daß man zu ihr von der a;- Achse auf kürzestem Wege' durch 
eine Drehung in der Bichtung gelange, in der das Argument (p zunimmt. 
Der Zusammenhang zwischen den beiden Arten von Koordinaten ist, 
wie ohne weiteres die geometrische Betrachtung zeigt, durch die ein- 
fachen Gleichungen dargestellt 

(1) « = r cos fla , 1/ = r sin 9? . 

Die Zerlegung der Kraft in die beiden Komponenten K^ und K^ 
kann nun nach dem Prinsnpe des Kräfteparallelogramms auch derart 
vorgenommen werden, daß zunächst die gesamte Kraft in zwei Kom- 
ponenten nach den rechtwinkligen Koordinatenachsen, in X und Y 
zerlegt und jede dieser beiden Teilkräfte dann abermals in je zwei zu- 



^ Bisweilen auch mit & bezeichnet. 

* Man kann n&mUch die a^Achse in die Lage der y-Achae durch eine Drehung 
um 90* oder durch eine solche um 270* überfühi^n (schließlich auch durch Drehtmgen 
vm 360* + 90* usf.). Die Drehung um 90* ist die kürzeste. 

Haas, Xlnf fUiniot In die tbeor. Pliyilk. 8 
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(2) 



einander senkrechte Komponenten gespalten wird, deren eine die Bich- 
tung von r habe. Auch hier sind wieder die Komponenten positiv oder 
negativ zu zählen, je nachdem sie die Bichtung haben, in der r bzw. ip 
zmiimmt oder abnimmt. 

Die^ gesamte Kraft erscheint derart in vier Komponenten zerlegt, 
die mit Xr, X^, Y,., Y^ bezeichnet werden mögen mid die in Kg. S 
durch die Strecken AB\ AB'\ AC\ AC" dargestellt sind.« Wie die 
geometrische Anschauung zeigt, bestehen dann folgende Beziehungen: 

Xf=i X cos (p f 

Xy = — X sin 9> , 

Y^ = Y 008 (90« - 9>) « Y sin 9, 

Y^ = Y sin (90 ^ ?0 = Y 008 9 . 

Von diesen vier Teilkräften kann man nun je zwei, die die gleiche 
Bichtung haben, wieder zusammenfügen und erhält somit als Bestand- 
teile der gesamten Kraft 
I zwei Teilkräfte, eine in 

der Bichtung des wachsen- 
den r und eine hierzu 
senkrechte in der Bich- 
tung des sninehmenden 
Argumentes (p. Da aber 
eine Zerlegung einer ge- 
gebenen Kraft in zwei 
Komponenten nach ger 
gebenen Bichtungen nur 
auf eine einzige Art mög- 
lich ist, 80 müssen die 
beiden Kräfte, die man 
durch Zusammenfügung 
von Xf, und Y,. bzw. von 
X^ und Y^ erhält, iden- 
tisch sein mit den Kräften 
Kr und K . Es ist also 




Fig. 8. 



(3) 



Kr = Xr+ Yr=^ XcoBf + YBimp, 
K^ = X^+Y^ = -XBm(p+YQOS<p . 



Bezeichnet man die beiden Komponenten der Gesamtbeschleunigung, 
die dieselbe Bichtung haben wie Kr und K^ mit br und b^, so ergeben 
sich also die Beziehungen: 



' Die Strecke, die die Gesamtkraft darstellt, ist der besseren Übernoht wegen 
in Fig. 3 weggelassen. Die Komponenten X und Y sind durch die Strecken AB und 
AC dargestellt. 
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§ 7. Die Äbieihmg des Newionschen GravUaiionsprinxipea fAsw, 35 
f *'" -5irC08 9 + -^8m9, 

Um diese Gleichungen ganz in Polarkoordinaten ausdrücken zu 
können, um also aus ihnen x und y zu eliminieren, ist es nur erforder- 
lich, die 61. 1 zweimal nach der Zeit zu differentiieren. Man erhält 
durch einmalige Differentiation nach den bekannten Begeln der Infini- 
tesimalrechnung 

V i dx dr . dof 

^^^ \ dy dr . . , dg, 

somit durch abenoalige Differentiation 

(6) 



d^r ^ n dr * dqt ldq>\^ .• d^q> 

^-^cos9P-2^smy^-rcosy(^j -rsiny-j^, 



di^ ~ d^ 



jrSm9P + 2^cos9)^-rsmy^^J +rcos(p-jj^' 



Durch Einsetzen dieser Werte in die 61. 4 ergeben sich die zuerst 
von EuLBB abgeleiteten Bewegungsgleichungen des freien materiellen 
Punktes in ebenen Polarkoordinaten: 

, Kr d^r (d(p\^ 
> fn ^ dt dt ^^ di^ 



§ 7. Bie Ableitung des ITEWTOinoheii Gravitatlonsprlnzipes aus den 
Keples sehen Gesetzen der Planetenbeweg^uig. 

Für die außerordentliche Fruchtbarkeit seiner mechanischen Prin- 
zipe hat bereits Newton selbst das großartigste Beispiel gegeben, 
indem er mit ihrer Hilfe aus den 6esetzen, die den Verlauf der Pla- 
netenbewegungen beschreiben, das 6esetz der universellen 
öravitation erschloß. Newton bediente sich bei dieser Ableitung 
einer streng synthetisch-geometrischen, heute uns nicht mehr gewohnten 
Methode; im folgenden soll darum die Ableitung in analytischer Form, 
in der sie zuerst Laplaob brachte, wiedergegeben werden. Sie soll 
zugleich der Erläuterung der Bewegungsgleichungen des freien mate-* 
rielten Punktes dienen, die ja ihrerseits nur einen anderen, einen ana- 
lytischen Ausdruck für das zweite Newton sehe Bewegungsgesetz dar- 
stellen und gleich diesem bei gegebenem Verlaufe der Bewegung die 
Bestimmung der Kraft und umgekehrt bei gegebener Kraft die Er- 
mittlung der Bewegung ermöglichen. 

Die 6esetze, die den Verlauf der Planetenbewegungen beschreiben, 
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86 Die Bewegung des freien maierieUen Punktes. 

sind als die KBPLEBSchen Gesetze bekannt. Nachdem bereits 
CoPBRNious nachgewiesen hatte, welch ungeheure Yereinfa<;hung 
die theoretische Astronomie erfährt» wenn man statt der Bewegungen 
der Planeten um die Erde (wie man es bis dahin getan) ihre Bewegungen 
um die Sonne untersucht, gelang es Kbplbb, die dem Copernica- 
nischen Systeme noch fehlende Übereinstimmung zwischen der 
Theorie und der Beobachtung h^beizuführen. Er erreichte, dies da- 
durch, daß er die alte Annahme fallen ließ, wonach die Planetenbewegun- 
gen nur durch kreisförmige Bewegungen oder durch deren Kombi- 
nation erklärt werden können.^ Die Unvollkommenheiten der coper- 
nicanischen Theorie verschwanden völlig, als Kbplbb die Bahnen der 
Planeten als Ellipsen ansah, in deren einem Brennpunkte sich die 

Sonne befindet. Ist durch dieses Gesetz 
die Form der Bahn eines jeden Planeten 
bestimmt, so erscheint der Zusammen- 
hang zwischen Weg und Zeit durch ein 
zweites Gesetz Kbplbbs gegeben, das die 
jeweilige Bahngeschwindigkeit eines 
Planeten in eine Beziehung zu der wäh- 
rend der Bewegung variierenden Entfernung 
von der Sonne bringt. Dieses Gesetz (das 
schon vor Kbplbb in dem astronomischen 
Systeme Ttohos eine große Bolle gespielt 
hatte) lehrt nämlich, daß die Eadienvektoren, die man von der 
Sonne zu einem Planeten zieht, stets in gleichen Zeiten gleiche 
Flächen durchstreichen (Fig. 4).^ 

Durch diese beiden Gesetze ist die Bewegung jedes Planeten be- 
stimmt, und es muß daher nach dem zweiten Newton sehen Bewegungs- 
gesetze möglich sein, auf Grund der ersten zwei* KEPLSBSchen Gesetze 
für jeden Planeten die Größe und Eichtung der auf ihn wirkenden Kraft 
zu bestimmen. Den Ausdruck, den man derart erhält, kann man aber 
nun noch durch Eliminierung der für den betreffenden Planeten charak- 
teristischen individuellen Konstanten auf eine einfachere und all- 
gemeinere Form bringen, wenn man auch das dritte Gesetz berück- 
sichtigt, das Kbplbb den beiden früheren noch nachträglich hinzu- 
iügte. Während die ersten zwei Gesetze sich auf die Bewegung eines 




' Vgl. diesbezüglioh und wegen des Folgenden des Yerfaesers „Grandgleichungeii 
der Mechanik", Vorl. 9 und 10. 

' Je weiter also der Planet in seiner Bahn von der Sonne entfernt ist, desto 
langsamer muß er sich bewegen, und umgekehrt, so daß also die Bewegung eines 
Planeten stets am raschesten im sog. Perihel und am langsamsten im sqg. Aphel 
erfolgt. 

* Mit Absidit ist hier nicht zwischen einem „ersten*' und ,^weiten" KsPLBa- 
•chen Gesetze unterschieden, da die diesbeztiglich gebrauchten Numeriertingea olt 
einander entgegengesetzt sind. 
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§ 7. Die Ahleitung des Newtonsohm Ofwriiation«prinx4pe$ tuw. 87 

einzehien PlAneten beziehen, stellt das dritte Gesetz einen Zusammen-» 
bang zwischen den verschiedenen Planetenbahnen her, indem es die 
Entfenrangen der verschiedenen Planeten von der Sonne in Beziehung 
sa ihren ümlau&zeiten bringt. Die Quadrate der Umlaufszeiten 
der verschiedenen Planeten verhalten sich nämlich nach dem dritten 
EspiiBBSchen Gesetze zueinander wie die Kuben tler großen Achsen 
der einzelnen Planetenbahnen. 

Um nun auf analytischem Wege aus den EsPLBBSchen Gesetzen 
das Gravitationsprinzip abzuleiten, empfiehlt es sich, weil ja 
in den EBPLBBSchen Gesetzen ohnedies von Eadienvektoren die Bede 
ist, Polarkoordinaten zu gebrauchen. Da die Bewegung jedes Pla- 
neten in einer Ebene, nämlich der der EUipse, stattfindet, so genügt 
die Verwendung ebener Polarkoordinatei>, weshalb von den 61. 7 des 
§ 6 ausgegangen werden kann.^ Das Koordinatensystem wird dabei 
zweekmäJBig so gelegt, daß der Pol in den Mittelpunkt der Sonne fällt 
and die Polarachse durch die große Achse der elliptischen Bahn des 
Planeten gebildet wird, dessen Bewegung untersucht werden soll. Be- 
zeichnet man die halbe große Achse der betrachteten Bahn mit a, die 
balbe kleine mit b und die Exzentrizität mit e, so lautet die Gleichung 
der Bahn in Polarkoordinaten 

tu *■ * 

(1) ^ « — ; • 

Da die in dem Zeitelemente dt zurückgelegte Fläche durch die 
Oröfie lT^dq> gegeben ist, so kann man, wenn man die konstante 
Fläohengeschwindigkeit (die also numerisch der in der Zeiteinheit 
▼om Badiusvektor durohstrichenen Fläche gleich ist) mit 0/2 bezeichnet, 
das EsPLBBSche Flächengesetz analytisch durch die Formel darstellen 

(2) ^'S"=^- 

Dorch Differentiation ergibt sich hieraus die Gleichung 
(8) 2r^^+rt^-0. 



dt dt ^ d^ 



* Denn auch das Problem der Bewegung eines einzelnen Planeten ist eine Auf- 
gabe der Dynamik einzelner freier materieller Punkte, solange nicht die Wirkungen 
dar einzelnen Planeten aufeinander (die sog. Störungen) berücksichtigt werden und 
■(dttoge man sich das Koordinatensystem mit der Sonne verbunden denkt. Die eigenen 
Botftäonsbewegungen der Planeten bleiben auf ihre Translationen ohne Einfluß, und 
^^ nm der räumlichen Ausdehnung der Planeten kann abgesehen werden, da sie 
Uein ist gegenüber der Entfernung von der Sonne. 

^ Diese bekannte Gleichung Iftßt sich ohne weiteres aus der Tatsache ableiten» 
M die Summe der Entfernungen eines Punktes der Ellipeenperipfaerie von den 
Uden Brennpunkten immer gleich sein muß der großen Achse, also 2 a. Nun ist 
4 |i Batfenwm g von dem als Pol gewählten Brennpunkte r, die von dem anderen 
Vi*+4e* + 4«rooffy, wobei wieder e gleich ist Va* - b* . Es ist also 

^ r* + 4 e* + 4 e f 008 9? «= 4 a* + r* - 4 of , 
*nai dme weiteres die Gl. 1 folgt. 
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Ein Vergleich dieser Formel mit den Bewegungsgleichungen in Polar- 
koordinaten (61. 7 des § 6) zeigt aber sofort, daß die Komponente h^ 
der Gesamtbeschleunigung stets verschwinden, daß also die Gesamt- 
beschleumgung des Planeten stets zu dem Pole, in dem betrachteten 
Falle also zur Sonne gerichtet sein muß. 

Um nun die Größe der Gesamtbeschleunigung zu finden, die in 
dem betrachteten Falle mit der Komponente h^ identisch ist, ist es nur 
notwendig, in der ersten der beiden Gl. 7 des § 6 für r den Wert aus 
der Ellipsengleichung (Formel 1 des § 7) einzusetzen. Hierzu maß 
man die Ellipsengleichung zweimal nach der Zeit differentüeren. Man 
findet 

dr b* . dg» r* . dw 

dt {a-hecoeqp)* ^ dt b* ^ dt 

oder unter Benutzung der Gl. 2 

iA\ dr Ce . 

Durch abermalige Differentiation folgt 

/Kx d^r Ce da C*e 

Für die Beschleunigung ergibt sich somit durch Einsetzen dieses Wertes 
in die Gl. 7 des § 6 die Formel 

(unter Berücksichtigung von Gl. 2) oder, wenn man C^lr^ heraushebt 
und dann für 1/r den Wert einsetzt, der sich aus der Ellipsengleichiing 
ergibt, 

iß\ X C)*( e 1 \ a 0* 

(6) *r = TT^-ftTCos?)--;:) - --ji-r- 

Um nun auch das dritte KBPLBBSche Gesetz verwerten zu können, 
soll in diese Formel noch die Umlaufszeit eingeführt werden, was am 
einfachsten mittels der Belation geschieht, daß der gesamte Flächen- 
inhalt der Ellipse gleich sein muß dem Produkte aus der konstanten 
Flächengeschwindigkeit und der Umlaufszeit, daß also 

(7) abn^-^T. 
Die Gl. 6 nimmt dann die Form an 

(8) K — ^- 

Bezeichnet man also das nach dem dritten KEPLBBSchen Gesetze für 
alle Planeten gleiche Verhältnis von o^ zu T* mit C (welche Konstante 
in keinem Zusammenhange mit den besonderen Eigenschaften eines 
einzelnen Planeten steht), so ergibt sich die einfache Beziehung 



Digitized by 



Google 
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Somit erscheint aus den EBPLBBSchen Gesetzen auf rein mathe- 
matischem Wege das wichtige Besoltat deduziert, daß die Be- 
schlennignng jedes Planeten stets gegen die Sonne gerichtet und 
von allen individuellen Eigenschaften des Planeten völlig unabhängig, 
vielmehr nur eine Funktion der Entfernung von der Sonne 
und dieser Entfernung im umgekehrt quadratischen Verhältnis 
proportional ist. 

Dieselben Gesetze, die für die Bewegung der Planeten um die 
Sonne gelten, fand aber nun Nbwton auch für die Bewegung der Tra- 
banten des Jupiter und des Saturn um diese Sterne gültig; er konnte 
femer zeigidn, daß auch die Bewegung des Mondes um die Erde 
durch die irdische Schwere erklärt werden könne, wenn man 
Annimmt, daß diese im umgekehrt quadratischen Verhältnis der Ent- 
fernung von dem Erdmittelpunkte abmmmt.* Newton hielt somit den 
Schluß für gerechtfertigt, daß^ die ErS^, die die Sonne auf die Pla- 
neta[i» die der Jupiter und der Saturn auf ihre Trabanten, die die Erde 
mal den Mond und auf die schweren Körper auf ihrer Oberfläche aus- 
übt, untereinander durchaus wesensgleich sind, daß sie alle nur Spezial- 
fiLDe einer universellen Gravitation darstellen, die von jedem be- 
liebigen Körper des Weltalls auf jeden-behebigen anderen ausgeübt wird. 

Da die Konstante C* keine Größe enthält, die mit individuellen 
Eigenschaften eines Planeten irgendwie zusammenhängt, so folgt aus 
OL 9, daß die Beschleunigung, die die Sonne un einem Planeten 
hervorbringt, von der Masse dieses Planeten völlig unabhängig ist; ebenso 
seigen die Erscheinungen der irdischen Schwere, daß auch die Beschleu- 
nigung des freien Falles für alle Körper gleich groß und von deren Masse 
unabhängig ist. Wenn aber ganz allgemein die Beschleunigung, die 
ein Körper A von der Masse t?^ infolge einer auf ihn ausgeübten Gravi- 
tationswirkung empfängt, von seiner eigenen Masse unabhängig 
ist, daim kann die Anziehungskraft, die auf den Körper A ein zweiter 
Körper B in der Entfernung r ausübt, nur von der Form sein 

(10) jT.üili, 

wobei Yi sowohl von mj als auch von r unabhängig sein muß. 

Aus dem bekannten dritten Nbwton sehen Bewegungsaxiom (von 
dem in § 13 ausführlicher die Bede sein wird) folgt aber nun, daß mit 
der Kraft, die infolge der allgemeinen Massenanziehung der Körper B 
auf den Körper A ausübt, stets eine gleich große entgegengesetzte Kraft 



' Deim tireim dies der Fall ist, so muß die Beschleunigung, die diese Kraft in 
der Eatfemung des Mondes hervorbringt, 60*mal kleiner sein als die Beschleunigung 
auf der Erdoberfläche, weil ja die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde 
<K) Etdradien betrftgt. In der Tat fand Nbwton, daß die auf Grund der Hutqbns- 
aebfitk Satze über die Zenlnpetalbeschleimigung berechnete BeEchleunignng des Mondes 
fs^Bii die Erde 3600mal kleiner ist als die BesohlemuguDg des freien Falles. 
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verbunden sein muß, die auf den Körper B der Körper A aosabt. Bs 
muß also auch, wenn man die Masse des Körpers B mit m,. bezeichnet, 
die Beziehung erfüllt sein 

(11) K^^, 

wobei wieder y^ von m, und r unabhängig sein muß.'' Die beiden 61. 10 
und 11 können nur dann gleichzeitig erfüllt sein, wenn die Kraft (der 
man, da si^ r zu verringern sucht, passend ein n^tives Vorzeichen 
gibt) 

(12) jC«_x2!!l5! 

ist, wobei x eine von beiden Massen und von r sowie überhaupt von 
allen individuellen Eigenschaften der beiden Körper unabhängige uni- 
verselle Konstante darstellt, die man die Gravitationskonstante, 
nennt; ihr Wert« beträgt 6,66.10-« g-icm»sec-^ Durch die GL 12 
ist das NBWTONsche Gravitationegesetz ausgedrückt, demzufolge 
zwei beliebigei Körper einander stets mit einer Kraft anziehen, die dem 
Produkte ikrer Massen direkt und dem Quadrate ihrer Entfernung um- 
gekehrt proportional ist. Diese Form des Gravitationsgesetzes entspricht 
auch ganz der Auffassung, daß die gegenseitige Anziehung zweier Körper 
daher rührt, daß jeder einzelne Materieteil in dem einen Körper 
gegen jeden einzehien Matdrieteil in dem zweiten Körper gravitiert* 
und umgekehrt, so daß also dann natürlich infolge der Identität der 
gravitierenden mit der trägen Masse die gesamte Attraktion jeder 
der beiden Körpermassen proportional sein muß.^^ 

§ 8. Fl&chengeschwindigkeit und statisohet Xoment 

Die Betrachtungen über die Planetenbew^pmgen haben, wie in 
dem vorhergegangenen Abschnitte gezeigt wurde, bereits Keplbb zu 
dem wichtigen Begriffe der Flächengeschwindigkeit geführt, und 
ebenso wie dieser Begriff dem der linearen Geschwindigkeit verwandt 
ist, so hat dann auch Nbwton in Erweiterung des KsPLBBSchen Ge- 
setzes den allgemeinen, dem Beharrungsprinzipe analogen Satz 
gefunden, daß die Bewegung jedes Körpers, auf den eine stets nach 



' Da y^ noch unbestimmt gelassen ist, braucht das Vorzeichen nicht berück- 
sichtigt zn werden. 

* In exakter Weise wurde der Wert der Gravitationskonstante zuerst 179B 
von Cavbkdish mittels der Drehwage bestimmt. 

* Diese Auffassung steht, wie^bereits Nbwtok zeigte, nicht in Widerspruch mit 
der Annahme, daß die von der Eide ausgeübte Kraft von ihrem Mittelpimkte aas* 
geht. Denn die von einer Kugel auf einen außerhalb liegenden Punkt ausgeübt» 
Attraktion ist, wie bereits Newton bewies, ebenso groß, wie wenn die ganze Maos» 
der Kugel in ihrem Zentrum vereinigt w&re. ' 

^ Bei Newton: Gravitatem in oorpora universa fieri, eamque ptoportionaleiD 
esse quantitati materiae in singuüs. 
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dem&elben Funkte gerichtete Kraft wirkt, in einer und der- 
selben Ebene beharrt und ihre Flftchengesohwindigkeit nicht 
ändert. 

Um diesen Satz analytisch zu beweisen (der von Newton selbst 
gegebene Beweis ist uns heute wegen der hierbei befolgten synthe- 
tischen Methode zu ungewohnt), denken wir uns den festen Punkt, 
nach dem die Kraft stets gerichtet bleibt, als Koordinatenursprung, 
80 daB zwischen den Komponenten der Kraft X, Y, Z und den Ko- 
ordinaten des bewegten Massenpunktes stets die Proportion erfüllt ist 

(1) X:Y:Z^x:y:z . 

Andererseits denken wir uns den Sektor, der in dem Zeitelemente dt 
beschrieben wird, auf die drei Koordinatenebenen projiziert. 
Die Quotienten aus den Größen dieser projizierten Flächen und aus 
dem Zeitelemente können wir als die Projektionen der Flächengeschwin- 
digkeit auf die drei Koordinatenebenen ansehen. Die weitere Aufgabe 
wird dann darin bestehen, diese Projektionen der Flächengeschwindig- 
keit durch die rechtwinkligen Koordinaten auszudrücken, die derart 
eifaaUenen Ausdrücke für die Projektionen der Flächengeschwindigkeit 
nach der Zeit zu differentiieren und zu zeigen, daß diese drei Differen- 
tialquotienten, die also als die Flächenbeschleunigungen in den 
drei Koordinatenebenen bezeichnet werd^i können, sämtlich vet- 
scdiwinden, wenn die Proportion der 61. 1 erfüllt ist. Ist dies der Fall, 
80 kann natürlich die Flächengeschwindigkeit weder ihre Ebene noch 
ihren absoluten Betrag ändern. Verschwinden hingegen die Differential- 
quotienten der Komponenten der Flächengeschwindigkeit nicht, so wird 
die weitere Au^be entstehen, eine dem zweiten NBwroMschen Be- 
wegungsgesetze analoge Beziehung zwischen der Flächenbeschleunigung 
und einer mit der wirkenden Kraft zusammenhängenden Größe auf- 
zusuchen. 

Der Eii)|achbfiit halber v^ge zunächs t eine ebene Bewegung be- 
trachtet werden, derenlEBeneals x-y-Ebene gewählt werde. Für die 
Flächengeschwindigkeit einer solchen Bewegung ist • bereits in § 7 als 
Ausdruck in Polarkoordinaten die Größe } r' . dq>/dt gefunden worden. 
um nun die Flächengeschwindigkeit ^urch x und y auszudrücken, gehen 
wir von den Gl. 6 des § 6 aus; wir multiplizieren die obere mit y, die 
imtere mit x und ziehen dann die obere Gleichung von der unteren ab; 
wir finden derart (bei Benutzung der Gl. 1 des § 6) 

dp dx mda 
dt ^ dt ^ dt* 

80 daß abö die Flächengeschwindigkeit, deren doppelter Wert mit q> 
bezeidbnet werde, in rechtwinkligen Koordinaten durch die Formel ge- 
ist 



mdv dx 



dt ^ dt 

Digitized by VrrOOQlC 



42 Die Bewegung des freien materiellen Punktes. 



Durch Differentiation dieser Gleichung nach der Zeit ergibt sich die 

Beziehung 

fQ\ da dx dy tPy dy dx d^x 

^"^^ ir^di'dt-^ '-W^dt'dt^y-dF' 

oder, wenn die Gleichung noch mit der Masse des bewegten Körpers 
multipliziert wird, 

(4) m^^Yx^Xy. 

Der Ausdruck, der auf der rechten Seite dieser Gleichung erscheint, 
setzt sich aus zwei Größen zusanmien, deren jede wieder das Produkt 
aus einer Kraft und dem senkrechten Abstände ihrer Bichtung von dem 
Koordinatenursprung darstellt. Auf die Bedeutung solcher Produkte 
sind die Physiker schon früh bei der Untersuchung des Gleichgewichtes 
am schiefen Hebel aufmerksam geworden. Denn schon Heron von 
Alexandria, später Leonardo da Yinoi und schließlich Ubaldi^ haben 
erkannt, daß das archimedische Prinzip, demzufolge am gerad- 
linigen, horizontalen Hebel Gleichgewicht besteht, wenn beiderseits 
das Produkt aus Gewicht und Hebelarm gleich ist, auf ganz beliebige 
Verhältnisse ausgedehnt werden kann. EQerzu ist es, wie sie erkannten, 
nur notwendig, daß an Stelle des tatsächlichen, des reellen Hebelarmes 
der sogenannte potentielle betrachtet wird, unter dem man das von 
dem festen Funkte des Hebels auf die Bichtung der Kraft gefällte Lot 
versteht. Das Produkt aus einer Kraft und dem Lote, das man von 
einem Punkte auf ihre Bichtung fällt, nennt man nun das statische 
Moment der Kraft in bezug auf den Punkt. 

Es ist also Xy nichts anderes als das statische Moment der X-Kom- 
ponente, Yx nichts anderes als das statische Moment der Y-Komponente 
der Kraft in bezug auf den Koordinatenursprung. Es läßt sich aber 
nun leicht zeigen, daß in dem Falle, wo die Bichtung der Kraft in der 
x-y-Ebene hegt, was ja vorausgesetzt wurde, die rechte Seite der Gl, 4 
das Moment der ganzen Kraft in bezug auf den Koordinaten« 
Ursprung bedeutet. Denn stellt in Fig. 6 die Strecke AB nach Größe 
und Bichtung die im Punkte A mit den Koordinaten x, y angreifende 
Kraft dar, so muß das statische Moment der Kraft in bezug auf den 
Koordinatenursprung durch das Produkt aus der Strecke AB und der 
Höhe des Dreieckes OAB, somit also durch den doppelten Flächen- 
inhalt des Dreieckes OAB gegeben sein. Nun ist aber 

OAB = OEB ~ OCA - AGB - ACEG 
oder 

OAB^\{X + x){Y + y)--\xy^\XY^Xy . 

FolgUch ist also der numerisch dem statischen Momente der Kraft 



^ Vgl« des Verfaasefs „GnmdgleiohuDgen der Mechanik*'» !• VorU 
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^y, 



gleiche doppelte Flächeninhalt des Dreieckes OAB gleich Yx 
was zu beweisen war. 

In Fig. 5 wurde der besondere Fall betrachtet, daß die Strecke A B 
mit der x- Achse einen größeren Winkel bildet als die Strecke OA; 
loan überzeugt sich leicht davon, daß, wenn das Umgekehrte der Fall 
ist, dieselbe Betrachtung, wie sie eben durchgeführt wurde, für den 
Flächeninhalt den Ausdruck ergibt 

iOAB^Xy-Yx . 

Wenn keine besondere Aimahme darüber vorUegt, ob die Bichtung der 
Kraft oder aber die Verbindungsstrecke ihres Angriffspunktes mit dem 
Koordinatenursprung den größeren Winkel mit der x-Achse bildet, ist 
es jedenfalls ganz willkürlich, ob man das Moment der Kraft durch 
den Ausdruck Yx—Xy oder aber durch den Ausdruck Xy^Yx 
darstellt; denn beide Aus- 
drücke unterscheiden sich ja 
nur durch das Vorzeichen.* 
Entscheidet man sich für die 
erste Schreibweise, so wird 
das Moment immer dann posi- 
tiv sein, wenn die Kraft mit 
der d> Achse einen größeren 
Winkel bildet als der zum 
Angriffspunkte vom Koordi- 
natenursprung gezogen^ Ba- 
diusvektor ; denn dann ist stets 
Y/X > y/x und somit stets 
Ytc— Xt/>0. Wenn nun 
die Kraft einen größeren 
Winkel mit der x- Achse bildet 

als der Badiusvektor, so wird sie auch, wenn der Punkt A mit dem 
festen Koordinatenursprung starr verbunden ist, an ihm, wie man 
leicht erkennt, eine Drehung hervorbringen, die in demselben Sinne 
erfolgt wie eine Drehung, die auf dem kürzesten Wege die x- Achse in 
die Bichtung der ^-Achse überführt.' Da man eine solche Drehung 
als positiv bezeidmet, so hat also die erste Schreibweise, nämUch 
Yx--Xy, den Vorteil, daß bei ihr das Drehmoment einer Kraft 
dann positiv ist, wenn diese Kraft bei starrer Verbindung ihres Angriffs- 
punktes mit dem Koordinatenursprung eine positive Drehung hervor- 
bringen würde; und dies ist der Grund, warum die erste Schreibweise, 
nämlich Yx — Xy, konventionell geworden ist. 



y^ ' T — 7" 



Fig. 5. 



* An sich ist ja das Vorzeichen, das man dem Flächeninhalte einer Figur gibt, 
dmohans willkürlich. 
« YgL § 6» Anm, 2. 
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Die Betrachtungen worden bisher auf den besonderen Fall be- 
schränkt» daß die Bew^ping in einer Ebene stattfinde, die eä» r^y-Ebene 
festgelegt wurde, and daß auch die Bichtong der Kraft in diese 
Ebene falle. Es ist aber nun ganz klar, daß auch bei einer ganz be- 
liebigen Bewegung die 61. 2 erfüUt sein muß, wenn man nur an die 
Stelle der Flächengeschwindigkeit deren Projektion auf die x-t/-Ebene 
setzt. Da die weitere Umformung, die von der Ol. 2 zu der 61. 4 
führte, aber ganz unabhängig ist von der Lage des Flächenelementes 
und von der Bichtung der Kraft, so muß auch die 61. 4 für den gimz 
allgemeinen Fall ihre 6eltung behalten, wenn man wieder an die Stelle 
▼on CD die Projektion der doppelten Fläohengeschwindigkeit auf die 
x-y-Ebene setzt. In dem allgemeinen Falle möge die Projektion der 
doppelten Flächengesohwindigkeit auf die x-j/-Ebene /. g^iannt werden, 
weil die x-j^-Ebene auf der ;?-Achse senkrecht steht (durch diese Art 
der Bezeichnung erreicht man es, daß statt zweier Indizes nur deren 
einer gebraucht wird). Ebenso mögen die Projektionen der doppelten 
Flächengeschwindigkeit auf die y-z- und auf die z-x-Eheae /« und /y heißen. 
Dann erhält man aus der 61. 4 durch zyklische Yertauschung der Ko- 
ordinaten und der Komponenten die drei 61eichungen 



(5) 






"• dt 



4f-r,-Jfy. 



Man erkennt ohne weiteres, daß, wenn die Bichtung der Kraft durch 
den Koordinatenursprung geht und somit die Proportion der OL 1 
erfüllt ist, in allen drei 61eichungen die rechten Seiten verschwinden. 
Ist dies aber der Fall, so müssen die Projektionen der Flächengeschwin- 
digkeit auf die drei Koordinatenebenen konstant sein, was nur dann 
möglich ist, wenn die Bewegung stets in derselben Ebene und mit 
konstanter Flächengeschwindigkeit erfolgt. Damit erscheint also 
der Newton sehe Flächensatz analytisch bewiesen. 

Die 61. 5 lassen noch eine weitere Vereinfachung zu. Betrachten 
wir nämlich eine Bewegung, die ein Massenpunkt, an dem eine Kraft 
mit den Komponenten X, Y, Z angreife, in einer beliebigen, jedoch 
zur ;2;-Achse normalen Ebene ausführt, so ist es klar, daß diese 
Bewegung so erfolgen muß, als ob von der Kraft statt der drei Kom- 
ponenten X, Y, Z nur deren zwei, nämlich nur X und Y, vorhanden 
wären; denn die Komponente Z kann in einer zur ^-Bichtung normalen 
Ebene (da sie für eine Bewegung darin die Bichtung der Binormalen 
hat) überhaupt keine Bewegungswirkungen hervorbringen. Da sich 
also hinsichtlich einer Bewegung um die ^ei-Achse die Kraft so ver* 
hält, als ob von ihr nur eine der x-j^-Ebene parallele Teilkraft vorbanden 
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wäre, so kann man, wenn man durch den Angriffspunkt A der Kraft 
(Fig. 6) eine ssur x-^-Ebene parallele Ebene legt, das statische Moment 
der Teilkraft in bezug auf den Punkt 0', in dem diese Ebene von der 
xr-Aohse geschnitten wird, kurz das Moment der gesamten Kraft um 
die ;;-Achse nennen.^ 

Nun ist aber die Strecke O'A gleich der Projektion der Strecke OA 
auf die tr-jz-Ebene; ebenso wird die Teilkraft; die nur aus X und Y 
(ohne Z) besteht, dargestellt durch die Strecke AB\ die gleich ist de^ 
Projektion der die Oesamtkraft repräsentierenden Strecke ^B auf die 
a>^-Ebene. Das Dreieck 0' AB\ das nume- 
risch halb so groß ist wie das Moment um 
die «-Achse, ist demnach gleich der Projek- 
tion des Dreiecks OAB auf die x-y-Ehene; 
diese Projektion ist aber nach dem früher Ge- 
sagten gleich I (Yx-^Xy). Bezeichnet man 
also die Momente um die drei Koordinaten- 
achsen mit M«, My, Mg, so ist 




(6) 



M, = y« - Xy 



usl., und man kann' infolgedessen die Gl. 6 
anch in der Form schreiben 



.(7) 



IWH^« Jlf,, 



dt 

dt 



^^-^.• 



Fig. 6. 



Die unverkennbare Analogie, die zwi- 
schen diesen Gleichungen und den Bewegungs- 
gleichungen besteht^, legt den Gedanken nahe, 
das statische Moment ebenso wie die Kraft durch eine gerichtete 
Strecke darzustellen. Man tut dies sm einfachsten derart, daß man 
in dem Angriffspunkte der Kraft eine Gerade errichtet, die auf der 
Ebene des Momentendreiecks ^ senkrecht steht, und der man ebensoviel 
Längeneinheiten gibt, als das Parallelogramm, zu dem man das Momenten- 
dreieck ergänzen kann, Flächeneinheiten, oder, was nach dem früher 



^ Daa Moment um die z- Achse ist also gleich dem Produkte aus der nur aus 
den Eomponeoten X und Y bestehenden Teilkraft mid aus dem Abstände des An- 
. griffspmiktes der Kraft von der z- Achse. 

* Um diese Anabgie noch deutlicher hervortreten zu lassen, kann man die 
Komponenten der Kraft statt mit X, F, Z mit iT,, JT,, iT. bezeichnen und die Be- 
wegtmgogleichnngen dann in der Form schreiben 

^dvg _ ^ ^dvg _ j^ dv, ^ y 



^ So nennt man kurz daa Dreieck OAB. 






dt 
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Gesagten dasselbe ist, als das statische Moment der Kraft Einheiten 
des statischen Momentes enthält. Nach welcher der beiden möglichen, 
entgegengesetzten Bichtnngen man die Normale zieht, ist willkürlich, 
aber man ist in Übereinstimmung mit der Definition des heute all- 
gemein gebrauchten sog. englischen Koordinatensystems^ dahin über- 
eingekommen, der das statische Moment darstellenden Strecke einen 
solchen Bichtungssinn zu geben, daß, von ihrer Spitze aus gesehen, 
die Drehung, die die Kraft bei starrer Verbindung ihres Angriffspunktes 
mit dem Koordinatenursprung hervorbringen würde, dem Uhrzeiger 
entgegengesetzt verläuft (Fig. 7). 

Das Teilmoment M^ ist dann nach derselben Definition dargestellt 
durch eine gerichtete Strecke, die auf der x-^-Ebene senkrecht steht, 

die somit die Eichtung der z-Acbae 
hat (in positiver oder negativer 
Bichtung, je nach dem Drehungs- 
sinne der Kraft), und die ebenso- 
viel Längeneinheiten hat als der 
Ausdruck Yx-^ Xy (der ja gleich 
Mg ist) Einheiten des statischen 
Momentes enthält. Nun ist aber 
Yx — ^y, wie schon früher ge- 
zeigt wurde, numerisch gleich der 
Projektion des Momentenparallelo- 
gramms auf die x-j/-Ebene, also 
numerisch gleich M cos y, wenn 
mit M das Gesamtmoment be- 
zeichnet wird und mit y ^^^ 
Winkel, den die Ebene des Mo- 
mentenparallelogramms mit der 
x-j/-Ebene bildet. Da sich die 
Längen der gerichteten Strecken, 
die Mg und M repräsentieren, zueinander also wie cos y : 1 verhalten, anderer- 
seits aber auch die Bichtungen dieser beiden Strecken miteinander den 
Winkel y bilden (denn sie stehen ja auf zwei Ebenen normal, die diesen 
Winkel miteinander einschUeßen), so ergibt sich der wichtige Satz: Die 
Strecken, die die Teilmomente der Kraft um die drei Koordinatenachsen 
darstellen, sind gleich den auf die Koordinatenachsen bezogenen recht- 
winkligen Komponenten derjenigen gerichteten Strecke, die das ge- 
samte statische Moment der Kraft repräsentiert. 

Trägt man auf der x- Achse eine Strecke auf, die ebensoviel Längen- 
einheiten enthält, als die Größe dfjdt Einheiten der Flächenbeschlea- 
nigung hat (für den Bichtungssinn gelte wieder dieselbe Begel wie 
früher), und trägt man die analogen Strecken auch auf der y- und der 




>jr 



Fig. 7. 



» Vgl. § 4, Anm. 4. 
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;er- Achse anf, so muß die gerichtete Strecke, die sich durch geometrische 
Addition dieser drei Teilstrecken ergibt, die Flächenbeschleunigung 
nach Größe und Bichtung darstellen. Aus den 61. 5 folgt dann, 
daß die beiden Strecken, die die Flächenbeschleunigung und das statische 
Moment repräsentieren, stets gleichgerichtet und in ihrer Länge nur 
durch, e^nen Faktor unterschieden sind, der zahlenmäßig der Masse 
gleich ist; es besteht also zwischen diesen beiden gerichteten Strecken 
genau dieselbe Beziehung wie zwischen den gerichteten Strecken, die 
die lineare Beschleunigung und die wirkende Kraft darstellen. 



§ 9. Die lebendige Kraft und dai PotentiaL 

Ein bewegter Körper ist, wie die Erfahrung zeigt, infolge seines 
•Bewegung^^zustande» imstande, Wirkungen hervorzubringen, zu 
deren Erzeugung sonst, wie man in der Alltagssprache sagt, ein „Auf- 
wand an Kraft" erforderlich ist. Umgekehrt ist auch wiederum ein 
„Aufwand an Kraft'' notwendig, um einen anfangs ruhenden Körper 
in den* Zustand der Bewegung überzuführen, so daß in dem bewegten 
Körper diese aufgewandte j,Kraft" gewissermaßen aufgespeichert 
erscheint. Der. Physik entstand somit schon früh die Frage, in welchem 
Zusammenhange die sogenaimte „Kraft" eines bewegten Körpers mit 
der Größe stehe, durch die sein Bewegungszustand am einfachsten be- 
stimmt ist, nämlich mit seiner Geschwindigkeit. 

Diese Frage hat den Gegenstand eines lange währenden Streites 
gebildet, in dem die entgegengesetzten Auffassurgen auf Dbscabtes 
und Lbibniz zurückgir gen. Beide stimmten darin überein, daß das 
Wirkungsvermcgen des bewegten Körpers, das sie eben mit einem alther- 
gebrachten, heute wegen des Doppelsinnes dieses Wortes jedoch ver- 
miedenen Ausdruck als „Kraft** bezeichneten, der Masse ^ des be- 
wegten Körpers proportional und eine Fimktion der Geschwindigkeit 
sei. Im übrigen meinte aber Dbscartes, daß das Wirkungsvermögen 
durch die Geschwindigkeit selbst, Lbibniz hingegen, daß es durch deren 
Quadrat bestimmt sei. 

An sich ist keine der beiden Auffassungen falsch, solange keine 
exakte Definition des Wirkungsvermögens vorliegt. Mißt man z. B. 
das Wirkungsvermögen eines geworfenen Körpers nach der Zeit, wäh- 
rend deren er imstande ist, die Schwerkraft zu überwinden, so ist das 
Wirkungsvermögen der ersten Potenz der Geschwindigkeit gleich zu 
setzen, weil die Steigzeit gleich v/g ist. Mißt man hingegen das Wir- 
kungsvermögen des geworfenen Körpers durch die Höhe, bis zu der er 
sich der Schwere entgegen bewegen kann, so ist das Wirkungsvermögen 



^ Infolgedessen also audi dem Gewichte, das in älteren Untersuchungen ja 
st^jltatt. d^r Masse betrachtet wurde. 
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dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional, weil die Steighöhe 
gleich ist v^/2g. 

Um nun zu erkennen, in welchen Beziehungen die Gartesianisohe 
und Leibnizische Kraft zu der Größe stehen, die im Sinne Newtons 
in der heutigen Physik mit diesem Namen bezeichnet wird, braucht 
man nur eine geradlinige Bewegung zu betrachten, für die die Be- 
ziehung gilt 

(1) K^mil. 

Indem man diese Gleichung mit dt multipliziert und integriert, findet 
man 

(2) jKdtmmv + eonst. 

Multipliziert man hingegen die Gl. 1 mit der Identit&t d$^v.dt ranA 
integriert sodann, so ergibt sich die Beziehung 

(3) fj^ds « I m ©• + const. 

Es ist also das Zeitinte^ral der Kraft proportional d^ Geschwindig« 
keit selbst, hingegen das Wegintegral der Kraft proportional drai 
Gesohwindigkeitsquadrate; überdies stehen beide in direktem einfach^i 
Verhältnis zur Masse. 

Man bezeichnet nun mit Dbsoabtbs das Produkt aus der Maaie 
eines Körpers und seiner Geschwindigkeit als seine Bewegungsgröße, 
als seine Bewegungsquantität oder in neuerer Zeit auch als seinen Im- 
puls. EQngegen nennt man mit einem von Lbibnos^ geschaffene Aus* 
druck das halbe Produkt aus der Masse und dem Gesohwindigkeits- 
quadrate die lebendige Kraft oder auch die Wucht oder schließ- 
lich mit einem neueren Ausdrucke die kinetische Energie. Zur Be- 
zeichnung der Bewegungsgröße gebraucht man gewöhnlich den Buch- 
staben 6, zur Bezeichnung der lebendigen Kraft den Buchstab^x L.' 
Beide Größen sind also durch die Gleichungen definiert 

(4) O^mv; Z^\mv^. 

Ihre Beziehungen zu der Kraft (im heutigen Sinne des Wortes) sind 
bei der geradlinigen Bewegung durch die Formehi ausgedrückt 

und 

(8) ^ if-". 



de 



* Bei Lbibkiz heifit die Wucht im Gegensätze zu der ntodten" Kraft, die eine 
Bewegung nur hervorzubringen strebt, „vis viva" oder ,4oroe vive". LmsB^vw» 
stand aber unter dieser Gröfie das ganze Produkt m . r*. Erst COBXOLIS setzte 
vor das Produkt aus Masse und Geschwindigkeitsquadrat noch den Factor \ • 

* H&ufig wird die lebendige Kraft auch mit dem Buchstaben T beiekluiet. 
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während zwischen der Bewegungsgröße und der lebendigen Kraft die 
für spätere Betrachtungen wichtige Beziehung besteht 

(^) , ^=5f- 

Das Produkt K.ds, das nach 61. 6 bei der geradUnigen Bewegung 
dem Differentiale der lebendigen Kraft gleich ist, bezeichnet man unter 
der getroffenen Voraussetzung, daß die Bichtungen der Kraft und des 
W^elementes zusammenfallen, als die auf dem Wege von der Länge ds 
von der Kraft geleistete Arbeit; hingegen nennt man das Produkt K .dt 
den während des Zeitelementes dt erfolgten Antrieb. 

Die für eine geradlinige Bewegung angestellten Betrachtungen 
lassen sich nun leicht auch auf eine behebige krummlinige Bewegung 
erweitern. Da bei einer behebigen Bewegung die Geschwindigkeit 
sich aus drei rechtwinkhgen Komponenten v<,, r^, t?, zusammensetzt, die 
nach den 61. 4 des § 4 den Geschwindigkeiten der drei rechtwinkhgen 
Teilbewegungen gleich sind, so kann man sich bei einer behebigen 
Bewegung die Bewegungsgröße stets aus drei rechtwinkhgen Kom- 
ponenten Ga,, Gy, G, zusammengesetzt denken, die durch die Beziehungen 
bestimmt sind 

,o\ V ^ dx ^ dy ^ dx 4 

(8) ^'-"^di' ^y-'^dt^ ^^-"^di' 

Die Komponenten der Bewegungsgröße sind also gleich den Bewegungs- 
großen der drei rechtwinkhgen Teilbewegungen. Durch Differentiation 
nach der Zeit folgt aus den 61. 8 auf 6rund der Bewegungsgleichungen 
fa\ dOt y dO, T- dO, „ 

^^f -dT^^' ir^^' ~dr-^' 

oder auch (wenn die Integrationskonstanten einfach weggelassen werden) 

(10) G, = /xrf/, e^^frdt, G^^fzdt. 

Die Komponenten der Bewegungsgröße stellen also zugleich die Zeit- 
integrale der drei Partialbewegungen dar. Wegen der durch die 61. 8 
und 10 ausgedrückten einfachen Beziehungen empfiehlt es sich, die 
Bewegungsgröße ebenso wie die Kraft, die 6eschwindigkeit und die 
Beschleunigung durch eine gerichtete Strecke darzustellen, der man 
die Bichtung der 6eschwindigkeit und eine Länge von soviel Längen- 
einheiten gibt, als das Vielfache aus den Zahlen der Masse und der 
Gföschwindigkeit beträgt. Die Strecken, die sich durch Projektion dieser 
gerichteten Strecke auf die drei Koordinatenachsen ergeben, repräsen- 
tieren dann die Bewegungsgrößen der drei Partialbewegungen. 



* Hieraus folgt in der Tat 

Haas, Blnffllinuig in die theor. Fhytik. 4 
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Für die lebendige Kraft gilt bei einer beliebigen krummlinig«! 
Bewegimg die Beziehung 

(11) /. = ^ = |[,^» + „^. + ,^.]. 

Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit gemäß den Gl. 4 

des § 4 

dL _ Idx d^x dy^ ^y dx^ d^x 
U "" ^[ rf7 * dfi ■*" dt ' di^ "^ dt ' dt\ 

oder auf Grund der Bew^ungsgleichungen / 

(12) dL = Xdx+Ydy + Zdz , 

somit 

L = f{Xdx + Ydy + Zdz) + const. 

Die lebendige Kraft der tatsächlichen Bewegung ist, wie Gl. 11 
zeigt, gleich der einfachen Summe der lebendigen Kräfte der drei Teil- 
bewegungen. Auf welche Art immer man also auch die lebendige Kraft 
in rechtwinklige Komponenten zerlegen würde (derart; daß die Summe 
der Quadrate dieser Komponenten gleich wäre dem Quadrate der 
lebendigen Kraft selbst), so könnte man es doch nie erreichen, daß diese 
Komponenten den lebendigen Kräften der drei Teilbewegungen gleich 
würden.^ Aus diesem Grunde hat es auch keinen Sinn, obwohl es 
natürlich möglich® wäre, die lebendige Kraft durch eine gerichtete 
Strecke darzustellen, weil sich die rechtwinkhgen Komponenten doch 
nie in eine einfache Beziehung zu den drei rechtwinkhgen Paitial- 
bewegungen bringen ließen. 

An Stelle der Gl. 7 treten bei der allgemeinen krummlinigen Be- 
wegung zufolge der Gl. 8 und 11 die Beziehungen 

(IB) ^x = J"» ^. = l^» Ö. = |^-.' 

Die rechte Seite der Gl. 12 besteht aus drei Summanden, deren 
jeder die bei einer der drei rechtwinkhgen Teilbewegungen gdeistete 



^ Denn nennt man die lebendigen Kräfte der Teilbewegtingen Li, Irg, L^, so 
besteht eben die Beziehung L = Z^4-/i» + ^, während, wenn Li, L^, Xj recht- 
^vinklige Komponenten von L wären, die Relation erfüllt sein müßte 

^ Man könnte etwa, was aber, wie gesagt, ganz sinnlos wäre, die lebendige 
Kraft durch eine gerichtete Strecke darstellen, der man die Richtung der Geediwin- 
digkeit und soviel Längeneinheiten gibt, als der Betrag der lebendigen Kraft Eneigie- 
einheiten enthält. 

' Unter dem partiellen Differentialquotienten von L nach v^, den man 

a T 

mit -^ — bezeichnet, versteht man bekanntlich den Wert, der sich ergibt, weim man 

Vg 

für die Differentiation von L nach v« vorübergehend nur Vx ab veränderlich, Oy und 
Vt aber als unveränderlich ansieht. 
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(14){ ^, 



Arbeit darstellt; für den Fall, daß die Bichtung der Kraft mit der 
des Wegelementes nicht zusammenfällt, definiert man nun — von 
der Tatsache ausgehend, daß eine Kraft in einer zu ihr senkrechten 
Richtung keine Wirkung hervorzubringen vermag — als Arbeit das 
Produkt aus der in die Wegrichtung fallenden Komponente der Kraft 
und aus dem JVegelement ; in der Tat wird aber dieses Produkt durch 
die rechte Seite der Gl. 12 dargestellt. Denn es ist 

^ ( Xdx 4- Ydy + Zdz = Jfcos [K, x) dx + Zcos (JSr,y) dy + A'cos(/r, z) dz 

^K dx[cos{K,x) • cos(^*, x) + cos(jr,y) • Gos[ds,t/) + cos(Ä,2) • cos(ds, z)]. 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist aber nach einem elementaren 
Satze der Geometrie nichts anderes als der Kosinus des Winkels, den 
die Richtungen der Kraft und des Wegelementes miteinander ein- 
schließen^; das Produkt aus der Kraft imd diesem Kosinus ist aber 
nach § 4 die Komponente der Kraft in die Wegrichtung. Da auch bei 
der Arbeit die Gesamtgröße gleich ist der Summe der bei den Teil- 
bewegungen geleisteten Arbeiten, so hat es aus demselben Grunde, wie 
bei der lebendigen Kraft, auch bei der Arbeit keinen Sinn, diese Größe 
durch eine gerichtete Strecke darzustellen.® 

Eine besonders einfache Form nimmt die Gl. 12 an, wenn ihre 
rechte Seite ein vollständiges Differential darstellt. Denn existiert 
eine Funktion, deren totales Differential gleich ist {X dx + Y dy + Z dz) 
— eine solche Funktion kann natürUch nur eine Funktion der Koor- 
dinaten allein sein — , dann muß der Unterschied der lebendigen Kraft 
an zwei verschiedenen Stellen der Bahn vollkommen durch den Unter- 
schied der Werte bestimmt sein, die diese Funktion des Ortes für die 
beiden Stellen besitzt. Die lebendige Kraft und somit auch die Ge- 
sch^ndigkeit in der gegebenen zweiten iLage können also dann nur 
von der lebendigen Kraft und somit auch von der Geschwindigkeit in 
der gegebenen ersten Lage abhängen, müssen dagegen völlig unabhängig 
sein von der Form der Bahn xm^ von der Art der Bewegung, durch 
die der bewegte Körper von der ersten in die zweite Lage gelangte.^® 



^ Wegen des Beweises für diesen Satz vgl. § 11, Anm. 2. 

* Als Einheit der Arbeit gilt in der theoretisohen Physik die Arbeit, die 
eine konstante Kraft, von einer Dyne auf einer in ihre Richtung fallenden Strecke 
voa 1 cm Länge leistet. Diese Arbeit heißt ein Erg (nach dem griechischen Worte 
Eigon gleich Arbeit). Die Arbeitsgröße hat also die Dimension Kraft mal Länge 
oder g cm' sec~'^, also dieselbe Dimension wie das statische Moment. In der Technik 
gilt als Einheit der Arbeit das Kilogrammeter. Die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit, 
bzw. der Differentialquotient der Arbeit nach der Zeit heißt der Effekt. In der 
Teiiinik wird als Einheit des Effektes das Kilogrammeter pro Sekunde oder häufiger 
die Pferdestärke gleich 75 kg m/sec gebraucht. — Ist die mit einem Vorgange Ver- 
bundene Arbeit positiv, so sagt man, es werde Arbeit geleistet, ist die Arbeit hin- 
gegen negativ, so sagt man, daß Arbeit verbraucht werde. 

^® Den Keim dieser wichtigen Erkenntnis stellt der bereits von Galilbi ge- 
fundene Satz dar, daß die Geschwindigkeit, die ein Kdrper durch Abwärtsbewegung 

i b^Google 
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Bezeichnet man die Funktion, deren totales Differential die rechte 
Seite der Gl. 12 darstellt, mit üy so muß nach einem bekannten Lehr- 
satze der Dii^erentialrechnung das totale Differential dieser Funktion 
von mehreren Veränderlichen gleich sein der Summe der partiellen Diffe- 
rentiale, also 

(15) dU^^^dx + ^dy^-^dz. ^ 
Es müssen daher die Beziehungen bestehen 

(16) X-4^. 1-4^, Z=^. 

Es sind also die Kraftkomponenten gleich den nach den Koordinaten 
genommenen partiellen Ableitungen der Funktion 17, die man des- 
halb die Kraftfunktion nennt. 

Lagrangb erkannte nun bereits, daß eine Kraftfunktion stets 
dann vorhanden sein muß, wenn die Kraft, die auf den Massenpunkt 
wirkt, nach einem festen Punkte gerichtet und nur eine 
Funktion der Entfernung ist. Denn sind die Koordinaten des 
beweglichen Massenpunktes ^, i/, ;?, die des festen Punktes a, b, c, und 
wird die Entfernung des beweglichen von dem festen Punkte r genannt, 
so daß also 

(17) r« = {x-^kY + {y-hY + [z-cY, 

so ist, da die Kraft stets nach dem festen Punkte gerichtet sein soll, 

(18) j=a:^, 7=Z?^, Z^K^^ 
Hierfür kann man aber auf Grund der Formel (17) auch schreib^oi 

(19) x-ir-J^; r^K^, ^=^4^- 

Wenn nun K nur eine Funktion von r ist, dann muß eine Funktion, 
die (r) genannt werde, existieren, deren vollständiger Differential- 
quotient nach r gleich K ist. Ist aber 

(20) ir=4J, 

dann nehmen die Gl. 19 die Form an 

(21) • x-4^, r=4^, z^^, 

^ ^ dx ' dy ^ dx ^ 

SO daß also, wenn K nur eine Funktion von r ist, das zu dieser Funk- 
tion gehörige Integral die Kraftfunktion darstellt. 

Es empfiehlt sich indessen zur Vereinfachung vieler Bechnungen, 



auf verBchieden geneigten schiefen Ebenen erlangt, dennoch stets dieselbe 
ist, wofern nur die Hc^en dieser Ebenen gleich sind. Über die Entstehung des 
Potentialbegriffes vgl. des Verfessers »,Grundgleichungen der Mechanik*', Vorl. 14. 
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statt der Kraftfanktion, wie dies zuerst Laplaob tat, eine ihr ent- 
gegengesetzt gleiche Größe zu betrachten, die man das Potential 
nennt und die man gewöhnlich mit dem Buchstaben V bezeichnet. Aus 
dem früher Gesagten geht ohne weiteres hervor, daß das Potential der 
Kraft, mit der ein bewegUcher Massenpunkt von der Masse m^ gegen 
eine als fest gedachte Masse m^ nach dem Nbwton sehen Gravitations- 
prinzip angezogen wird, durch den Ausdruck gegeben ist 

(22) r=-«'-^?^-^, 

wenn r^ die gegenseitige Entfernung der beiden Massen voneinander ist. 
^-*-Die Kraftkomponenten sind also den mit entgegengesetztem 
- pt^qr zeiche n genommenen partiellen Ableitungen des Potentials nach 
Y% den KocK^jbiaten gleich; es ist 

Nach einem grundlegenden Satze der Differentialrechnung kann nun 
die Beihenfolge, in der man die partiellem Differentiationen einer 
Funktion von mehreren Veränderlichen * ausführt, beliebig vertauscht 
werden. Ist q> eine vollständige Funktion ^^ der drei VeränderUchen 
X, y, Zy so ist also 

dy[dx) dx\dyl' 
dx[dy) ■" dy[dx)' 

dx[dx) ^ dx[dx)' 

Andererseits folgt aus der mathematischen Theorie, daß das Bestehen 
der drei Ol. 24 eine hinreichende Bedingung dafür ist, daß q> durch die 
drei Veränderhchen x, y, z vollständig bestimmt ist. Hieraus folgt 
als notwendige und zugleich hinreichende Bedingung für das 
Yorh%|idensein eines Potentials nach Gl. 23 die Erfüllung der 
drei Belätionen 

ex dY dY dZ dZ dX 



l24» 



*^^^ dy "^ dx ' dx '^ dy ' dx " dx^ 

Aus der Definition des Potentials ergibt sich, daß man infolge des 
Auftretens einer willkürUchen Integrationskonstante nie ein Potential 
an sich, sondern stets nur Potentialunterschiede messen kann; man 
ist infolgedessen gezwungen, willkürhch ein bestimmtes Potential als 
Potential Null festzusetzen, also eine willkürhche Skala des Potentials 
zu schaffen. Jedenfalls folgt aber aus- der Tatsache, daß nach den 
Gl. 12 und 23 / 

^^ 9 heißt dann eine vollständige Funktion von x, y, z, wenn ihr Wert durch 
. Angabe der Werte von x, y, z vollständig bestimmt ist. 
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(26) dL = -dlf 
ist", durch Integration die wichtige Beziehung 

(27) L + V = CQnst. 

Es muß also, falls ein Potential vorhanden ist, die Summe aus der 
lebendigen Kraft und dem in bestimmtem Sinne gemessenen Poten- 
tial eine von Ort und Zeit unabhängige Konstante darstellen, 
die man als die mechanische Energie" des bewegten Massenpunktes 
bezeichnet. 

§ 10. Die Vektorgrößen. 

In einem früheren Abschnitte (§ 4) ist gezeigt worden, daß sich 
jede Bewegung in drei Teilbewegungen in drei beliebigen, zueinander 
senkrechten Geraden auflösen läßt. Andererseits kann man, wie in § 8 
gezeigt wurde, eine Bewegung auch stets auf drei beliebige zueinander 
senkrechte Ebenen projizieren und sie somit in drei Teilbewegungen 
in diesen zueinander senkrechten Ebenen auflösen. Die erste Art der 
Auflösung möge kurz die lineare, die zweite die planare genannt werden. 

Die bisherigen Betrachtungen haben ferner gezeigt, daß eine Beihe 
physikahscher Größen, nämlich von den bisher betrachteten die Ge- 
schwindigkeit, die Beschleunigung, die Kraft und die Bewegungsgrößf» 
(sowie das unendhch kleine und daher als geradlinig anzusehende Weg- 
element) die Eigentümlichkeit haben, daß das Quadrat des Betrages 
dieser Größen gleich ist der Summe der Quadrate der Werte, die die- 
selbe Größe für die drei Teilbewegungen bei einer linearen Auflösung 
hat und die kurz als die linearen Partial'Werte der betreffenden 
Größe bezeichnet werden mögen. Die linearen Partialwerie' verhalten 
sich also bei den genannten Größen zu dem Hauptwerte so wie die 
Kanten eines rechtwinkhgeh Parallelepipeds zu dessen räumlicher Dia- 
gonale, und auf dieser Tatsache beruht die — zuerst von Stevin er- 
kannte — Zweckmäßigkeit, die vorhin angeführten physikalischen 
Größen durch gerichtete Strecken oder, wie man auch sagt, durch 
Vektoren darzustellen. Denn man kann ja Länge und Bichtung 
des Vektors nach dem früher Gesagten stets so bestimmen, daß die 
Projektionen der Strecke auf die drei zueinander senkrechten Bic}i- 
tungen, nach denen die Auflösung erfolgt, numerisch^ den linearen 
Partialwerten der Größe gleich sind. 



^' Aus dieser Formel folgt wieder, daß ebensowenig wie bei der lebendigen Kraft 
auch bei dem Potential eine Zerlegung in rechtwinklige Komponenten mdglich ist, 
die in einfacher Beäehnng ro den Fiartialbewegnngen stünden. 

^* Eine allgemeine Verbreitung fand das Wort „Energie*" in seinem heutigen 
Sinne erst seit dem Erscheinen einer Abhandlung von Rankinb im Jahre 1863. 
^ Hierzu ist es eben notwendig, daß der Vektor soviel L&ngeneinheiten ent- 
hält, als die betrachtete physikalisclie Größe Einheiten ihrer Dimension besitzt. 
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Bei einer zweiten Art von physikalischen Größen, von denen in 
den bisherigen Betrachtungen die Flächengeschwindigkeit, die Flächen- 
besohlennigong und das statische Moment vorkamen, ist das Quadrat 
des Haupt-wertes gleich der Sunune der Quadrate der planaren 
Partialwerte.^ Bei diesen Größen verhalten sich die planaren Partial- 
werte zum Hauptwerte so wie die auf drei zueinander senkrechte Ebenen 
bezogenen Projektionen einer bestinunten gerichteten Plangröße zu 
dieser selbst. Es liegt daher der Gedanke nahe, physikalische Größen^ 
der zweiten Art durch gerichtete Plangrößen darzustellen, deren 
Inhalt man numerisch dem Hauptwerte gleich macht und denen man 
eine solche Lage im Eaume gibt, daß ihre Projektionen auf die drei 
zueinander senkrechten Ebenen, nach denen die Auflösung erfolgt, 
numerisch den planaren Partialwerten der betreffenden physikalischen 
Girößo gleich sind. Zweckmäßiger ist es aber, wie schon an dem Bei- 
spiele des statischen Momentes in § 8 gezeigt wurde, eine physikalische 
Größe der zweiten Art statt durch eine gerichtete Plangröße durch 
einen Hilfsvektor, einen sogenannten ergänzenden Vektor dar- 
zustellen, den man senkrecht zu der Ebene der Plangröße errichtet, dem 
man ebensoviel Längeneinheiten gibt, als die Plangröße Flücheneinheiten 
hat, und dessen Bichtungssinn man so wählt, daß, von seiner Spitze 
aus gesehen, der Umlaufssinn, den man der ebenen Figur nach § 8 
(Fig. 7) zuschreiben muß^, der Drehung des Uhrzeigers entgegen- 
gesetzt ist. 

Zwischen den eigentlichen Vektoren, die die Größen der ersten 
Art darstellen, und den Hilfsvektoren, die die Größen der zweiten Art 
repräsentieren, besteht indessen ein. wesentlicher Unterschied, der sich 
in ihrem Verhalten bei einer sogenannten Umkehrung des Koor- 
dinatensystems äußert. Kehrt man nämlich die Bichtungen eines 
bestimmten Koordinatensystems um, so daß die Eichtungen der posi- 
tiven X-, y-, js- Achse zu den Eichtungen der negativen x-, j/-, -2:- Achse 
in dem neuen System werden, so ändern auch die nach den drei Koor- 
dinatenachsen genommenen Komponenten eines eigentlichen Vektors 
hierbei ihr Vorzeichen. Hat eine Kraft im ursprünglichen Koordinaten- 
system die Komponenten X, Y, Z, so sind die Komponenten in dein 
neuen System —Z, — Y, — Z. Hat ein Punkt im ursprünglichen Ko- 
ordinatensystem die Koordinaten Xy y, z, so sind seine Koordinaten 
in dem umgekehrten System —x, —y, —z. Anders ist es jedoch bei 
den ergänzenden Vektoren; denn der Umlaufssinn einer gerichteten 
Plangröße bleibt von der Umkehrung des Koordinatensystems völlig 



' 2ii <leQ physikalischen Größen der zweiten Art gehört z. B. das Wegelement 
nicht; die Stimme der Quadrate seiner planaren Partialwerte ergibt, wie eine ein- 
fache geometrische Betrachtmig zeigt, nicht das Quadrat des Wegelementes, sondern 
das Doppelte des Quadrates. 

' VgK S 11. 
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unberührt. In der Tat ändert sich der Wert der^ x-Komponente des 
statischen Momentes M^^Zy — Yz bei einer Umkehrung des Ko- 
ordinatensystems nicht, da bei der Ümkehrung sowohl die Kraftkompo- 
nenten Y und Z als auch die Koordinaten y und z ihr Vorzeichen wech- 
sehi. Man unterscheidet darum beide Arten von Vektoren, indem man 
solche der ersten Art polar, solche der zweiten Art axial nennt. 

Ganz allgemein bezeichnet man nun eine physikalische Größe als 
vektorielle Größe, als Vektorgröße oder als Vektor schlechthin, wenn 
sich der Vorgang, bei dem die Größe eine Bolle spielt, in drei Teil- 
vorgänge nach drei zueinander senkrechten Geraden oder Ebenen auf- 
lösen läßt und die Teilwerte, die der physikaUschen Größe bei den 
drei Teilvorgängen zukommen, derart beschaffen sind, daß die Summe 
ihrer Quadrate gleich ist dem Quadrate des Wertes, den die Größe 
für den aufeelösten Vorgang selbst besitzt. Je nachdem, ob die Auf- 
lösung nach drei zueinander senkrechten Geraden oder drei zueinander 
senkrechten Ebenen erfolgt, unterscheidet man nach dem früher Ge- 
sagten wiederum polare und axiale Vektorgrößen. 

Solche physikahsche Größen hingegen, bei denen die vorhin erwähnte 
Beziehung nicht erfüllt ist, bei denen sich also weder bei einer linearen 
noch bei einer planaren Auflösung das Quadrat des Hauptwertes als 
Summe der Quadrate von drei Partialwerten darstellen läßt, nennt 
man skalare Größen oder auch schlechthin Skalare. Zu ihnen ge- 
hören von den bisher betrachteten Größen u. a. die Zeit, die Masse, 
die lebendige Kraft, die Arbeit, das Potential. Es wäre natürlich auch 
möghch, manche skalare Größen durch gerichtete Strecken darzu- 
zustellen (indem man etwa der lebendigen Kraft die Bichtung der Ge- 
schwindigkeit zuschreiben würde).* Aber eine solche Darstellung wäre, 
da die hierbei sich ergebenden Komponenten in keiner direkten Be- 
ziehung zu den Teilvorgängen stünden, durchaus zwecklos und würde 
nur eine völlig überflüssige Erschwerung der Betrachtung zur Folge 
haben; denn die skalaren Größen treten in der theoretischen Physik 
nur in solchen Beziehungen auf, für die ausschließhch die Zahlengröße 
(nebst der physikahschen Dimension) in Betracht kommt.^ 

Während also zwei skalare Größen von gleicher Dimension inmier 
dann als gleichwertig anzusehen sind, wenn sie, auf die gleiche Skala 
bezogen, gleiche Zahlenwerte besitzen, so ist bei Vektorgrößen die Gleich- 
heit ihrer Zahlenbeträge noch keineswegs eine hinreichende Bedingung 
für ihre Äquivalenz. Denn wenn auch für manche Beziehungen zwei 
Vektorgrößen als gleich angesehen werden können, wenn sie trotz ver- 
schiedener Bichtung denselben Betrag haben (es haben z. B. zwei 
Körper von gleicher Masse die gleiche lebendige Kraft, falls ihre Ge- 



' Vgl. § 9. 

^ Vgl. etwa Gl. 27 des § 9, m der die Richtung der Bewegung, für die die leben- 
dige Kraft den Wert L besitzt, gar keinen Einfluß hat. 



Digitized by 



Google 



§ IL Die Qru7idregeln der Vekiorredmurig, 57 



schwindigkeiten trotz verschiedener Bichtung nur denselben Zahlenwert 
besitzen), so können doch im allgemeinen zwei Yektorgrößen nur dann 
als äquivalent gelten, wenn die sie darstellenden Vektoren nicht nur 
in der Länge, sondern auch in der Bichtung übereinstinunen. 

In der Schreibweise, die in den bisherigen Betrachtungen gebraucht 
wurde, findet die Übereinstinamung zweier Vektoren in Größe und 
Biphtung ihren Ausdruck in einem Gleichungstripel von der Form 

(1) ^ = B«, A = B., A, = B, , 

wenn A^, Ay, A^ und 5«, B^, B, die auf ein beliebig gewähltes 
rechtwinkliges Koordinatensystem bezogenen Komponenten der beiden 
Vektoren sind. In neuerer Zeit ist es nun übUch geworden, die drei 
Gl. 1 in eine einzige symbolische Gleichung zusammenzufassen, 
indem man unter Weglassung der drei Indizes x, y, z den betreffenden 
lateinischen Buchstaben durch den gleichen deutschen ersetzt.® Die 
Übereinstimmung der beiden Vektoren in Größe und Bichtung findet 
dann ihren Ausdruck in der symboUschen Gleichung 

(2) 21 -SB. 

Diese Schreibweise hat gegenüber der alten den doppelten Vorteil, daß 
sie — was an sich schon eine große Vereinfachung bedeutet — an die 
Stelle von drei Gleichungen eine einzige ^etzt; dann aber auch, daß 
sie nichts mehr enthält, was irgendwie auf ein Koordinatensystem 
Bezug hätte. 

§ 11. Die Gnmdregeln der Vektorrechnimg. 

Die vektorielle Schreibweise bietet, wie schon das Beispiel der 
Gleichheit zweier Vektoren zeigt, die Möglichkeit, je drei arithmetische 
Gleichungen in eine einzige Vektorgleichung zusammenzufassen. 
Dieser große^ Vorteil der vektoriellen Schreibweise legt den Gedanken 
nahe, statt mit den Vektorkomponenten, deren Betrachtung oft eine 
durch den Gegenstand nicht erforderte große Kompliziertheit der Bech- 
nungen bedingt, mit den Vektorgrößen selbst zu rechnen. Die Vektor- 
rechnung ist in den vierziger Jähren des 19. Jahrhunderts gleich- 
zeitig von Hamilton und von Grassmann ausgebildet worden; 

^ Von dem nur durch Angabe seiner Größe und seiner Richtung bestimmten 
Vektor % unterscheidet man seine eigentliche Größe als den absoluten Betrag 
des Vektors; man bezeichnet ihn durch das Symbol | % oder einfacher durch den ent- 
sjj^rechenden lateinischen Buchstaben A. Der lateinische Buchstabe soll überhaupt 
für alle Beziehungen gebraucht werden, in denen nur die Größe des Vektors in Be- 
tracht kommt. Daher sollen auch im folgenden folgerichtig die Komponenten eines 
Vektors nicht (obwohl dies in vielen Lehrbüchern üblich ist) mit %g, %^, ^«, son- 
dern mit At, A„, A, bezeichnet werden. — Gewöhnlich werden die deutschen Buch- 
staben, die die Vektorgröße darstellen, durch mehr oder minder fetten Druck her- 
vorgehoben. 
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in die theoretische Physik hat sie jedoch erst durch Maxwblls 
1878 erschienenes Lehrbuch der Elektrizität und des Magnetismus all- 
gemeineren Eingang gefunden. 

Ebenso wie Zahlengrößen können auch Vektorgrößen durch mannig- 
fache Operationen miteinander verknüpft werden, deren- jede man 
mit einem bestimmten Namen belegen kann. Es liegt nahe, für die 
einfachsten dieser Operationen die Namen der arithmetischen Opera- 
tionen zu gebrauchen; es ist aber lediglich Sache der Definition, 
was man unter diesen Operationen, wie der Addition, der Multiplikation 
von Vektoren usw., zu verstehen habe. Nur ist es zweckmäßig, die 
Definitionen so zu wählen, daß die Vektoroperationen, die mit be- 
stimmten Namen belegt werden, in besonderen Fällen in die mit gleichem 
Namen benannten arithmetischen Operationen übergehen. 

Man definiert nun als Summe zweier Vektoren ?l und S einen 
Vektor CC, der die Diagonale eines Parallelogramms darstellt, 
dessen Seiten den beiden Summanden nach Größe imd Eicht uiig gleich 
sind.^ Die Eesultierende aus zwei Ejräften ergibt sich also beispiels- 
weise durch deren vektorielle Addition. Daß der Vektor d die vek- 
torielle Summe der Vektoren 21 und © ist, drückt man durch die sym- 
bolische Gleichung aus: 

e = 31 + 95 . , 

Zwischen den auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem be- 
zogenen Komponenten des Vektors C und den Komponenten der Vek- 
toren' ?l und S bestehen, wie ohne weiteres die geometrische Anschauung 
oder auch die Sätze über die Kräftezusammensetzung zeigen (§4), 
die einfachen Beziehungen ^ 

j Cj. = zl^ + ßa-, 

(1) C, = A, + B,, 

\ C^^A^ + B,. 

Da die Komponenten der Vektorsumme also gleich sind den arith- 
metischen Summen der entsprechenden Komponenten der Summanden, 
so müssen die Gesetze der arithmetischen Addition, nämlich das kom- 
mutative und das assoziative Gesetz auch für die vektorielle Addi- 
tion Geltung besitzen. Es bestehen also die Rechenregeln 

(2) 2t 4- » = S + « , 

(3) (« + ») +6;=^ («+6:) +93 = (95 +(£) +91 '. 

Die Differenz zweier Vektoren 9t—® definiert man als die 
Sunmie, die sich durch Addition des Vektors 9t und eines Vektors er- 
gibt, der dem Vektor S gleich, aber entgegengesetzt ist. 



' Die vektorielle Addition artet also in die arithmetische Addition aus, wenn 
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Die Multiplikation eines Vektors % mit einer fäjanzen Zahl n 
ist nach den Hegeln der vektoriellen Addition, da ja n% gleich 

iit, eine Strecke, die die Bichtung des Vektors % und eine Länge n . A 
hat. Dementsprechend definiert man als das Produkt eines Vektors % 
mit einer beliebigen skalaren Größe h einen Vektor von der gleichen 
Bichtung wie 31 imd von der Länge h . A. So ist z. B. die Bewegüngs- 
größe ® gleich dem Produkte aus dem Geschwindigkeitsvektor o und 
der Masse m, die ihrerse^its einen Skalar darstellt. Da die Division 
durch einen Skalar als Multiplikation mit dessen reziprokem Werte, 
also wiederum als Multiplikation mit einem ' Skalar aufgefaßt werden 
kann, so ist natürlich auch der Quotient 3t /& ein Vektor von derselben 
Bichtung wie 2t und von dem Betrage Ajh. So ist z. B. die Beschleu- 
nigung b gleich Ä/w. 

Auf Grund der Begel, die für die Multiplikation eines Vektors mit 
einem Skalar gilt, kann man nun jeden Vektor auffassen als das Pro- 
dukt aus einem in seine Bichtung fallenden Vektor von der Länge Eins 
und aus einem Skalare, der gleich ist dem absoluten Betrage des be- 
treffenden Vektors. Der Vektor von der Länge Eins, den man einen 
Einheitsvektor nennt, ist also durch den Ausdruck %IA dargestellt. 
Will man Vektorgrößen nun zu einem rechtwinkligen Koordinaten- 
sjrstem in Beziehung bringen, so kann man dies am einfachsten derart 
tun, daß man in die Betrachtungen die in die Eichtungen der drei 
Koordinatenachsen fallenden Einheitsvektoren einführt, die man die 
Grundvektoren des Koordinatensystems nennt und gewöhnlich mit 
den Buchsteben i, i, l bezeichnet. Da man jeden Vektor 31 als Vektor- 
sunmie seiner drei rechtwinkligen Komponenten ansehen kann und 
diese Komponenten ihrerseits wieder Vektoren sind von den Beträgen 
A^y Ay, Ag und denselben Eichtungen wie die drei Grund vektoren, so 
kann, man also jeden Vektor, indem man ihn auf ein beliebiges Ko- 
ordinatensystem bezieht, auch in der Form#darstellen 

(4) 3t = l^,+i^,+lJ.. 

Diese Gleichung ist nur ein anderer Ausdruck dafür, daß A^, A^, A^ 
die Komponenten des Vektors 31 nach einem bestimmten Koordinaten- 
systeme sind. Unter Benutzung dieser Schreibweise kann man z. B. 
die Gl. 1 in der Foifm schreiben 

(5) %+^^\{A^-^B,)+\{A, + B,)+l{A^ + B,). 

Während sich die MultipUkation eines Vektors mit einem Skalar 
auf die vektorielle Addition zurückführen läßt, ist dies bei der Multi- 
plikation zweier Vektoren miteinander nicht der Fall. Es be- 
darf vielmehr erst einer besonderen Festsetzung darüber, was unter 
' dem Produkte zweier Vektoren zu verstehen sei. Von besonderer Wichtig- 



Digitized by 



Google 



60 Die Bewegung des freien materieüm Punktes. 



keit sind nun zwei Arten der möglichen Verknüpfung, die in gewissen 
besonderen Fällen in die arithmetische Multiplikation ausarten und die 
beide auch in der Tat bereits in den bisherigen physikalischen Betrach- 
tungen eine große Bolle gespielt haben. 

Man definiert nämlich als inneres Produkt zweier Vektoren % 
und 93 einen Skalar, dessen Betrag gleich ist dem Produkte aus den 
Beträgen der beiden Vektoren und aus dem Kosinus des Winkels, den 
die Bichtungen der beiden Vektoren miteinander einschließen. Man 
bezeichnet das innere Produkt oder, wie man es auch nennt, das skalare 
Produkt mit dem Symbole (W.95) oder auch 31 . S und definiert es 
durch die Gleichung 

(6) «.93 = J.ß.cos(9l, 33) . 

Die Arbeit ist also das innere Produkt aus Kraft- und Wegelement. 
Durch dieselbe Überlegimg, durch die die Größe der Arbeit in Beziehung 
zu den Komponenten der Kraft und des Wegelementes gebracht wurde 
(§ 9), findet man ganz allgemein die für die Zerlegung nach einem be- 
liebigen rechtwinkligen Koordinatensystem gültige Belation 

(7) « . 95 = ^^ . B. + ^^ . ß^ -r Ä^.B, . 

Sind die beiden Vektoren 91 und 95 gleichgerichtet, so wird ihr 
skalares Produkt gleich dem Produkte ihrer absoluten Beträge (in diesem 
Falle artet also die skalare Multiplikation in die arithmetische aus). 
Hingegen verschwindet das innere Produkt, v^eiim die beiden Vektoren 
miteinander einen rechten Winkel bilden. Es ist also 

(8) 91 . S = , wenn 91 ± 95 , 

und umgekehrt kann man aus dem Umstände, daß das innere Produkt 
zweier Vektoren Null wird, immer schließen, daß die beiden Vektoren 
zueinander normal sind. 

Für die innere Multiplikation der Grundvektoren miteinander gelten 
also die Beziehungen 



(9) 



{ 



t.n = i. 1=1:1 = 1, 



Aus Gl. 7 erkennt man, daß für die skalare Multiplikation sowohl das 
kommutative als auch das distributive Gesetz der arithmetischen 
Multiplikation gilt. Es ist 

tl.93 
- Da cos (^,5Ö) = ist, so läßt sich unter Benutzung der Formeln (9) 

A, B 
sehi leicht der Satz beweisen, der in § 9 (Gl. 14) als aus der Geometrie bekannt 
vorausgesetzt werden mußte. Man findet nämlich auf Grund der Formeln (9), zu 
deren Ableitung nur die Definition des skalaren Produktes benötigt wird, 

^^ '^.^)=^ ^iSA^ +i^v +lA^)(xB^ +|JB^ +!^.) 

= cos (91, x) cos (S, x) + cos (Ä, y) cos (8, y) + cos (Ä, z) cos (©, z). 



Digitized by 



Google 



§ IL Die Orundregeln der Vektorrechnufig. 61 



(10) « . 93 = SB . 21 

und 

(11) 2t.(95+c;)-«.95 +2c.e:. 

Im Gegensatze zu dem inneren Produkte definiert man als äußeres 
Produkt zweier Vektoren 2t und S den ergänzenden Vektor zu dem 
von den Vektoren 91 und 95 gebildeten Parallelogramm, wobei man 
den Eichtungssinn dieses ergänzenden Vektors derart festsetzt, daß 
von seiner Spitze aus gesehen, die Drehung dem Uhrzeiger entgegen- 
gesetzt erscheint, die auf kürzestem Wege den im Produkte an erster 
Stelle stehenden Vektor in die Eichtung des an zweiter Stelle stehenden 
überführt, woferne man beide Vektoren von demselben Punkte ai:s 
zieht (Fig. 8). Man bezeichnet das äußere oder, wie man es auch 
nennt, das vektorielle Produkt der Vektoren 3[ und 95 durch das 
Symbol [9t 95].^ Der Betrag des äußeren Produktes ist zufolge seiner 
Definition durch den Aus- 
druck gegeben -4 . B . sin 
(9t, SB). Das statische Mo- 
ment einer Kraft Ä in be- 
zug auf einen Punkt 0' ist 
also gleich dem äußeren Pro- 
dukte aus der gerichteten 
Strecke r, die man von dem 
Punkte 0' zu dem Angriffs- 
punkte der Ejraft zieht und 
aus der Kraft Ä, und zwar ^- 8. 

ist nach der in § 8 gegebenen 

Definition das statische Moment gleich [rÄ] und nicht etwa [Ärj. 
Denn die Drehung, die die Kraft bei fester Verbindung des Angriffs- 
punktes mit dem Koordinatenursprung hervorbringt, fällt mit der- 
jenigen zusammen, die auf kürzestem Wege den Vektor r in dit Eich- 
tung des Vektors Ä überführt, wenn man beide Vektoren (also auch 
den Vektor Ä) von dem Punkte 0' aus zeichnet. 

Die Beziehungen, in denen die auf ein beliebiges rechtwinkhges 
Koordinatensystem bezogenen Komponenten des Vektorproduktes zu 
den Komponentedtt der Faktoren stehen, erkennt man somit leicht durch 
dieselbe Überlegung, die für das statische Moment schon in § 8 durch- 
geführt wurde. Man braucht nur anzunehmen, daß durch den im Pro- 
dukte an zweiter Stelle stehenden Vektor SB eine Kraft dargestellt werde, 
durch den anderen Vektor 91 aber die gerichtete Strecke, die man von 
dem Punkte 0' zu dem Angriffspunkte der Kraft zieht; dann ist das 
äußere Produkt [3[SB] gleich dem statischen Momente der Kraft in 
bezug auf den Punkt 0'. Die Komponenten des Momentes müssen aber 




^ Oder auch durch das Symbol V ^ ® • 

Digitized by VrrOOQlC 



62 Die Bewegung des freien materiellen PimJctes, 



T 



nun dieselben sein, ob man sie auf das eigentliche Koordinatensystem 
oder Äuf ein diesem paralleles mit den^ Punkte 0' als Ursprung bezieht. 
Es ist somit nach Gl. 6 des § 8 

(12) [«S] = tM, 2?, - A^BJi + iM, B, - A, B,}+i{A,B, -A.BJi. 

Da der ergänzende Vektor nach der vorhin gegebenen Definition 
seine Eichtimg umkehrt, wenn die beidep Faktoren ihre Stellung im 
äußeren Produkte vertauschen, so kann für die äußere Miiltiplikation 
das kommutative Gesetz nicht gelten; es ist vielmehr, wie auch 
aus der 61. 12 ersichtlich ist, 

(18) [«©]= ~[95?l] . 

Dagegen folgt aus Gl. 12, daß auch für die äußere Multiplikation das 
distributive Gesetz gilt; es ist 

(14) [«,»+6:] = r2i95] + [«Q:]. 

Das äußere Produkt zweier zueinander senkrechter Vektoren hat 
einen Betrag, der gleich ist dem arithmetischen Produkte der Beträge 
der beiden Faktoren; das äußere Produkt zweier gleichgerichteter Vek- 
toren hingegen verschwindet . Es ist 

(15) ' pt95] = 0, wenn ?l II 93, 

und umgekehrt kann aus dem Umstände, daß das äußere Produkt zweier 
Vektoren Null ist, stets geschlossen werden, daß die beiden Vektoren 
die gleiche Eichtung haben. 

Für die äußere Multiplikation der Grundvektoren gelten die ein- 
fachen Beziehungen 

|[ii] = o, [ii]-o, • [ii] = o, 

I[in=-i, r!i] = -i, [i!] = -i. 

Da das äußere Produkt eines Vektors mit «ich selbst nach Gl. 15 
verschwindet, so definiert man als das Quadrat eines Vektors das 
innere Produkt des Vektors mit sich selbst. Es ist also nach dieser 
Definition einfach 

(17) «2=^2, 

Nachdem die innere und die äußere Multiplikation definiert sind, 
ist es nur mehr eine keine weiteren Festsetzungen verlangende Bechen- 
aufgabe, Ausdrücke zu berechnen, in denen drei oder mehr Vektoren 
miteinander multipliziert erscheinen. Zunächst ist es klar, daß ein Aus- 
druck von der Form 91 . (S C), da in ihm ein Vektor mit einem Skalar 
multipliziert erscheint, einen Vektor darstellt, der dieselbe Bichtung 
hat wie 91. Die Ausdrücke 91 (SB C), SB (91 (£), d (91 93) sind also von- 
einander nach Größe und Bichtung völlig verschiedene Vektoren. 

Das innere Produkt aus einem Vektor und dem äußeren Produkte 
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zweier anderer, also die Größe 91 [S ^]y muß natürlich auch ein Skalar 
sein, dessen Betrag gleich ist dem Flächeninhalte des von den Vektoren 
5B und (£ gebildeten Farallelogranmis, multipliziert mit demr Betrage Ä 
und überdies noch mit dem Kosinus des Winkels, den die Bichtung 
von 9t mit der Bichtung der auf dem Parallelogramm errichteten Nor- 
malen bildet. Der Kosinus dieses Winkels ist aber gleich dem Sinus 
des Winkels, den 9( mit der Parallelogrammfläche bildet. Infolgedessen 
ist der Skalar 91. [JBQ^J gleich dem Volumen des von den Vektoren 
2t, ©, C gebildeten Parallelepipeds.'* Da bei einer Umkehrung des 
Koordinatensystems der Vektor 91 sein Vorzeichen ändert, der axiale 
Vektor [25(£] aber dabei ungeändert bleibt, so kehrt der Ausdruck 
91 . [iB £], obwohl er ein Skalar ist, dennoch bei einer Umkehrung des 
Koordinatensystems sein Vorzeichen um; man nennt Größen solcher 
Art Pseudoskalare. Doch gilt jedenfalls, wie eine einfache Überlegung 
zeigt, die Formel 

(18) 9t[95Q:] = SB[(S;9l3 = C[9lSB]. 

Das doppelte äußere Produkt [91 [SBC]] muß jedenfalls wiederum 
ein Vektor, und zwar ein polarer Vektor sein, da bei einer Umkehrung 
des Koordinatensystems der axiale Vektor [SC] das Vorzeichen nicht 
ändert. Bezeichnet man den Vektor [95 C] kurz mit J) , so ist nach 
Gl. 12 die ic-Komponente des Vektors [91 [93 C]] 

[9t [»C]]. = Ä, D,^A,D, = AAB,C,-^B,C^ - ^{B.C«- B,C^. 

Indem man zu dieser Gleichung noch die Identität hinzuaddiert 

findet man 

,,^. mUBf5^]].^BAA,C,+A,C,+A,Ci--CAA.B,+A,B,+A,B,] 

^^^^ \ =B..91C;-C,.9t93. 

Zwei analoge Gleichungen, die sich durch zyklische Vertauschung der 
Indizes ergeben, erhält man für die t/- und für die £?- Komponente des 
Vektors [9l[95C]]. Indem man die drei Gleichungen, die sich derart 
ergeben, der^Eeihe nach mit den drei Grundvektoren i, i, I multipliziert 
und dann addiert, findet man 

[9t [93 (£]] = 9t C {i ß. + i Bv + 1 B. } - 9t 95 {i C, + . i C, + 1 C, I 
oder 
(20) [9t [93 (£;]] = ». 9tQ:-6;.9t93. 

Die Differentiation* eines Vektors nach einem skalaren Argu- 

* Der Skalar ist positiv oder negativ, je nachdem ob der Vektor % mit dem 
Vektor [S C^] einen spitzen oder einen stumpfen Winkel bildet. 

^ Auf die Frage, was miter der Division eines Vektors durch einen anderen 
zu verstehen sei, soll hier nicht näher eingegangen werden; diesbezüglich sei auf die 
betreffenden Lehrbücher verwiesen. 
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(21) ^ = ü--.. 



ment, etwa nach der Zeit, läßt sich, indem man den Differentialquotienten 
eines .Vektors durch die Formel definiert 

auf die Subtraktion von Vektoren und auf die Division eines Vektors 
durch einen Skalar zurückführen. Denn da, auf ein beliebiges recht- 
winkliges Koordinatensystem bezogen, 

(22) A^=^iAA^+\AA^+lAA, 

ist, so ist, falls sich die Lage des Koordinatensystems nicht mit der 
Zeit ändert (vgl. § 21), 

(28) ^ = t^ + i^+*^- 

Wie aus der 61. 5 des § 4 folgt, stellt also der Beschleunigungsvektor 
den zeithchen Differentialquotienten des Geschwindigkeitsvektors dar. 
Andererseits kann man auch stets einen Vektor % als Produkt aus 
einem in seine Bichtung fallenden Einheitsvektor, der a genannt werde, 
und aus einem Skalar A ansehen. Dann folgt durch Differentiation 

(24) dt -^-dr + '^if' 

Nun ergibt sich aber ans der Gleichung 
(26) a . a = 1 , 

daß (vgl. Gl. 28) ^ 

(26) «-4? = ^ 

und somit nach 61. 8 der Vektor dal dt auf der Eichtung des Emheits- 
vektors a und folgUch auch (was ja dasselbe ist) auf der Eichtung des 
Vektors % senkrecht stehen muß. Da sich die Länge 
eines Einheitsvektors ja nicht ändern kann, so kann 
daldi nur die Eichtungsänderung des Vektors a 
in bezug auf die Zeiteinheit darstellen. In der Tat 
ist ja da der Vektor, den man zu dem Vektor a^, der 
die Eichtung zur Zeit ^ angibt, geometrisch hinzu- 
addieren muß, um den Einheitsvektor Og zu erhalten, 
der die Eichtung zur Zeit /g = f^ + d f wiedergibt 
Fig. 9. (Fig, 9)6 j)^ Q^ ^jjj Q^ beide die Länge eins haben, ist d a 

gleich dem im Bogenmaße gemessenen Winkel, den die 
Vektoren a^ und dg miteinander einschließen. Die Gl. 24 sagt also 
nichts anderes aus, als daß man den Vektor d^jdi stets in zwei zu- 
einander senkrechte Komponenten zerlegen kann, eine in der Eichtung 

* Auch auB der Fig. 9 erkennt man, daß da und a aufeinander senkrecht 
stehen müssen. Denn (2 a ist ein Element des Umf anges eines Kreises, in dem a den 
zugehörigen Halbmesser darstellt. 
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von ?( und von dem Betrage UAjdt und in eine hierzu senkrechte 
Komponente, deren Betrag gleich ist A . dq)/dt, wenn dq) der Winkel 
ist, um den sich in dem Zeitelement dt die Kichtung des Vektors 3t 
ändert. Wendet man diesen Satz im besonderen auf den Geschwindig- 
keitsvektor an, so ergibt sich sofort die in § 5 viel umständhcher 
abgeleitete Zerlegung der Beschleunigung in eine Tangential- und eine 
Normalkomponente. Für die tangentiale Komponente folgt aus Gl. 24 
der Wert dv/dt, für die normale der Wert v . dq)/dt Nun ist aber 
die lineare Geschwindigkeit v gleich dem Produkte aus dem Krüm- 
mungshalbmesser Q und dtp /dt. Die normale Komponente der Be- 
schleunigung hat also den Wert v^Jq — in Übereinstimmung mit den 
Ergebnissen der Ableitung in § 6. 

Aus der Gl. 28 folgen schließlich durch Verbindung mit den Gl. 5, 
7 und 12 die wichtigen Formeln 

fOm di% + S^) d% d^ 

^^^f ~Tt ^df^df' 

(28) ^(2i.s).2t^ + jB^, 

(29) ^[2iS] = [8l^^] + [^»]. 



§ 12. Die mechamsohen OrondformelB in vektorieller Schreibweise. 

Um in den späteren Betrachtungen die Vektorrechnung verwerten 
zu können, ist es zunächst notwendig, die bisher gewonnenen Grund- 
formeln der Mechanik auch in vektorieller Schreibweise auszudrücken, 
wodurch sie überdies meist eine wesentliche Vereinfachung erfahren. 
Für die verschiedenen mechanischen Vektorgrößen mögen dabei die- 
selben Buchstaben in deutscher Schrift gebraucht werden, die in latei- 
nischer Schrift schon für ihre Komponenten angewendet wurden. Es 
sei also Ä die Kraft, u die Geschwindigkeit, b die Beschleunigung, 
ds das Bahnelement, (5 die Bewegungsgröße, r die gerichtete Strecke, 
die zwei Punkte verbindet, SR das statische Moment. In dem vorigen 
Abschnitte ist bereits gezeigt worden, daß b = dr)/dt, die Arbeit durch 
das innere Produkt Ä . ds bestimmt und 9K gleich dem äußeren Pro- 
dukte [r . Ä] ist. 

Das Beharrungsprinzip findet nun seinen Ausdruck in der beim 
Fehlen von Kräften erfüllten Eelation 

(j) ■ s-»- ■ 

die zugleich das Beharren in geradliniger Bahn imd die ünveränderlich- 
keit des absoluten Betrages der Geschwindigkeit ausdrückt. 

Der Satz vom Kräfteparallelogramm lautet, wenn die Eesul- 
tierende 91 genannt wird, 

Haas, SlDfOhning in die theor. Physik. 5 
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66 Die Bewegtmg des freien materiellen Punkiea, 

(2) 9l = ZÄ, 

wählend die Bedingung für das, Gleichgewicht eines einzehien freien 
Massenpunktes ist 

(3) Z Ä = . 

Das zweite NBWTONsche Bewegungsgesetz findet ebenso 
wie die Bewegungsgleichungen für ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
seinen Ausdruck in der Vektorgleichung 

(4) R^mh 
oder auch 

'(5) Ä = «4f, 

oder schüeßlich 

(6) Ä = 4?- 

Die natürlichen Bewegungsgleichungen können in die Vektor- 
gleichung zusammengefaßt werden 

(7) 5l = ».(t^ + «^), 

wenn man mit t den in die Bichtung der Bahntangente fallenden Ein- 
heitsvektor bezeichnet, oder auch, wenn man eine besondere Bezeichnung 
für den^inheitsvektor in der Bichtung der zum Krümmungsmittelpunkte 
weisenden Normalen einführt, nämlich n , 

(8) «-«.(t^ + n-f). 

Das eine unendlich kleine gerichtete Größe darstellende Wegelement ds 
selbst (mit den Komponenten dx, dy, dz) kann man auch als Differential 
eines Vektors r ansehen, wenn man unter r den von einem festen Punkte 
aus zu dem bewegten Massenpunkte gezogenen Badiusvektor versteht. 
Denn ist der Badiusvektor zur Zeit t die gerichtete Strecke r^ und zur 
Zeit t + dt die gerichtete Strecke tg, so bilden r^, tg und ds miteinander 
ein Dreieck; es ist daher ds die geometrische Differenz zwischen rg und r^. 
Andererseits ist aber 





dt _r,-r, 
dt dt 


Es ist somit dS gleich 


dl und daher 


(9) 


»-4f. '- 



dt* 

Das Newton sehe Gravitationsprinzip kann man, um auszu- 
drücken, daß die Anziehungskraft stets die Bichtung der Verbindungs- 
strecke hat, in der Form schreiben 
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(wobei ti2/ri2 der in die Verbindungsrichtting fallende Einheitsvektor 
ist) oder auch 

(10) ft«-;,.iliML. 

Für die Beziehung zwischen lebendiger Kraft und Arbeit gilt 
die Formel 

(11) dL = Ä.d5 . 

Durch eine sehr einfache Betrachtung lassen sich mittels der Vektor- 
rechnung aus dem zweiten NswTONschen Bewegungsgesetze die Er- 
gebnisse des § 8 ableiten. Multipliziert man nämlich die das zweite 
Newton sehe Bewegungsgesetz darstellende Gl. 6 vektoriell mit dem 
von eiffem festen Punkte aus gezogenen Badiusvektor r, so findet man 

(12) . ' [rft] = '"[f4T]- 
Nnn ist aber nach Gl. 29 des § 11 

Berücksichtigt man nun die GL 9, so erkennt man, daß das zweite 
Glied der rechten Seite dieser Gleichung verschwinden muß und die 
Gleichung daher die einfache Gestalt annimmt 

(14) [rÄ] = '«-j'^[rD]. 

Die Bedeutung des äußeren Produktes [rt)] erkennt man leicht, wenn 
man aus diesem Produkte den skalaren Faktor dt heraushebt; dann 
wird 

(15) [rD] = ~[fd5]. 

[r . d s] ist, durch den ergänzenden Vektor nach Größe und Kichtung 
dargestellt, das Parallelogramm, das von den Vektoren r und ds ge- 
bildet wird; die Hälfte dieses Parallelogramms stellt aber die in dem 
Zeitelemente dt von dem Badiusvektor durchstrichene Fläche dar. 
i[ro] ist also der Vektor der Flächengeschwindigkeit, so daß in 
der Tat die Gl. 14 ntiit den Gl. 5 des § 8 identisch ist. In Analogie 
zur Gl. 6 kann man die Gl. 14 auch in der Form schreiben 

(16) [rft] = -~-[r©]. 

Der axiale Vektor [t @] steht in demselben Verhältnis zu dem, die Be- 
wegungsgröße darstellenden Vektor wie das statische Moment zu der 
Kraft. Man nennt darum auch den axialen Vektor \x(S] dc^s statische 
Moment der Bewegungsgröße oder das Moment des Impulses oder 
kurz den Drehimpuls.i Wirkt auf den Massenpunkt eine Kraft, die 

^ A. Foeppl schlägt für das Moment der Bewegungsgröße das kurze Wort 
Drall vor. 



6» 
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6S Die Beioegung des freien incUerieUen Punktes. 

stets nach demselben I^unkte gerichtet ist, und wird der Badiusvektor r 
von diesem Funkte aus gezogen, so verschwindet nach Gl. 15 des § 11 
das äußere Produkt [xSi], und in diesem Falle bleibt also während der 
Bewegung der Vektor des Drehimpulses ungeändert; die ünveränder- 
lichkeit seiner Länge drückt die Xonstanz des Bethiges der Flächen- 
geschwindigkeit aus, die UnveränderUchkeit seiner Bichtung hingegen 
die Tatsache, daß die Bewegung stets in derselben, zu dem Vektor senk- 
rechten Ebene verharrt. 

Der durch die Gl. 28 des § 9 gegebene Zusammenhang zwischen 
Kraft und Potential läßt sich durch die Formel ausdrücken 

Da diese Beziehung stets erfüllt sein muß, welche Eichtung auch immer 
man dem Koordinatensystem gibt, so muß sich jedenfalls eine zwischen 
Kraft und Potential bestehende Beziehung ermitteln lassen, die keinen 
Bezug auf irgend ein Koordinatensystem hat. Eine solche Beziehung 
ergibt sich nun in der Tat ohne weiteres, wenn man ein Koordinaten- 
system, dessen Koordinaten rc', y\ z' genannt Werden mögen, derart 
legt, daß sowohl dVjdx' als auch dVjdy' gleich Null wird; denn dann 
muß Ä die Richtung der /-Achse haben und gleich sein —dV/dz". 
Um ein solches Koordinatensystem zu konstruieren, braucht man aber 
nur durch den Punkt P, für den man die Größe und die Bichtung der 
Kraft ermitteln will, eine Fläche zu legen, die alle die Punkte in der 
Umgebung von P enthält, für die das Potential denselben Wert be- 
sitzt wie für den Punkt P selbst. Eine beliebige Tangente, die man im 
Punkte P an diese sogenannte Äquipotential- oder Niveaufläche 
legt, werde als x'- Achse gewählt, eine dazu senkrechte Gerade, die eben- 
falls im Punkte P die Niveaufläche berührt, als t/'- Achse; dann ist es 
klar, daß für den Punkt P die partielle Ableitung des Potentials sowohl 
nach x' als auch nach y' verschwinden muß. Die z'- Achse muß im Punkte P 
auf der Äquipotentialfläche senkrecht stehen; dieselbe Bichtung ihuß 
auch die Kiaft habon, und ihr Betrag muß gleich sein — dVjdzf. Die 
Kraft wird dabei ik}sitiv sein, wenn die /-Achse in der Eichtung positiv 
gerechnet wird, in der das Potential abnimmt. Verbindet man nun den 
der Niveaufläche fp (x, y,z) = V angehörenden Punkt P mit einem be- 
nachbarten Punkte P', der der Niveaufläche q> {x, y, z) = V + äV an- 
gehört, und bezeichnet man die Strecke PP' mit d§, so wird, wie ohne 
weiteres die geometrische Anschauung (Fig. 10) zeigt, da der Abstand 
der beiden Flächen in der /-Bichtung gleich dz' ist, 

(18) 4s ^ '^*' 



cos {d^yd %') 



Die auf die Längeneinheit bezogene Abnahme des Potentials, das so- 
genannte Potentialgefälle, ist demnach in der 21^- Bichtung, also senk* 
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recht zu den Niveauflächen, am stärksten, und man kann daher zu- 
sammenfassend sagen, daß die Kraft an jeder Stelle die Bichtung und 
GiöQe des stärksten Potentialgefälles für diese Stelle hat. 
Die Komponente der Kraft nach einer beliebigen Bich- 
tung kann map leicht finden, wenn man ein beliebiges 
Koordinatensystem derart legt, daß eine dßx drei Achsen 
in die betrachtete Bichtung t&jlt. Dann erkennt man phne 
weiteres, daß die Komponente der Kraft in cier betrefi[ej;Lden 
Bichtung gleich ist dem Pojbeotial^fälje in di^er Bichtung p. ^^ 
und somit entgegengesetzt g^ich der p^urjtaeUen Ableitung 
des Potentials ijiaich dieser Bichtung. 

Ist nun gfgpz allgemein ei^ie ska^are Funktion S in ibjrer Ab- 
hängigkeit vgm iOrte gegejbuep, so definiert man eine Vektorgjröße, 
die für e^e j^enitimmte Stelle die Bic^tujQg T)fi^ ßf9^ d^s grpjStep 
Ajistieges dieser Funktig^ besitzt, als 4^ Gradienten des Skalfirs S 
für die betreffende Stelle und bezeichnet ihn n^it dem Symbole grad S. 
Es ist also 
(19) Ä=-gradF. 



Allgemein ist 






oder * 

(20) grad^Ä-ll, grad,5=||, grad.5=||. 

Das Gebiet, innerhalb dessen S eine Funktion der Koordinaten 
darstellt, bezeichnet man als das Feld der skalaren Größe S. Hat nun 
S an einer Stelle P^ mit den Koordinaten iCj, y^, z^ den Wert S^, so ist 
der Wert an einer anderen Stelle P^ mit den Koordinaten x^, y^, z^ nach 
dem TAYLORSchen Satze durch eine Potenzreihe von der Form 
darstellbar 



^. - *. + iHu. • ('. - '.) + III,.,. • c'-Ä) + im.. 



^2 ~^1 






^ Zufolge Gl. 19 kann man den Gradienten von 8 auch symbolisch auf- 
fassen als das Produkt aus dem Skalar 8 und einem symbolischen Vektor 

den man den Hamilton sehen Differentialoperator nennt und mit V be- 
zeichnet. Das Zeichen V wird dabei Nabla ausgesprochen, weil ein althebräisches 
Ssuteoinstrument von derselben Form wie dieses Zeichen diesen Namen führte. 
Statt grad 8 kann man also auch V . 8 schreiben. Da diese Art der Bezeichnung 
jedoch einen Anfänger leicht verwirren kann, so soll von ihr, obwohl sie sehr yer- 
brettet ist, in diesem Buche kein Gebrauch gemacht werden. 
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Alle weiteren, nicht angeschriebenen Glieder sind dabei von der zweiten 
oder von noch höherer Ordnung. 

Wir können nun jedenfalls, wie Gl. 21 zeigt, um den Punkt P^ 
stets einen derart . kleinen Bereich abgrenzen, daß, wenn ' der 
Punkt Pg innerhalb dieses Bereiches liegt, bei dem verlangten Grade 
von Genauigkeit der Wert von Sj hinreichend genau bestimmt ist, 
wenn in der Gl. 21 die Glieder von höherer als der ersten Ord- 
nung vernachlässigt werden. Innerhalb des Bereiches erscheinen 
somit die ersten partiellen Differentialquotienten von 8 nach den Ko- 
ordinaten als konstante Größen und somit auch grad S als konstanter 
Vektor. Dies gilt um so genauer, je kleiner der Bereich ist, imd somit 
völlig genau für einen sogenannten unendlich kleinen Bereich. 

Bezeichnen wir nun die gerichtete Verbindungsstrecke P^ Pj mit a^^» 
so ist die a> Komponente von a^ gleich oc^ ~" ^i- Sind also die Punkte 
Pi und P2 einander benachbart, so kann man zufolge Gl. 20 und der 
Eegel für das innere Produkt zweier Vektoren setzen 

(22) S2-Si = gradS.ai2 . 
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IL Kapitel. 

Die Bewegung von Systemen freier Massenpunkte. 

§ 13. Der Satz vom Massenmittelpunkt. 

Während die bisherigen Betrachtungen der Djniamik eines ein- 
zelnen freien Massenpunktes gegolten haben, sollen in dem zweiten 
Kapitel Systeme von beliebig vielen freien Massenpunkten betrachtet 
werden, die beliebigen äußeren und inneren Kräften unterliegen, im 
übrigen jedoch in ihrer Bewegungsfreiheit in keiner Weise beschränkt 
sein sollen. Als innere Kräfte sollen hierbei solche bezeichnet werden, 
die zwischen den einzelnen Massenpunkten des Sjrstems wirken; alle 
übrigen Kräfte sollen äußere genannt werden. 

Wir denken uns die das System bildenden Massenpunkte, deren 
Zahl n sei, mit fortlaufenden Numtoern von 1 bis n versehen und be- 
trachten zunächst einen beliebigen einzelnen Massenpunkt, dessen Num- 
mer h sei. Seine Masse werde mit m^ bezeichnet, seine Bewegungsgröße 
mit ®J^, die Besultierende aus allen an ihm angreifenden äußeren Kräften 
mit Äj^ und die^auf ihn von dem Massenpunkte mit der Nunamer k aus- 
geübte innere Kraft mit Ä';^.. Dann läutet die Bewegungsgleichung 
des fc-ten Massenpunktes in vektorieller Schreibweise 

Der Strich bei dem Summenzeichen soll hierbei bedeuten, daß die 
Summe über alle ganzzahligen Werte von fc von 1 bis n mit Ausschluß 
von h selbst zu bilden ist. 

Wie immer also auch das System beschaffen sein mag, von welcher 
Art auch immer die Kräfte sein mögen, die an ihm angreifen, so lassen 
sich doch jedenfalls in analytischer Schreibweise 8 n Bewegungsgleichungen 
aufstellen, die die zweiten Differentialquotienten der Koordinaten der 
Massenpunkte in Beziehung bringen zu den auf das System wirkenden 
ICräften, z. B. also 
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Falls aber nun zwischen den einzelnen Massenpunkten Kräfte wirken, 
die von deren gegenseitiger Entfernung abhängen, so werden die 
Kräfte selbst Funktionen der Koordinaten sein. Wenn also auch 
die Aufstellung*der 8n Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung stets ohne weiteres möglich ist, so stellen sich doch im allgemeinen 
ungeheure mathematische Schwierigkeiten ein, sobald für einen 
bestimmten Augenblick die Lage des Systems bestimmt werden soll; 
denn hierzu ist es notwendig, die 8 n Differentialgleichungen zweimal 
zu integrieren, und das ist im allgemeinen eine so schwierige Auf- 
gabe, daß ihre völlige Bewältigung der Analysis bisher noch nicht ge- 
lungen ist. 

Wohl aber lassen sich, wie im folgenden gezeigt werden soll, mittels 
der einfachen Integrationsmethoden, die bereits in der Dynamik 
des einzelnen Massenpunktes verwertet wurden, sieben eröte Inte- 
grale der 8 n Differehtial^eiehungen zweiter Ordnung gewinnen, ^ie 
führen zu den sogehannt^i drei. Integralsätzen der Mechanik; 
die es überflüssig madien, in jedem hesonderen Falle die Integ!ration 
erst durchzufCöiren, die viehnehr durch Einsetzen der speziellen Werte 
sogleich die gebrauchten ersten Integrale für dem betraohteten beson- 
deren Fall ergeben. 

Der erste Integralsatz gründet sieh auf das dritte Newton sehe 
Bewegungsgesetz, das sogenannte Prinzip der Gleichheit von 
Aktion und Eeaktion, demzuMge die (durch die Änderungen der 
Bewegungsgröße gemessenen) Wirkungen zweier Köi-per aufeinander 
stets gleich, aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind.^ Ist 
also die Änderung der Bewegitngsgröße, die der %-te Massenpunkt an 
dem fc-ten hervorbringt, entgegengesetzt gleich der Änderung der Be- 
wegungsgröße, die der fc-te' Massenpunkt an dem h-ten erzeugt, so muß 
nach dem zweiten Newton sehen Bewegungsgesetze (da Ä proportional 
ist d ®) 

(2) Si\,+R\^ = 

sein. 

In dieser Gleichung werde zunächst Ä = 1 gesetzt und die Glei- 
ehimg dann für sämtliche Werte von k mit Ausnahme von 1 gebildet. 
Sodann werde in der Gleichimg fe = 2 gesetzt und nunmehr die Glei- 
chung für sämtliche Werte von k mit Ausnahme von 2 gebildet. Dieses 
Verfahren werde fortgesetzt, so daß schließlich in der Gleichung h = n 



^ Lex UI: Aotioni oontrariam semper et aequalem esse reactionem; sive cor- 
porum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias 
dirigi. — Das von Newtoi^ gewählte und immer wieder gebrachte Beispiel, daß der 
Stein, den jemand mit dem Finger drücke, gleich stark auch wiederum den Finger 
drückt, ist wenig dazu geeignet, einem Anfänger den wahren Sinn des dritten Nb wto k - 
sehen Bewegungsgesetzes darzulegen, zumal dieses Beispiel nicht dynamischen, son* 
dem statischen Inhaltes ist. 
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gesetzt und nun die Gleichung für alle Werte von A mit Ausnahme von n 
gebildet werde. Man erhält derart n (n — 1) Gleichungen, erkennt aber 
aaoh> daß jede Kraft in diesem System von Gleichungen zweimal vor- 
konmit. Denn in den n (n — 1) Gleichungen kommt' z. B. sowohl die 
Gleichung vor 

Ä'*., + Ä',^ - 
als auch die Gleichung 

Addiert man also alle n{n — 1) Gleichungen und dividiert dann durch 2, 
so findet man 

Auf Grund dieser Formel ergibt sich, indem man GL 1 für alle Werte 
von h von 1 bis w bildet und diese n Gleichungen dann addiert, die 
wichtige Beziehung* 

Aus dieser Gleichung folgt, daß die gesamte Bewegungsgröße 
eines Systems, auf das keine äußeren Kräfte wirken, un- 
geändert bleiben muß — ein Satz, den, freilich ohne exakten Be- 
weis, zuerst, und zwar in seiner Anwendung auf das Universum, Dbs- 
CABTEs' aufgestellt hat. Im übrigen erscheint der Zusammenhang, der 
bei einem einzelnen Massenpunkte zwischen der Bewegungsgröße und 
der Kraft besteht (Gl. 6 des § 12), durch die Gl. 4 auf ein System 
von Massen erweitert; denn bildet man einen Vektor, der gleich ist 
der geometrischen Summe der Vektoren, die die Bewegüngsgrößen der 
einzelnen Massenpunkte darstellen, und andererseits einen Vektor, der 
gleich ist der geometrischen Summe der Vektoren, die die äußeren, an 
dem System angreifenden Kräfte repräsentieren, so erscheint der zweite 
Vektor als zeitlicher Differentialquotient des ersten genau so, wie bei 
dem einzelnen Massenpunkte Ä der zeitliche Differentialquotient von 
(5 ist. 

Zu einem besonders einfachen Satze führt die Gl. 4 bei der Be- 
nutzung eines Begriffes, durch dessen Aufstellung Arghimedbs 
eigentlich die Entwicklung der theoretischen Physik eröffnete; es ist 
dies der Begriff des Massenmittelpunktes. Man definiert als den 
Mittelpunkt zweier Massen einen Punkt, der ihre> Verbindungsstrecke 
im umgekehrten Verhältnis der Massen teilt — eine Definition, die 
ihre Berechtigung einerseits in einer sehr geistvollen (wenn auch logisch 



* Das Differentialzeichen kann man namlioh zafolge Gl. 27 des § 11 Tor das 
Sammenzeichen setzen. 

^ Vgl. des VerfassOTs „Grundgleichungen der Meohanik'*, Vorl. 6. 
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nicht ganz einwandfreien) theoretischen Untersuchung des Abchimedes ^, 
andererseits in den Erfahrungen über das Gleichgewicht am Hebel 
fand. Bezeichnet man also mit S den Mittelpunkt zweier Massen, die 
sich in den Punkten A und B befinden, so gilt die Proportion 

AS : SB = m, : Wj , 
und infolgedessen ist 

Hieraus ergibt sich ohne weiteres der analytische Ausdiuck für die Lage 
des Mittelpunktes zweier Massen Wj und mg, die sich an den Stellen 
^1» Vv h '^d ^2» Uzi ^2 befinden. Es ist namÜch, wenn die Koordinaten 
des Mittelpi^iktes mit x', t/', z' bezeichnet werden, nach 61. 5, wi^ 
die einfache geometrische Anschauung zeigt, 

oder 

und zwei analoge Gleichungen gelten für y' und z\ 

Handelt es sich darum,- den Mittelpunkt dreier Massen zu be- 
stimmen, z. B. der beiden eben erwähnten und einer dritten Masße ^«3 
an der Stelle X3, j/3, %, so soll der Mittelpunkt dieser drei Massen defi- 
niert werden als der Mittelpunkt aus einer Masse (7% -f m^, die man 
sich in dem Pimkte x\ y\ z' vereinigt denkt, und aus der dritten Masse m^. 
Man findet dann nach Gl. 6 die x-Koordinate des Mittelpunktes der 
drei Massen , 

j, (m, 4- m^ x' 4- w, a:, __ mi x^ '^ m^x^ + ni^x^ 

Indem man diese Definition auf ein System von beliebig vielen Massen- 
punkten ausdehnt, ergibt sich für den Mittelpunkt des ganzen Systems, 
dessen Lage durch die Koordinaten |, 1/, C bestimmt sei, der analytische 
Ausdruck 

\^ 

Durch Differentiation der Gl. 7 nach der Zeit findet man (wenn 
m€m den Index h der Einfachheit halber wegläßt) 



(7) 



y ' ^^k' ^h 
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und somit durch abermalige Differentiation, wenn man wiederum die 
Reihenfolge von Summen- und Differentiationszeichen vertauscht, 

Die 61. 4 nimmt somit bei Einführung des Begriffes des Massenmittel- 
punktes in analytischer Schreibweise die Gestalt an 

d'^ 



(8) 



dt^ 

d^fl 
dt^ 



2^"^ = 2^ft> 



""'■S-A-S^*- 



d(^ 

Diese Gleichungen kann man in der Form aussprechen, daß der 
Massenmittelpunkt eines Systems, auf das nur innere Kräfte 
wirken, ruhen oder in geradliniger gleichförmiger Bewegung 
fortschreiten muß; daß hingegen, wenn auf das System äußere Kräfte 
wirken, sich das System so verhält, als ob seine ganze Masse in dem 
Massenmittelpunkte vereinigt wäre und an dieser, nun in dem 
Mittelpunkte konzentrierten Masse alle die äußeren Kräfte, die 
tatsächlich auf die einzelnen Massenpunkte ausgeübt werden, in gleicher 
Stärke und in gleicher Richtung angreifen würden. 

Das Ergebnis, das im Vorhergegangenen für ein System von freien 
Massenpunkten abgeleitet wurde, behält, wie in § 24 gezeigt werden 
wird, seine Gültigkeit auch für feste Körper. Man kann sich somit, 
da die an den einzelnen Punkten eines festen Körpers angreifenden 
Schwerkräfte parallel sind, auch die ganze Masse des schweren 
Körpers in seinem Massenmittelpunkte vereinigt und in diesem Punkte 
sein ganzes Gewicht angreifend denken. Dadurch erscheint es begründet, 
daß man den Massenmittelpunkt eines Systems allgemein auch dessen 
Schwerpunkt nennt und den in diesem Abschnitte behandelten ersten 
Integralsatz der Mechanik, da ihm zufolge beim Fehlen äußerer Kräfte 
der Schwerpunkt, falls er einmal ruhte, immer in Ruhe beharren muß, 
kurzweg als Prinzip der Erhaltung des Schwerpunktes bezeichnet. 



§ 14. Der Satz von der Erhaltung des gesamten Srehimpulses. 

In ähnlicher Weise, wie in dem vorigen Abschnitte das für den 
einzelnen Massenpunkt geltende Beharrungsprinzip verallgemeinert wurde, 
läßt sich auch, falls gewisse Voraussetzungen zutreffen, der in § 8 ab- 
geleitete Flächensatz auf ein System von beliebig vielen Massen- 
punkten erweitern. Indem man die Gl. 1 des § 18 vektoriell toit 
dem von einem festen Bezugspunkte aus gezogenen Radiusvektor, der 
X genannt werde, multipliziert, findet man 
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r WIR- 1 

(1) 

Bezeichnet man nun die Verbindungsstrecke, die man von dem fc-ten 
zum A;-ten Massenpunkte zieht, mit tj^«, so daß also 

^Hjc = r» - r^ 

ist, so findet man hieraus unter Benutzung der das dritte Nbwton- 
sche Bewegungsgesetz ausdrückenden Gl. 2 des § 18 

(2) ^ [r, . Ä',,] + [r, . Ä',*] = - [r,, . Ä',,] ; 

Das Vektorprodukt auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet 
aber (nach GL 15 des § 11), wenn die beiden miteinander multipli- 
zierten Vektoren gleichgerichtet sind, wenn also die Kräfte, die 
zwischen den einzelnen Massenpunkten wirken, in die Verbindungs- 
linien der Massenpunkte fallen, wenn sie sogenannte Zentralkräfte sind. 
Bildet man also die Gl. 1 für alle Massenpunkte und addiert dann 
die n derart erhaltenen Gleichungen, so verschwindet nach Gl. 2 die 
Doppelsumme auf der rechten Seite.^ Da sich ferner, wenn man die 
Gl. 13 des § 12 noch mit dem skalaren Faktor m multipliziert, die 
Belation ergibt 

(3) [,.^|.^M], 

so findet man aus Gl. 1 die einfache Beziehung 

— in völhger Analogie zu der für den einzelnen Massenpunkt geltenden 
Gl. 16 des § 12. 

Die Gl. 4 kann man in der Form aussprechen, daß der Vektor 
^ \.^h ®a]> dör sich durch vektorielle Addition der auf einen bestimmten 
Punkt bezogenen Drehimpulse der einzelnen Massen ergibt und der 
somit den gesamten Drehim.puls des Systems darstellt, nach Größe 
und Richtung für alle Systeme unge ändert bleibt, in denen entweder 
nur innere, in die Verbindungslinien der Massen fallende Kräfte oder 
aber außer diesen nur solche äußere Kräfte wirken, die nach dem Punkte 
gerichtet sind, auf den die Momente bezogen werden.* Man bezeichnet 
diesen Satz als den Satz von der Erhaltung des gesamten Dreh- 
impulses oder mit einem auf Grund der Betrachtungen des § 8 ver- 
ständlichen Namen als den Satz von der Erhaltung der Flächen- 
oder der Eotationsmomente.* 



^ Die Überl^^ng, die hierzu führt, ist genau dieselbe wie die in § 13 durch- 
geführte. 

* Denn auch dann verschwindet die rechte Seite der Gl. 4. 

' Eine Reihe sehr schöner Beispiele zur Veranschaulichung dieses Prinzipes 
findet sich bei Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, und bei FoBFrL, Vor- 
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§ 1^. Der Satz von der ErhaUtmg des gesamten Drehimpulses, 77 

Im allgemeinen wird natürlich die Größe wie die Richtung des ge- 
samten Drehimpulses voii der Lage des Punktes abhängen, auf den die 
Momente bezogen werden. Es sei etwa der gesamte Drehimpuls in 
bezug auf einen bestimmten Punkt P gleich U, und es handle sich nun 
darum, seine Größe H' in bezug auf einen anderen Punkt P' zu be- 
rechnen, wobei die gerichtete Strecke PP* mit b bezeichnet werde. Ist 
r der Radiusvektor, den man zu einem Massenpunkte des Systems von 
P aus zieht, und t' der Radiusvektor, der zu demselben Massenpunkte 
von P' aus gezogen wird, so ist also 

(5) t' = r-b 
und daher 

(6) i: [r' ©] = Z [r ©] - [b . Z ©] 
oder 

(7) U' = U - [b . Z ®] . 

Wie man aus dieser Gleichung erkennt, sind also Größe und Rich- 
tung des gesamten Drehimpulses dann von der Lage des Punktes, auf 
den die Momente bezogen werden, völhg unabhängig, wenn 2J® 
gleich Null ist, oder, was nach § 18 dasselbe ist, wenn der Schwerpunkt 
des Systems ruht.* Der gesamte Drehimpuls eines Systems, das keinen 
äußeren Kräften, sondern nur inneren Zentralkräften unterliegt und 
dessen Schwerpunkt ruht, stellt also einen von der Zeit und von der 
Lage des Bezugspunktes unabhängigen Vektor von unveränderlicher 
Größe und Richtung dar; infolgedessen muß auch in jedem derartigen 
System eine Ebene, die durch den Schwerpunkt geht und auf dem 
Vektor U senkrecht steht, ihre Lage unverändert beibehalten. Da 
man auch das Sonnensystem als ruhend ansehen kann (genauer ge- 
sagt, da man von seiner fortschreitenden, nahezu gleichförmigen Be- 
weguilg absehen kann), so muß es also auch in dem Sonnensystem, wi(^ 
zuerst Laplace erkannte, eine invariable Ebene geben. 



lesnngen über techniBohe Mechanik, 4. Bd., § 14. Hier sei nur eines hervorgehoben. 
Wenn sich auf der Erde nur solche Eisenbahnzüge imd Schübe auf der Fahrt befänden, 
die sich parallel dem Äquator in der Richtung von West nach Ost bewegen, sa müßte 
dadurch die ebenfalls von West nach Ost erfolgende Umdrehung der Erde verlang- 
samt, der Tag also verlängert werden. In dem Augenblicke, in dem alle diese Züge 
und Schiffe halten würden, würde der Tag seine normale Länge wiedererlangen. Er 
würde aber kürzer werden, wenn die Schiffe uncf Züge dann durchwegs ihre Richtung 
umkehren und sich insgesamt von Ost nach West bewegen würden. 

^ Denn die Bewegimgsgröße eines Systems ist gleich der Bewegungsgröße seiner 
im Schwerpunkte vereinigt gedachten Masse. Überdies wird, wie man aus Gl. 7 er. 
kennt, auch in dem besonderen Falle Vi' gleich H, wenn die Verbindungslinie der 
beiden Bezugspunkte dieselbe Richtung hat wie der Vektor, der die gesamte Bewegungs- 
große darstellt. 
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78 Die Bewegung von Systemen freier Maesenpunkte. 

§ 15. Der Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie. 

Neben den Integrationsmethoden, die zu den Sätzen von der 
Erhaltung des Schwerpunktes und von der Erhaltung der Flächen- 
momente führen, ist für die Bewegungsgleichungen eines Systems dis- 
kreter Massenpunkte unter gewissen Voraussetzungen auch noch als 
dritte die Integrationsmethode verwertbar, die in ihrer Anwendung 
auf den einzelnen Massenpunkt in § 9 den Satz von der Erhaltung 
der mechanischen Energie ergab. 

Multiplizieren wir nämlich die Bewegungsgleichung des Ä-ten Massen- 
punktes (GL 1 des § 18) 

skalar mit der Identität 

t)h » ä t = d Sf^ 

(wobei also d^^ das von dem Ä-ten Massenpunkte in dem Zeitelement dt 
zurückgelegte Wegelement bedeutet), so ergibt sich 

Diese Differentialgleichung führt nun durch ihre Sunmiation und Inte- 
gration zu einer besonders einfachen Beziehung, wenn nicht nur die 
äußeren Kräfte Ä* Potentiale F* besitzen, sondern auch eine Funktion 
der Koordinaten V\ die man das innere Potential des Systems nennt» 
existiert, die derart beschaffen ist, daß ihre negativen partiellen Ab- 
leitungen nach den Koordinaten eines Massenpunktes die Komponenten 
der gesamten an dem betreffenden Massenpunkte angreifenden inneren 
Kraft ergeben, so daß also 

Auf Gnmd der Betrachtungen des § 9 erkennt man, daß ein solches 
ini^eres Potential stets dann existiert, wenn die inneren Kräfte Zentral- 
kräfte und nur Funktionen der wechselseitigen Entfernung 
sind. Denn ist die Kraft nur eine Funktion des gegenseitigen Abstandes 
(und sonst nur von konstanten Größen abhängig), so kann man nach 
Gl. 20 des §9 setzen 

imd ist die Kraft eine Zentralkraft, so ist wiederum 

(4) Jf*. = Jf'A»-^^- 

Dann wird in der Tat 

oxi^ druk oxh ^ ruk ** 
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» ■ — — - 

Bildet man nun die Doppelsumme 

SO ergibt die partielle Differentiation nach den Koordinaten eines be- 
liebigen Massenpunktes mit der Nummer i den Wert 

Denn die partielle Ableitung nach x< verschwindet stets, wenn weder 
h noch fc gleich i sind. Hingegen ergibt sich der Wert X'^, zweimal, 
das eine Mal nämlich, wenn fe = i und k = p, das zweite Mal, wenn 
h = p und k — i wird; es ist also das innere Potential des Systems 
gleichzusetzen 

Wenn im besonderen die inneren Kräfte das NEWTONsche Gravi- 
tationsgesetz befolgen, so daß 

so wird 

Bezeichnet man nun die lebendige Kraft eines einzelnen Massen- 
punktes mit L, so ergibt die Addition der n Gl. 2 (falls sowohl die 
äußeren Kräfte Potentiale F^ besitzen, als auch ein iimeres Potential 
existiert) die Formel 

(8) d{ZL^)=^^d{ZVn)'-dr . 

Die Summe Z L^, die die gesamte lebendige Kraft des Systems dar- 
stellt, möge nun mit L bezeichnet werden] ZV^ wird das äußere Poten- 
tial des Systems V^ und schließlich die Summe aus dem äußeren und 
dem inneren Potential das gesamte Potential V oder die gesamte poten- 
tielle Energie des Systems genannt. Die Integration der Gl. 8 führt 
somit zu der Formel 

(9) /L + F=TF. 

Bei einem System von Massen besteht also beim Vorhandensein eines 
Potentials genau ebenso wie bei einem einzelnen Massenpunkte die 
wichtige Beziehung, daß die Summe aus der lebendigen Kraft und dem 
Potential eine von Ort und Zeit unabhängige, während der ganzen Be- 
wegung unveränderliche Größe darstellt, die man die mechanische 
Energie des Systems nennt. \ 

Da der Wert des inneren Potentials nur von der gegenseitigen Ent- 
fernung der einzelnen Massenpunkte des Systems (nämlich nur von 
den Werten von r^fc) abhängt, so folgt aus Gl. 9, daß die lebendige 
Kraft eines Systems, das keinen äußeren Kräften unterliegt und in 
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80 Die Bewegung von Systemen freier Massenpunkte. 



dessen Innerem nur Zentralkräfte wirken, immer wieder denselben 
Wert annehmen muß, wenn das System in die gleiche Konstel- 
lation zurückkehrt. Das System bewahrt also für eine bestimmte 
Konstellation einen bestinunten Wert der lebendigen Kraft und infolge 
dieser Tatsache, die von Lbibniz entdeckt und von ihm als „con- 
servatio virium vivarum** bezeichnet wurde, nennt man ein solches 
System auch ein konservatives System. Allgemein nennt man dann 
Kräfte, die eine Kraftfunktion besitzen, konservative Kräfte. 

In derselben Weise wie das Potential läßt sich auch die lebendige 
Kraft in zwei Bestandteile zerlegen, die man als innere und äußere 
lebendige Kraft unterscheiden kann. Nennt man nämlich die Koordi- 
naten des Systems relativ zum Schwerpunkte x', y\ z' und die 
Koordinaten des Schwerpunktes selbst x^, i/o, z^^, so findet man, da 
(10) x=x' +x^ 

ist, die Beziehung 

(U) i;s»(5)-.i;.»(^- + §.JL(;j«,., + H^3)';,.. 

Nun ist aber Zmx' nach 61. 11 des §18 gleich der gesamten Masse, 
multipliziert mit der rc'- Koordinate des Schwerpunktes selbst; diese 
ist aber gleich Null, weil ja die Koordinate x' auf den Schwerpunkt aLs 
Koordinatenursprung bezogen wird. Bildet man also die Gl. 7 auch 
für die y- und die 2f-Koordinale und addiert dann, so findet man 

(12) L = L'+Lo, 

oder in Worten: Die gesamte lebendige Kraft eii^es Systems setzt sich 
zusammen aus der lebendigen Kraft der Bewegimg des Systems in 
bezug auf den Schwerpunkt und aus der lebendigen Kraft der Be- 
wegung, mit der die im Schwerpunkte konzentriert gedachte Masse des 
Systems mit diesem fortschreiten würde. 

Nennt man die Summe aus U und dem inneren Potential des 
Systems kurz die innere Rnergie des Systems und die Summe aus 
Z^ und dem äußeren Potential die äußere Energie, und bezeichnet 
man jene mit W^, diese mit W^, so folgt aus Gl. 9 

dWi + dW^ = 0. 

Jede Änderung der inneren Energie muß also eine gleich große, entgegen- 
gesetzte Änderung der äußeren Energie zur Folge haben und umgekehrt. 
Zwischen dem Satze von der Erhaltung der mechanischen Energie 
und den Prinzipien von der Erhaltung der Bewegungsgröße und des 
Drehimpulses besteht also insofern ein wesentlicher unterschied, als 
aus den Endformeln, die die Integrationsmethoden dieser beiden Prin- 
zipe liefern, die inneren Kräfte völlig verschwinden, während sie in 
der Gl. 9 in dem Ausdrucke für V mitenthalten sind. Auch liefert die 
dritte Integrationsmethode nicht wie die beiden anderen drei, sondern 
nur ein einziges erstes Integral, so daß die Gesamtzahl der ersten 
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Integrale, die sich mittels der Integralprinzipe der Mechanik gewinnen 
lassen, höchstens sieben beträgt. Wenn an dem System keine äußeren 
Kräfte angreifen und in seinem Innern nur Zentralkräfte wirken, für 
die das dritte NEwroNsche Bewegungsgesetz gilt, dann müssen der 
Vektor, der die gesamte Bewegungsgröße darstellt, und ebenso auch 
der Vektor, der den gesamten Drehimpuls repräsentiert, Größe imd 
Bichtung unverändert beibehalten. Hieraus ergeben sich zweimal drei 
Gleichungen, und wenn man noch die Energiegleichung hinzunimmt, 
also sieben Differentialgleichungen, die nicht mehr die zweiten, sondern 
nur mehr die ersten zeitlichen Differentialquotienten der Koordinaten 
enthalten, die also nicht mehr von der zweiten, sondern bereits von 
der ersten Ordnung sind. Von diesen sieben Gleichungen gestatten die 
Gleichungen, die die gleichförmig geradlinige Bewegung des Schwer- 
punktes ausdrücken, eine abermalige Integration, so daß die Integral- 
prinzipe insgesamt zehn Integrationskonstanten ergeben können. 
Hiervon bestimmen je drei die Lage und die Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes zu einer gegebenen Zeit, drei Größe und Bichtung des Drehimpulses 
(oder was dasselbe ist, absoluten Betrag des Drehimpulses und Lage 
der invariablen Ebene) und eine die mechanische Energie des Systems. 

Die Bewegung eines Systems von n Massen läßt sich mittels der 
einfachen Methoden, die den Integralprinzipen zi^unde liegen, nur 
dann völlig bestimmen, wenn n gleich Zwei ist. Denn in diesem Falle, 
bei dein sogenannten Zweikörperproblem, kann man, indem man 
die unveränderliche Ebene, in der die Bewegung nach dem Flächen- 
satze erfo^n muß, zur a>t^Ebene macht, das räumliche Problem auf 
ein plänimetrisches reduzieren, so daß dann nur vier erste und vier 
aweHe Integrale notwendig sind. Von den vier ersten Integralen liefert 
zwei der Satz von der Erhaltung des Massenmittelpunktes, eines (das 
die Konstanz der Flächengeschwindigkeit in dieser Ebene ausdrückt) 
der Flächensatz und eines der Energiesatz. Von den vier zweiten Inte- 
gralen erhält man wiederum zwei dutch den Schwerpunktsatz, wäh- 
rend sich die beiden anderen (worauf hier nicht näher eingegangen 
werden soll) durch besondere Methoden, die aber nur bei dem ein- 
fachen Zweikörperproblem anwendbar sind, gewinnen lassen. 

Besteht das System aus drei Massen, betrachtet man also z. B. 
die Bewegung des Mondes unter dem gleichzeitigen Einflüsse der Erde 
und der Sonne (was zuerst Eulbb tat) oder die Störungen, die in seiner 
Bewegung um die Sonne ein Planet durch einen anderen Planeten er- 
fährt (was zuerst Laplacb tat), so ist eine Lösung mittels einfacher 
Integrationsmethoden nicht mehr möglich, weil diese statt der not- 
wendigen neun eben nur sieben erste Integrale ergeben. Man muß 
sich mit Näherungsmethoden begnügen, die für spezielle Fälle aus- 
gearbeitet sind, während in seiner Allgemeinheit das sogenannte Drei- 
körperproblem noch ungelöst geblieben ist. 

JUAi, SlDfObraiig io die theor. Physik. 6 

Digitized by VrrOOQlC 



m. Kapitel 

Die allgemeinen Prinzipe der Dynamik. 

§ 16. Das Priniip dar Tirtnallan Yarrftokungan. 

In den bisherigen Betrachtungen worden solche einzelne oder zn 
Sjrstemen vereinigte Massenpunkte behandelt, die zwar dem Einflüsse 
bestimmter Kräfte unterliegen, deren Bewegungsfreiheit jedoch von 
Tornherein keinerlei Beschränkungen unterliegt.^ Eine solche freie 
Bewegung ist dadurch charakterisiert, daß für jeden Massenpunkt, ob 
fr nun einzeln oder Bestandteil eines Systems ist, die Beziehung erfüllt ist 

(1) Ä-m.b, 

wenn unter 51 die Besultierende aus allen an dem Massenpunkte ^ 
greifenden Kräften und unter 6 seine tatsächliche Beschleunigung ver» 
standen wird. 

Diese Beziehung ist im allgemeinen nicht erfüllt, wenn die Be- 
wegung des Massenpunktes an bestimmte ?fi^'nR"ng*^ geknüpft, 
wenn sie, wie man sagt, unfrei ist. Die Bedingungen, die die Bewegungs- 
freiheit einschr &nki^nj können entweder darin bestehen, daß ein eix^ 
zelner Massenpunkt eine bestimmte Fläche* oder eine bestimmte Kurve 
nicht verlassen kann, so daß sich also der Massenpunkt in einer voll- 
kommen oder teilweise vorgeschriebenen Bahn bewegen mß6, oder 
aber darin, daß ein Massenpunkt mit einem anderen verbunden ist. 

Da für die unfreie Bewegung die einfache Beziehimg der GL 1, 
durch die das Problem der freien Bewegung gelöst ist, nicht erfüllt 
ist, so entstand der Physik die Aufgabe, nach allgemeineren Prin- 
zipien zu suchen, die es für ein System von Massenpunkten, dessen 
Bewegungsfreiheit beliebigen Beschränkungen ^terworfen sei, er- 
möglichen müssen,* aus den gegebenen angreifenden Kräften und den 
gegebenen Bedingungen die tatsächl iche auftretenden Besdüeunigungen 
und damit die Bewegungen Set einzelnenMassen zu bestimmen. Da 
die freie Bewegung nur einen besonderen Fall der unfreien Bewegung 



^ Vgl. jedoch § 17, Anin. 2. 

* Hierbei kann die Fläche selbst wieder entweder mhen oder Bieh telbft nüt 
der Zeit bewegen. 
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darstellt, so ist es klar, daß diese allgemeinen» im folgenden zu be- 
sprechenden Prinzipe auch die ganze früher behandelte Theorie der 
freien Bewegung in sich schließen müssen. 

Die Betrachtung, die zu diesen allgemeinen Grxmdsätzen führen 
soll, möge mit dem einfachsten Problem beginnen, nämhch mit der 
Frage, wann ein einzelner Massenpunkt, dessen Bewegungsfreiheit 
durch gewisse Bedingungen beschränkt sei, trotz der Einwirkung 
einer Kraft im Zpstande der Buhe beharrt, sich also, wie man sagt, 
im Gleichgewichte befindet (was natürhch bei dem Vorhandensein 
voller Bewegungsfreiheit unmöglich wäre). Die Antwort, die auf diese 
Frage das in diesem Abschnitte zu behandelnde Prinzip gibt, hat eine 
gewisse Ähnlichkeit mit dem Beweisverfahren, das in der Logik als 
deductio in absurdum bekannt ist. 

Gesetzt nämlich den Fall, daß sich ein punktförmiger Körper, ob 
wolil an ihm eine nach Größe und Bichtung gegebene Kraft angreife, 
in einer bestinmiten Lage beim Vorhandensein gewisser, die Bewegungs- 
freiheit einschränkender Bedingungen im Gleichgewichte befinde; dann 
müßte, wenn dies nicht der Fall wäre, die Kraft imstande sein, den 
Körper aus der gegebenen Lage (in der man sich ihn etwa bis zu einem 
bestimmten Augenblicke festgehalten denken kann) in eine bestimmte 
unendlich nahe* Nachbarlage überzuführen, die aber natürlich 
auch mit den gegebenen Bedingungen in Einklang sein müßte. Da aber 
hierbei die Kraft den anfänglich ruhenden Massenpunkt in Bewegung 
setzen müßte, so müßte sie bei dieser Bewegung, die ja einzig und allein 
unter ihrem Einflüsse stattfinden soll, lebendige Kraft erzeugen 
und somit positive Arbeit leisten. Der Massenpunkt wird sich also 
daijji im Gleichgewichte befinden, wenn keine einzige unendUch kleine 
Verrückung von der gegebenen Lage in eine mit den Bedingungen 
e^nfalls im Einklänge befindliche Nachbarlage möglich ist, bei 
der die hierbei von der Kraft verrichtete Arbeit positiv ausfällt. 
Dies ist die notwendige, aber auch hinreichende Voraussetzimg 
für das Bestehen des Gleichgewichtes, und es möge nun zunächst 
nach einem analytischen Ausdrucke für diese Voraussetzung ge- 
sucht werden. 

Man nennt eine Verrückung, die einen Massenpunkt aus seiner ge- 
gebenen tatsächlichen Lage in eine unendhch benachbarte, jedoch eben- 
falls mit den bestehenden Bedingungen in Einklang befindliche Lage 
überführt und die man nur probeweise — zur Untersuchung der 
Gleichgewichtsfrage — in Gedanken vornimmt (ohne damit sagen 
zu wollen, daß diese Verschiebung bei einer Bewegung des betrachteten 
Massenpunktes eintritt oder auch nur eintreten könnte) eine virtuello 



* Man darf nur unendlich kleine Verrüolnmgm betrachten, weil nach einer 
flodlioh grofien VerrOokiing im allgeineinen die für das ISorhandfiDfifiin des Gleioh- 
geiwiohtes notwendigen Voranssetsongen nicht mehr erfüllt sein werden. 
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Verrüokung.* Da diese virtuelle Verrückung — im Gegensätze zu 
einer bei einer tatsächlichen Bewegung zurückgelegten und einen Teil 
der tatsächlichen Bahn darstellenden Verrückung — in keiner Be- 
ziehung zu der Zeit steht, da die Komponenten dieser Verrückung also 
nicht gemeinsame Funktionen der Zeit sind, so kann man sie nicht 
wie die Komponenten des Wegelementes der tatsächlichen Bahn als 
Differentiale ansehen; man kann deshalb in den Komponenten der 
virtuellen Verrückung nur unendlich kleine allgemeine Veränderungen, 
nur sogenannte Variationen der Koordinaten erblicken, .die man 
mit dx, dy, dz bezeichnet; die virtulelle Verrückung selbst inöge, 
da sie ja einen Vektor darstellt, 6% genannt werden. 

Da die Arbeit, die die angreifende Kraft A (deren Komponenten 
X, Y, Z seien) bei einer ganz beliebigen virtuellen Verrückung d% 
leistet, gleich ist Si. 5 oder {X . d x + Y . d y + Z . d z), so lautet in 
analytischer Schreibweise die notwendige und hinreichende Bedingung 
für das Bestehen des Gleichgewichtes 

(2) Xdx + Ydy+Zdz^O . 

Besteht diese Beziehung, so erscheint es ad absurdum deduziert, dafi 
sich unter dem alleinigen Einflüsse der Kraft 51 der Massenpunkt bei 
den gegebenen Beschränkungen seiner Bewegungsfreiheit in Bewegung 
setzen könne. 

Wenn man von den Betrachtungen solche Fälle ausschließt, wo 
zu einer beUebigen, unendlich kleinen virtuellen Verrückung nicht auch 
eine entgegengesetzt gleiche möglich ist^ so kann (da bei einer Um* 
kehrung der Eichtung der Verrückung auch der Wert ^r Arbeit sein 
Vorzeichen wechselt^ nur dann jede Verrückung mit positiver Arbeits- 
leistung als ausgeschlossen gelten, wenn für eine ganz beliebige und 
somit für jede beliebige virtuelle Verrückung die Arbeit Null wird. 



^ So nennt man die Verrüokimg im Gegensatze zu den reellen Verrücknngw» 
die bei einer Bewegung eintreten, die entweder in Wirkliohkeit existiert oder aber 
doch wenigstens in der Betrachtung als tatsächlich vor sich gehend angenommen 
wird. 

* Ein solcher Ausnahmefall liegt it^B, vor, wenn sich ein Massenpuikt, der 
sich nur in zwei aneinander stoßenden Ebenen von verschiedener Richtung bewegwi 
kann, gerade in der Kante befindet, in der die beiden Ebenen aneinander grenzen. 
Auch ein schwerer Körper aal einem Tische stellt eigentlich einen solchen Ausnahme* 
fall dar; denn er kann sich in jeder beliebigen Richtung bewegen, die von seiner Lage 
aus vertikal oder schief nach aufwärts führt; zu allen diesen Verrückungen sind aber 
entgegengesetzt gleiche nicht möglich. Diese gibt es nur bei horizontalen Verrückungen. 
Man kium aber die Bewegung eines schweren Körpers auf einer beliebigen £1&ohe 
immer so behandeln, als ob er diese Fläche überhaupt nicht verlassen könnte; und 
dann ist — von ganz besonderen Ausnahmefällen abgesehen — auch stets zu jeder 
beliebigen virtuellen Verrückung die entgegengesetzt gleiche möglich. 

* Denn sie ist dann 

Z(-<Jx) + r(-.<Jy) +Z(-^«)h- - {Xdx + 7dy -^Zdi) . 
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Die Gleichung 

(8) X.dx + Y.dy+Z.dz=-0 

stellt also jedenfalls immer eine hinreichende Bedingung für das Gleich- 
gewicht dar; sie ist aber auch notwendig, wenn man — was im folgenden 
immer der Fall sein soll — nur solche Lagen betrachtet, in denen zu 
jeder beliebigen virtuellen Verrückung stets auch eine entgegengesetzt 
gleiche möglich ist.'' 

Die Betrachtungen, die bisher für einen einzelnen Massenpunkt 
durchgefül^ wurden, lassen sich mm leicht auf ein System von be- 
liebig vielen Massenpunkten verallgemeinern. Denn die bisherigen 
Betrachtungen müssen selbstverständlich auch dann ihre Gültigkeit 
behalten, wenn unter den die Bewegungsfreiheit einschränkenden Be- 
dingungen solche sind, die von den Verbindungen des betreffenden 
Massenpunktes mit anderen Massenpunkten herrühren. Auch dann 
muß die Gl. 8 für jeden einzelnen der n Massenpunkte gelten; jedoch 
müssen die virtuellen Verrückungen so vorgenommen werden, daß die 
vorgeschriebenen Beziehungen ebenso wie zwischen den tatsächlichen 
Lagen auch zwischen den variierten Lagen bestehen. Es müssen also 
die virtuellen Verrückungen der einzelnen Massenpunkte im allgemeinen 
voneinander abhängig sein; denn nur dann werden die imendlich kleinen 
Verrückungen der einzelnen Massenpunkte mit den gegebenen Bedin- 
gungen des Systems verträglich sein> und es wird aus ihnen eine vir- 
tuelle Verrückung des ganzen Systems resultieren. Indem man 
also unter der Voraussetzung, daß trotz der Verrückungen der einzelnen 
Massenpunkte die für das gesamte System vorgeschriebenen Bedin- 
gungen nicht verletzt werden, die Gl. 8 für jeden einzelnen Massenpunkt 
des Systems bildet imd diese n Gleichungen dann addiert, ergibt sich 
die allgemeine Gleichgewichtsformel in der Gestalt 

oder jn vektorieller Schreibweise 

wobei jedoch die n virtuellen Verrückungen derart beschaffen sein 
müssen, daß sie insgesamt eine virtuelle Verrückung des Systems er- 
geben. Man kann die Gl. 4 also auch in Worten dahin aussprechen, daß 
sich ein System von beliebig vielen Massenpunkten dann im Gleich- 
gewichte befindet, wenn die Summe der Arbeiten, die die angreifenden 
Kräfte bei einer virtuellen Verrückung des Systems leisten^ 
verschwindet. 



^ Dann werden die Bedingungen ihren analytischen Ausdmck in Gleichungen, 
nie aber in Ungleichungen finden. 

* Die Qröße Rj^, öl^^ bezeichnet man auch als das virtuelle Moment der 
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Dieses Prinzip der virtuellen Yerrückungen Trird häufig auch als 
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten bezeichnet. Dieser alt- 
hergebrachte, aber leicht zu Mißverständnissen führende Name erklärt 
sich aus der geschichtlichen Entwicklung des Prinzips, die bis in die 
Zeit des Aristoteles zurückreicht und auch auf das engste mit 
einem grundlegenden, aber falschen Satze der aristotelischen Dynamik 
zusammenhängt, demzufolge die Kraft durch das Produkt aus der Masse 
und der Geschwindigkeit gemessen werden soll. In der Tat führte näm- 
lich eine falsche Anwendung dieses falschen Satzes bereits Aristoteles 
(oder einen seiner Schüler) zu der richtigen Erkenntnis, daß sich die 
Geschwindigkeiten, die bei einer kleinen Störung des Gleich- 
gewichtes am geradlinigen Hebel die beiden Gewichte erfahren, um- 
gekehrt verhalten wie die Gewichte selbst. • Denn die Geschwindig- 
keiten verhalten sich, wie ohne weiteres die geometrische Anschauung 
zeigt, wie die Hebelarme; diese aber verhalten sich im Gleichgewichtß- 
falle umgekehi-t wie die Gewichte. Im Gleichgewichtsfalle ist also tat- 
sächlich das Produkt aus Kraft und virtueller Geschwindigkeit auf 
beiden Seiten gleich groß. 

Das Prinzip der Geschwindigkeiten am Hebel wurde dann im 
18. Jahrhundert durch Jordanus Nbmorarius auch für den 
Fall erweitert, daß zwischen der wirkenden Kraft und der Greschwindig- 
keit ein Bichtungsunterschied besteht (so daß also entweder die 
Projektion der Kraft auf die Eichtung der Geschwindigkeit oder um- 
gekehrt die Projektion der Geschwindigkeit auf die Eichtung der Kraft 
in Betracht gezogen werden muß). Eine allgemeinere und präzisere 
Fassung erhielt das Prinzip der Geschwindigkeiten, nachdem es be- 
reits lange eine große Bolle in der Statik gespielt hatte, aber erst durch 
Johann Bernoulli (1717), einerseits durch die Schaffung des 
exakten Begriffes der virtuellen, unendlich kleinen Verrückung und 
durch die genaue Beachtung des Vorzeichens der Arbeit, andererseits 
dadurch, daß Bernoulli das Prinzip, das bis dahin nur auf das Gleich- 
gewicht zweier Kräfte Anwendung gefunden hatte, auf das Zusammen- 
wirten beliebig vieler, an einem System angreifender Kräfte ver- 
allgemeinerte. Den analytischen Ausdruck für das Prinzip, wie er 
in Gl. 4 dargestellt ist, schuf Lagrange; er erkannte in dieser 
Gleichung die Grundformel der Statik, aus der er mit Hilfe des 
in dem nächsten Abschnitte zu behandelnden Satzes auch leicht die 
allgemeinste Formel der Bewegung herleiten konnte. 



angreifenden Kraft 51^. Unter 51» ist jetzt — im Gegensätze zu § 13 — die Re* 
sul^erende aus allen an dem A-ten Massenpunkte angreifenden äußeren und inneren 
Kräften verstanden. 

* Näheres hierüber sowie über die geschichtliche Entwicklung des Prinzipt 
der virtuellen Geschwindigkeiten in des Verfassers », Grundgleichungen der Mechanik** 
3. VorL 
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§ 17. Das Prinzip von d*Alembert und die allgemeine Bewegungsformel 

von Lagrange. 

Wenn die Kraft, die auf einen in seiner Bewegungsfreiheit be- 
schränkten Massenpunkt wirkt, die durch das Prinzip der virtuellen 
Verrückungen vorgeschriebene Bedingung^ nicht erfüllt, so kann sich 
der Maseenpunkt nicht im Gleichgewichte befinden, sondern muß sich 
unfrei bewegen. Die Frage, wie diese Bewegung bei den gegebenen 
Beschränkungen der Bewegungsfreiheit erfolgt, läßt sich aber nun auf 
die einfachere, im vorigen Abschnitte bereits gelöste Frage zurück- 
führen, wann sich der Massenpunkt bei den gegebenen Bedingungen 
unter dem Einflüsse einer an ihm angreifenden Kraft im Gleichgewichte 
befindet. 

Diese Zurückführung wird durch ein Prinzip ermöglicht, das man 
nach seinem Begründer als das Prinzip von d'Albmbbrt bezeichnet; 
ihm liegt der Gedanke zugrunde, daß die Bichtung der tatsäch- 
lichen augenblicklichen Beschleunigung bei der unfreien Be- 
wegung dadurch ausgezeichnet seinWll, daß eine in dieser Bichtung 
an dem Massenpunkte angreifende Kraft auf ihn stets so wirkt, als 
ob der Massenpunkt völlig frei wäre.* 

Bei der unfreien Bewegung wird im allgemeinen die angreifende 
Kraft Ä dem Produkte m . b nicht gleich sein, weder hinsichtlich der 
Bichtung noch hinsichtlich der absoluten Größe; man kann aber stets 
eine Kraft fingieren, ^e man die Zusatzkraft nennt und die derart 
beschaffen ist, daß die Vektorsumme aus der angreifenden Kraft R 
und der Zusätzkraft, die mit ?P bezeichnet werde, vektoriell gleich ist 
dem Produkte aus der Masse und der Beschleunigung, die der Massen- 
punkt bei seiner unfreien Bewegung in dem betrachteten Augenblicke 
tatsächlich besitzt; daß also 

(1) m.b = Ä+?P 

ist. 

Würde nun an dem Massenpunkte statt der Kraft Si eine Kraft 
(51 -f $) unter den gegebenen Bergungen angreifen, so müßte nach 



^ Ol. 2 des § 16. 

* Es ist zu beachten» daß diese Annahme zwar höchst plausibel ist, trotzdem 
aber doch nur ein Postulat darstellt. In einfacheren Fällen erscheint diese Annahme 
freilich so selbstverständlich, daß von ihr ohne viel BedQ^ken bereits in früheren 
Abschnitten Gebrauch gemacht werden konnte. So wurde die unfreie Bewegmig» 
die ein Körper unter dem Einfltuse seines Gewichtes auf einer schiefen Ebene 
zurücklegt, als eine freie Bewegmig aufgefaßt, die unter dem Einflüsse einer Kraft 
von der Größe m . ^ . sin a stattfindet, die in der Bichtung der Länge der schiefen 
Ebene nach abwärts wirkt. Daß von der tatsächlich angreifenden vertikalen Kraft m . g 
nur eine Komponente m . ^. sin a in der Bichtung der Länge der schiefen Ebene 
zur Geltang kommt, folgt eben daraus, daß die andere Komponente von der Größe 
m.^.oota, da sie auf der schiefen Ebene senkrecht steht und infolgedessen auf 
ihr keine Bewigungsändwrungen h«rvorrafen kann, verloren geht. 
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dem erwähnten Grundgedanken diese Kraft^ da sie ja nach Gl. 1 die 
Bichtung der tatsächlichen Beschleunigung hat, an dem Massen- 
punkte so wirken, als ob dieser völlig frei wäre. Die Kraft (Ä + ^) 
müßte also an dem Massenpunkte, ungeachtet der Beschränkungen 
seiner Bewegungsfreiheit, so, als ob er frei wäre, eine Beschleun^ung 
(Ä + ^)/m hervorrufen; diese wäre aber nach Gl. 1 gleich der Be- 
schleunigung b, die der Massenpunkt unter dem Einflüsse der Kraft A 
in seinem uni^eien Zustande besitzt. Die Beschleunigung des Massen- 
punktes ist also dieselbe, ob nun an ihm die Kraft 5t oder aber die 
Kraft (Ä + ?P) angreift; dies ist aber natürlich nur dann möglich, wenn 
die Kraft $ derart beschaffen ist, daß, falls sie allein an dem Massen- 
punkte angriffe, sie durch die gegebenen Bedingungen daran verhindert 
würde, an dem Massenpunkte überhaupt eine Beschleunigung zu er- 
zeugen. 

Bei einem System von Massenpunkten, dessen Bewegungsfreiheit 
beschränkt ist, müssen sich also in jedem Augenblicke der Bewegung 
die Zusatzkräfte, die man sich an den einzelnen Massenpunkten an- 
greifend denken kann, im Gleichgewichte befinden. Dies ist der 
eigentliche Inhalt des d'Alembbbt sehen Frinzipes, das man 
jedoch gewöhnlich in einer anderen Form ausspricht. Wenn man näm- 
lich zu der angreifenden Kraft noch eine fingierte Zusatzkraft hinzu- 
fügen muß, um die tatsächliche Wirkung der angreifenden Kraft nach 
den Grundsätzen der freien Bewegung erklären zu können, so kann 
man dies auch durch die Behauptung ausdrücken, daß infolge der ge- 
gebenen Beschränkungen der Bewegungsfreiheit die angreifende Kraft 
Ä nicht voll zur Geltung komme, sondern daß ein Teil von ihr ver- 
loren gehe uryl nur die Größe mh übrig bleibe; diese verlorene Teil^ 
kraft, die 93 genannt werdet muß natürlich der Zusatzkraft entgegen- 
gesetzt gleich sein, da ja 
(2) SB = Ä-mb. 

Können die Zusatzkräfte also, wenn sie allein an dem System angreifen, 
diesem keine Beschleunigung erteilen, so können es Ebenso- 
wenig die verlorenen Kräfte, die ja als den Züsatzkräften gleich und 
entgegengesetzt definierli werden. Man kann somit das d'Al^ iiBBBTSche 
Prinzip auch in der Form aussprechen: Die verlorenen Komponenten 
der Kräfte, die an einem System angreifen, müssen sich in jedem 
Augenblicke der Bewegung im Gleichgewichte befinden. 

Die Zusatz- imd die verlorenen Kräfte verhalten sich zueinander 
wie actio und reactio im Sinne des dritten Newton sehen Bewegungs- 
gesetzes^ weshalb man die verlorenen Kräfte auch als Beaktions- 



* Mit dem Ausdrucke „Verlorene Kraft" soll nur gesagt sein, daß mad S von ft 
vektoriell subtrahieren muß, um m . b su erhalten; keineswegs soll aber damit gesagt 
sein, daß der absolute Betrag der tatsäohliohoi Beschleunigung b stets kleine sein 
müsse als K/m. 



Digitized by 



Google 



§ 18. Die Oewinnung der partikularen Bewegungsgleiehungen. 89 



kräfte bezeichnet. Die Zusatzkräfte äußern sich in einem Druck oder 
Zug, der auf den bewegten Massenpunkt ausgeübt wird und ^er es 
eben zur Folge hat, daß sich dieser anders bewegt, als er es in freiem 
Zustande unter dem alleinigen Einfluß der angreifenden Kräfte täte. 
Die Terlorenen Kräfte stellen den Gegendruck oder Gegenzug dar, 
den die bewegten Massen auf die Verbindungen oder Vorrichtungen 
ausüben, die sie zur Abweichung von den Bahnen zwingen, die sie 
in freiem Zustande einschlagen würden.* ' 

Wenn aber nun die verlorenen Komponenten der Kräfte einander 
während der ganzen Bewegung stets das Gleichgewicht halten,' dann 
braucht man, wie zuerst Laobanob' erkannte, nur in der Gleichung, 
die das Prinzip der virtuellen Verrückungen ausdrückt (Gl. 4 des § 16) 
die angreifenden Kräfte durch ihre verlorenen Komponenten zu ersetzen, ^ 
um eine allgemeine Bewegungsformel in der Gestalt der Gleichung 
zu erhalten 

(3) 2{(Ä*--»»A-W •*»*}-<>. 

oder in analytischer Schreibweise 

§ 18. Dia dewümimg der partikularen Bewegugtfleicliimgen aus der 
allgemeinen Bewegnngsformel von LAGBAvei. 

Die dynamische Universalformel von Laorakob, die in 
dem letzten Abschnitte abgeleitet wurde (Gl. 4 des § 17), stellt nicht 

* D^ Bioh nach § 5 ein Massenpunkt in freiem Zustande mit konstantem 
Betrage seiner Geschwindigkeit dann in einer Kreisbahn bew^, wenn auf ihn eine 
Zentripetalkraft von der Größe m . v*/r wirkt, so ist es klar, daß bei einer Be- 
wegung, die ein Massenpunkt ohne eine von außen angreifende Kraft in einer vor- 
gesohriebenein Kreisbahn zurücklagt, die Zusatzkraft ebenfalls m,v*/r und zum 
Kreismittelpunkte gerichtet ist. Ebenso groß, aber entgegengesetzt, ist die Reak* 
tionskraft (oder die verloxene Kraft), die man als die Zentrifugal- oder Flieh- 
kraft bezeichnet. Diese Beziehung gilt ganz allgemein« wenn man an die Stelle des 
Kreishalbmessws den Krümmungsradius setzt. Die von äußeren Kräften nicht 
beeinflußte Bewegung in vorgeschriebener Bahn kann man etwa dadurch realisieren, 
daß man eine kleine Kugel eine schiefe Bbene hinabrollen und dann in eine möglichst 
glatte, gekrümmte Kinne einlaufen läßt, die in eine horizontale Tischplatte ein- 
gegraben ist. Eine derartige Bewegung ist in gewissem Sinne auch die mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit erfolgende Fahrt eines Straßenbahnwagens in einem 
gekrümmten Gleise. 

* d'Albkbxbt selbst benutzte zur Lösung jedes dynamischen Problems die 
besonderen Gleichgewichtsbedingungen des betoachteten Systems; so müssen sich 
2. B. an einem Hebel die verlorenen Komponenten der Kräfte stets umgekehrt ver- 
halten wie die augehOrigen Abelarme selbst. — Den Anstoß zu der Entwicklung 
der Idetti, die zu dem D'AuMBBBTschen Prinzip führten, gab das Problem des 
Sohwingungsmittelpunktes des j^ysisohen Pendels. Vgl. etwa LiaBAKOB, 
Analytisohe Mechanik, L Kap. des dynamischen Teiles« 
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nur eine allgemeine Eigenschaft jeder beliebigen Bewegung dar; sie 
besitzt auch den großen Vorteil, daß sich aus ihr durch bestimmte Me* 
thoden, die ebenfalls von Lagrakob ersonnen wurden» in jedem be- 
sonderen Falle die sogenannten partikularen Bewegungsgleichnngen 
des Systems gewinnen lassen, nämlich die Gleichungen, die die Be- 
wegungen der einzelnen Massenpunkte des Systems beschreiben. Diese 
Bewegimgsgleichungen erscheinen gewissermaßen in der Universalformel 
zusammengelegt, die bei geeigneter Behandlung wiederum in sie 
auseinanderfällt. 

Es werde angenommen, daß die Bewegungsfreiheit des Systems 
durch m Gleichungen eingeschränkt sei, die zwischen den 8 n Ko- 
ordinaten des Systems bestehen.^ Die Kräfte kommen in diesen Glei- 
chungen natürlich nicht vor; auch soll im folgenden nur der einfachere 
Fall betrachtet werden, daß diese Bedingungsgleichungen die Zeit 
nicht enthalten.* Die m Gleichungen lassen sich dann in die Form 
bringen' 

(1) Gii^^Viy^f^ !/»i,^»i) = (i = lbism). 

Man definiert nun die Zahl « = 8 n — m als die Zahl der Freiheits- 
grade des betreffenden Sjrstems. Ein völlig freies System hat demnach 
ebenso viele Freiheitsgrade wie Koordinaten, während durch die Hinzu- 
fügung jeder Bedingungsgleichung die Zahl der Freiheitsgrade um Eins 
vermindert wird; bestehen ebenso viele voneinander unabhängige Be- 
dingungsgleichungen wie Koordinaten, so ist eine Bewegung des Systems 
unmöglich, da dann die Werte aller Koordinaten von vornherein ge- 
geben und somit nicht veränderlich sind. 

Bei einem System von b Freiheitsgraden kann man nun von den 
8 n Koordinaten s beliebige auswählen, die mit • f * (fc = 1 bis «) be- 



^ Erst HsiNBioH Hbbtz hat in den achtziger Jahren des 19. Jahrhundert« 
auf die Wichtigkeit der Tatsache hingewiesen» dafi die Bedingnngen, .die die Be- 
weglichkeit eines Systems einschränken, sehr wohl ihren Ausdruck in Gleichungen 
zwischen den Differentialen der Koordinaten finden können, ohne daß diese Glei- 
chungen integrierbar zu sein brauchen. In diesem Falle lassen sich die Bedin* 
gungen natürlich nicht durch Gleichungen zwischen den Eloordinaten selbst ausdrücken. 
Man nennt solche Bedingungen nach Hbbtz nicht holonom und dementsprechend 
ein System nicht holonom, wenn es auch nur einer nicht holonomen Bedingung unter- 
worfen ist. Das am häu^sten gebrauchte Beispiel für ein nicht holonomes System 
stellt eine auf einer Ebene ohne Gleitung rollende Kugel dar. Erst Höldsb hat 
dann gezeigt, daß (was Hbbtz zunächst noch bezweifelt hatte) auch nicht holonome 
Systeme die Gesetze der klassischen Mechanik befolgen. In den folgenden Betrach- 
tungen ist (so wie dies allgemein bis zur Zeit von Hbbtz geschah) stets stillschwa gend 
vorausgesetzt, daß das betrachtete System holonom sei. 

* Man nennt dann das System skleronom, während man von einem rheo- 
nomen System spricht, wenn die Bedingungsgleichungen auch die Zeit ezplioite 
enthalten. 

* Natürlich ist es keineswegs notwendig, daß jede dieser m Gleichungen sämt- 
liche 3 n Koordinaten enthalte. 
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zeichnet werden mögen.* Diese s Koordinaten kann man dann als von- 
einander völlig unabhängig ansehen, während die übrigen m Koordinaten 
mittels der m Bedingungsgleichungen durch die 8 unabhängigen Ko- 
ordinaten ausdrückbar sein müssen. Man kann aber auch die Variationen 
der m abhängigen Koordinaten durch die Variationen der s unabhängigen 
ausdrücken. Denn ist etwa <p{u,v,w) irgend eine Funktion irgend 
welcher Variabein u, v, t/;, so ist es klar, daß die Änderung dtp, ^e 
die Funktion tp durch Änderungen ihrer Argumente um die Größen 
du, dv, dw erfährt, gleich ist der Summe derjenigen Änderungen, die (p 
erfahren würde, wenn sich entweder nur u oder nur v oder nur w ändern 
würde. Nun ist aber das Verhältnis zwischen einer Änderung, die tp 
bei konstantem v und w und alleiniger Änderung von u erfährt, und 
der entsprechenden Änderung von u nichts anderes als der partielle 
Differentialquotient von q> nach w. Ändert sich also u um iw, 'während 
V und w konstant bleiben, so ändert sich infolge des funktionalen Zu- 
sanunenhanges ip dadurch um den Betrag {dfpjdu) X du. Somit ist im 
allgemeinen eine Änderung von (p gleichzusetzen 

(2) Jy(„,„,„)»|5^«+|£^« + |j^«,. 

Indem man diese Formel auf die Gleichungen (1) anwendet, in denen 
ja G< (» = 1 bis m) Funktionen der Koordinaten darstellen, ergeben sich 
durch sogenannte Variation der Gl. 1 m neue Eelationen von der Form 



(3) 



i {IS^-* + WJ'^ + IS^^ - Ö' ('• - 1 ^^ "•)• 



Ersetzt man also mittels dieser Gleichungen (8) in der allgemeinen 
Bewegungsformel (Gl. 4 des § 17) die Variationen der m abhängigen 
Koordinaten durch die Variationen der e unabhängigen, so läßt sich 
die allgemeine Bewegimgsformel durch entsprechende Ordnung der ein- 
zelnen Glieder in die Form bringen 

(4) ^1 . all + ^2 . iJfa + . . . . + ^. . af. = , 

wobei die Größen A^, A^ usw. Funktionen der Kräfte und der Koor- 
dinaten sowie der zeitlichen Differentialig[uotienten der Koordinaten, 
nicht aber der virtuellen Verrückungen sind, so daß also die gleich Null 
zu setzende Summe immer eine lineare Funktion der Variationen der 
unabhängigen Koordinaten sein muß. Wenn aber nun die s Koordinaten 
fk voneinander unabhängig sind, so ist es klar, daß man ganz nach Be- 
lieben und unbekümmert um die Art, in der die übrigen (s — 1) Werte 
fjk variiert werden, die Variation einer einzehien unabhängigen Ko- 
ordinate derart vornehmen kann, daß die Koordinate dabei nach Be- 
lieben entweder größer oder kleiner wird; man kann also ganz nach 



^ Das Zeichen { möge also im allgemeir.en auch für y- und s-Eooidinaten ge- 
braucht werden. 
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Belieben jede einzelne der s Variationen unabhängig von den anderen 
Variationen positiv oder negativ werden lassen. Indem man derart 
immer d(it dasselbe Vorzeichen gibt wie der Größe Ajt, kann man es 
stets verhindern, daß auch nur ein einziger Summand der linken Seite 
der Gl. 4 negativ wird. Da aber eine Summe von Gliedern, unter denen 
sich kein einziges negatives befindet, nur dann Null sein kann, wenn 
jeder einzelne Sunmiand für sich verschwindet, so müssen (da ja 
^{i^ stets von Null verschieden angenommen wird) immer die Gleichungen 
erfüllt sein 
(5) w4i = , ^4, = , ^, == ,^ 

Durch die Aufstellung dieser Gleichungen erhält man derart e Be- 
wegungsgleichungen, also ebensoviel, als das System Freiheitsgrade 
besitzt, und somit genügend viel, um' die Bewegung des Systems voll- 
kommen zu beschreiben. Die Bewegungsgleichungen für die übrigen 
m Koordinaten ergeben sich dann aus den Gleichungen, die den Zu- 
sammenhang dieser m Koordinaten mit den s unabhängigen ausdrücken.^ 

Praktischer als das bisher betrachtete Verfahren erweist sich für 
die Gewinnung der partikularen Bewegungsgleichungen häufig ein zweites, 
das ebenfalls von Lagrangb herrührt und das als die Methode 
der unbestimmten Multiplikatoren bezeichnet wird. Bei diesem 
Verfahren denkt man sich jede der m Gleichungen (8) mit je einem, 
zunächst noch unbestimmt gelassenen Faktor Xf multipliziert und diese 
mit den unbestimmten Faktoren multiplizierten Gleichungen zu der 
allgemeinen Bewegungsformel hinzuaddiert. Dadurch erhält man eine 
Gleichung von der Form 



m 



<8 






iml 

Die Gleichung enthält also insgesamt 8 n Klammerausdrücke, die' 
mit den Variationen der 8 n Koordinaten des Systems multipliziert er- 

* Man erkennt auch, daß» wenn das System vollkommen frei ist, die allgemeine 
Bewegongsfonnel bei der angegebenen Art der Behandlung in die Bewegungsgleiobungen 
des freien materiellen Punktes auseinanderfällt 

JLh^mk-j-s^ usw. 

Die allgraieine Bewegnngsformel behält also auch in diesem Ealle ihre Gültigkeit» 
ohne frtilioh in diesem speziellen Falle irgendwie von Nutzen zu sein« 
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sciföinen» Die Werte, die diese Klammerausdrücke besitzen, hängen 
von den Werten der m Multiplikatoren ab, die bisher noch anbestinmit 
gelassen worden. Es ist daher die Forderung möglich, daß diese m 
Multiplikatoren so beschaffen sein sollen, daß von den 8 n Klammer- 
ausdrücken, die die Gl. 6 enthält, m Klammerausdrücke Null 
werden. 

Von den "8 n Gliedern, die die linke Seite der Gl. 6 bilden, bleiben 
dann nur mehr (8 n — m) übrig, in denen bestimmte Klammerausdrücke 
mit den Yaipationen von (8 n — m) Koor^naten multipliziert sind. Da 
das System aber andererseits (8 n — m) Freiheitsgrade hat, kann man 
die Variationen der übriggebliebenen (8 n — m) Koordinaten als von- 
einander völlig unabhängig ansehen, woraus folgt, daß jeder der übrig- 
gebliebenen (3n — m) Klammerausdrücke einzeln verschwinden muß. 

Da in der ursprünglichen Gl. 6 aber andererseits m Klammer- 
ausdrücke infolge der über die Multiplikatoren getroffenen Festsetzung 
NuU werden, so ergeben sich die partikularen Bewegungsgleichungen 
für die n Massenpunkte des Systems, indem man einfach sämtliche 
8 11 Klamüierausdrücke der Gl. 6 einzeln gleich Null setzt. Die 8n 
Gleichungen, die sich derart ergeben, enthalten allerdings (8n + m) Un- 
bekannte, nämlich die Koordinaten (und zwar als Funktionen der Zeit) 
und überdies noch die Multiplikatoren; da aber zwischen diesen Un- 
bekannten noch weitere m Gleichungen in der Form der Bedicgunga- 
gleiohungen (1) zur Verfügung stehen, so können aus diesen {9n + m) 
Gleichungen auch die Multiphkatoren bestimmt werden. Sind diese 
Werte gefunden, so brauchen sie nur in die gleich Null gesetzten Klammer- 
ausdrücke der Gl. 6 eingesetzt zu werden, um für jeden beliebigen Massen- 
punkt die partikularen Bewegungsgleichungen in der Form zu ergeben 



(7) 






<»1 



«»•$?- n+2'^< 



<«1 






imi' 

Zum Unterschiede von den in § 20 zu behandelnden Formeln be- 
zeichnet man diese Beziehungen als die LAGBANOESchen Bewegungs- 
gleichungen der ersten Form. Ein Vergleich dieser Formeln mit 
der 61. 1 des § 17 zeigt sogleich, daß die Summe 

23 dGi 

und die beiden analogen Summen der beiden anderen Gleichungen die 
Komponenten der Zusatzkrait darstellen, die man sich außer der 
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Kraft Xj^, Yji» Z^ an dem hrien Massenpunkte angreifend zu denken 
hat| um die unfreie Bewegung nach den Grundsätzen der freien Be* 
wegung erklären zu können. 



§ 19. Das HlHiLTOVsohe Prinzip. 

Da sich die Grundformel des Gleichgewichtes dadurch gewinnen 
läßt, daß man die tatsächliche Lage eines Systems mit einer unendlich 
wenig abweichenden, mit den gegebenen Bedingungen jedoch eben- 
falls verträglichen Nachbarlage vergleicht, so liegt der Gedanke nahe» 
auch die tatsächliche Bewegung eines Systems mit einer unendlich 
wenig abweichenden Bewegung zu vergleichen, die ebenfalls die dem 
System vorgeschriebenen Bedingungen erfüllt und die ebenso wie die 
virtuellen Yerrückungen nur probeweise in Gedanken angenommen 
wird. Jedem Funkte der tatsächlichen Bahn wird im allgemeinen der« 
art durch eine mit den gegebenen Bedingungen verträgliche unendlich 
jkleine Variation seiner Koordinaten ein unendlicher naher Punkt 
zugeordnet, und durch Aneinanderreihung dieser zugeordneten Funkte 
ergibt sich dann die variierte Bahn. Über die Art und Weise, in der 
diese variierte Bahn durchlaufen wird, sind nun natürlich auch wieder 
beliebige Annahmen möglich; aber man gelangt zu besonders einfachen 
Beziehungen, wenn man die spezielle Voraussetzung macht, daß die 
Zeit von der Variation unberührt bleiben soll; d. h. mit anderen 
Worten, daß ebenso groß wie die Zeit ist, die bei der tatsächlichen Be- 
wegung zwischen dem Durchlaufen zweier beliebiger Funkte vergeht, 
auch die Zeit sein soll, die man sich bei der variierten Bewegung zwischen 
dem Durchlaufen der beiden Funkte verfUeßend zu denken hat, die 
jenen beiden Punkten zugeordnet sind. 

Es sei A ein Punkt der tatsächlichen Bahn mit den Koordinaten 
X, y, 8; B sei der Funkt, in dem bei der tatsächlichen Bewegung die 
bewegte Masse nach Ablauf der Zeit dt nach dem Verlassen des Punktes A 
anlangt; A' sei der A zugeordnete Punkt der variierten Bahn; die a>Ko- 
ordinate des Punktes B, die a^i genannt werde, ist dann gegeben durch 
die^Beziehung 

Hingegen ist die x-Koordinate des Punktes A', die x^ genannt werde« 
(2) x^=^ X + d X . 

Nach Ablauf der Zeit dt trifft bei der variierten Bewegung die bewegte 
Masse im Funkte B' ein, dessen a^Koordinate x« genannt werde und 
die gleich ist 

(8) x ,^x, + ^dt^z + 8x + ^.di+±{Sx).dt. 

^ Denn ist Vg die Ar-Komponente der Geschwindigkeit, £o ist x^^ x -t \. dt , 
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N|M$h der getroffenen Voraussetzung soll aber nun, da die Zeit von der 
Variation unberührt bleiben soll, der Punkt B' identisch sein mit dem*r 
jenigen Punkte, der dem Punkte J^ zugeordnet ist; es ist also 

und somit nach Ol. 1 

(4) :,^^s + ^.äi+8x + s{^^^dty 

Da aber nun, wenn dt von der Variation nicht betroffen wird, 
ist, 80 ergibt ein Vergleich der Formeln (8) und (4) die Beziehung 

(5) r.(^')-*(4T)- 

Diese einfache Beziehung gilt aber (ebenso wie die analoge für y und z) 
nur dann, wenn die Zeit von der Variation unberührt bleibt; wenn 
aber die 61. 6 erfüllt ist, so kann man leicht aus der allgemeinen Be- 
wegungsformel von LAOfiANOB die Variation der lebendigen Kraft 
ermittehi, d. h. ^en Unterschied, der zwischen den Werten der leben- 
digen Kraft besteht, je nachdem, ob die Masse einen Punkt der tat- 
sächlichen Bahn oder aber den zugeordneten Funkt der variierten Bahn 
ipaBsiert. , . 

Zu einem Ausdrucke für die Variation der lebendigen Kraft ge- 
^langt ruan nun, wie schon Laobakob erkannte, am einfachsten der- 
art, daß man das in der allgemeinen Bewegungsformel vorkommende 
Produkt 

Bu einem vollständigen Differential ergänzt. Es ist nämlich 
/«\ d^x ^ d ( dx ^ \ dx d f^ s 

Nun ist aber nach Formel (5) 
-/7\ dx d fj. . dx s(dx\ jt\l(dxy\^ 

Bildet man jetzt die Gl. 6 für alle 8 n Koordinaten des Systems, 
multipliziert jede mit der zugehörigen Masse m^ und addiert 4&nn alle 
8 n Gleichungen, so erhält man auf der linken Seite die Summe 

A-l 



* Denn aus Gl. 2 des § 18 folgt die Formel 

ou 
mmdt 
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und man erkennt leicht, daß im Falle des YorhandenBeins dines Fotoir 
tials diese Summe nichts anderes darstellt als die mit entgegengesetstem 
Vorzeichen genommene Variation des Potentials. Denn es ist nach 
Gl 2 des § 18 

und nach 61. 28 des § 9 wiederum 

Andererseits ergibt das dritte (negaliTe) Glied der 61. 6» wenn m^ 
diese Gleichung mit der Masse multipliziert und über alle Koordinaten 
addiert, aufolge Gl. 7 die Gesamtsumme ' 

Dies ist aber wiederum, da die Summe der Variationen mehrerer Vcfit^ 
&nderlichen (vgl. Gl. 2 des § 18) nattkrlich gleich ist der Variation der 
Summe dieser Veränderlichen! nichts anderes als die mit negativem 
Vorzeichen genommene Variation der lebendigen Kraft L. kaf der 
linken Seite der Summengleichung steht also — i7, auf der rechten — ÄL. 
Man kann somit die Gleichung, die sich durch Addition der mit der 
Masse multiplizierten Gl. 6 über sämtliche Sn Kooirdinaten ergibt, in 
der Form schreiben 

(8) ^(i-F)-j^{2''mJ^^,, + ^ay, + ^^*,]}. 

Diese Gleichung nimmt nun eine besonders einfache 6estalt an, 
wenn man voraussetzt, daß die Variation nicht nur unabhängig von 
der Zeit, sondern auch derart durchgeführt werde, daß für zwei gegebene 
Zeiten, die ^ und ^ genannt werden mögen, die Lage des Systems bei 
der tatsächlichen und der variierten Bewegung zusammenfallen solL 
Man bezeichnet kurz die Zeiten ^ und ^ als Anfangszeit und Bnd- 
zeit, die entsprechenden Lagen als Anfangslage und Endlage, womit 
aber keineswegs gesagt sein soll, daß die Bewegung erst zur Zeit t^ be- 
ginnt und zur Zeit ^ schon endet, sondern nur, daß durch die Zeiten <o 
und ti das Stück der Bewegung begrenzt ist, für das die Variation 
in Gedanken durchgeführt wird.^ Multipliziert man nun unter diesen 
Voraussetzungen die Gl. 8 mit dt und integriert man sodann über 
die Zeit von (q bis ^, so erhält man auf der rechten Seite die Differenz 
zwischen den Werten, die der Ausdruck in der geschlungenen Klammer 
der Gl. 8 für die Zeiten ^ und ^ annimmt. Da aber nach der getroffenen 
Voraussetzung für die Anfangs- und die Endzeit die Variationen aller 
Koordinaten gleich Null sein sollen, so wird der Ausdruck in der ge- 
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§ 19. Dom Hamilionsche Prinxip. 97 

Bohlungenen Klammer sowohl für die Zeit t^ als auch für die Zeit t^ selbst 
Null, und es ergibt sich somit die einfache Beziehung 

(9) (d[L^r).dt^O. 

Das Zeitintegral der Variation des Unterschiedes zwischen lebendiger 
Kraft und Potential verschwindet also zwischen zwei Zeitgrenzen» für 
die die Lage des Systems nicht variiert wird, wofern die Variation der 
Bewegung unabhängig von der Zeit vorgenommen wird. Nach 
seinem Entdecker bezeichnet man dieses Theorem als das Hamilton- 
sehe Prinzip.' 



^ Da die Variation imabhftngig von der Zeit vorgenommen wird, ao kann man 
gamäß den Qrondregaln der Variationareohnnng das Variationaceiohen anoh vor daa 
Inlegraliatohan aeisan und die Gl. 9 somit anoh in dar Form sohraiban 

Da ein baalinuntea Integral, dessen Variation verschwindet, nach den Regeln dar 
Variationareohnnng (worauf hier nicht näher eingegangen werden soll), einen Grena* 
wart darstellt, d. h. entweder ein Maximum oder ein Minimum oder einen sogenannten 
8attelwert, ao kann man, wenn man mit Hblmholtz die Differenz {L - V) als 
daa kinetische Potential bezeichnet und die Gl. 10 noch durch die Differenz 
th *~ h) dividiert, diese Gleichung mit Hxlmholtz auch in folgender Form aus- 
a|ireohaii: Unter allen denkbaren Bewegungen, die ein System in einer gegebenen 
Zeit aus einer gegebenen Anfangslage in eine gegebene Endlage überführen, tritt 
diejenige Bewegung wirklich ein, für die der Mittelwert des kinetischen 
Potentials einen Grenzwert darstellt. 

Anoh die allgemeine Gleichgewichtaförmel (Gl. 4 des § 16) kann man, falls ein 
Potential besteht, zufolge Gl. 2 des § 18 in die Form bringen 

(11) «F-0 

und aomit auch sagen, daß sich ein System von Massoipunkten dann im Gleich- 
gewichte befindet, wenn seine potentielle Energie einen Grenzwert darstellt. 
Je nachdem, ob dieser Grenzwert ein Maximum oder ein Minimum darstellt, spricht 
man von labilem oder stabilem Gleichgewichte. Ist auch bei einer endlich 
großen Vwrückung^F Null, so nennt man das Gleichgewicht indifferent. Das 
bekannteste Beispiel eines indifferenten Gleichgewichtes stellt eine schwere Kugel 
auf einer horizontalen Fläche dar. 

Bis in das Altertum reichen die Versuche zurück, die besonderen Gesetze der 
Bewegung eines Systems aus Maximal- oder Minimaleigenschaften zu dedu- 
zieren, durch die die tatsächliche Bewegung vor ailen anderen Bewegungen, 
die im Einklänge mit den gegebenen Voraussetzungen denkbar sind, ausgezeichnet 
sein soll. So leitete z. B. schon Hbbon von Alexandria aus dem Postulate, daß 
der Weg, den ein optischer Shahl zwischen zwei Punkten bei einer Zurüokwerfung 
an einer ebenm Fläche zurücklegt, in der kürzesten Zeit durchlaufen werden 
müsse, ganz richtig die Gleichheit des Einfalls- und des Reflexionswinkels ab. Im 
18. Jahrhundert suchte Maupbbtuis ein oberstes Naturgesetz in der Fassung 
an formulieren, daß bei allen Naturvorgängen die „Aktion** (die durch das Produkt 
aus Weg, Zeit und Geschwindigkeit gemessen werde) ein Minimum darstellen müsse. 
Baas, EbifOhnuig in die theor. Pbyilk. 7 
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98 Die allgemeinen Prim;^ der Dynamik. 

§ 20. Die generaliiierteA BewegungtgleioliiiBfeB yoa LAeiAVH. 

Die das HAMiLTONsche Prinzip ausdrückende Gleichung stellt 
ebenso wie die dynan^sche Universalformel von Laoranob nur eine 
symbolische Formel dar; sie liefert nicht, wie etwa die Frinzipe Ton 
der Erhaltung des Schwerpunktes, von der Erhaltung des gesamten 
Drehimpulsee und von der Erhaltung der Energie, neue Integrale der 
Bewegungsgleichungen; aber ihr Vorteil besteht darin, daß sie (ebenso 
wie die allgemeine Bewegungsformel von Laobanob) ohne weiteres 
in die speziellen Bewegungsgleichungen des Systems auseinander- 
fällt, wenn man sie nach einer bestinmiten Methode behandelt; m 
dieser Hinsicht hat das HAMiLTONsche Prinzip vor der dynamisohen 
Universalformel von Laoranob aber noch den großen Vorsog» daft 
in ihr nichts vorkommt, was irgendwie auf ein bestimmtes Keotdinaten* 
System Bezug hat, zumal da die HAHiLTONSche GleishiMig ühirkaapi 
keine Yektorgrößen, sondern nur skalare Werte eotiiftlt. 

Es ist selbstverständlich, daß man durch Umkehrung des Weges, 
der in dem vorigen Abschnitte eingeschlagen wurde, auch wiedenMU 
aus dem Hamilton sehen Prinzipe die allgemeine Bewegungsformel 
von L AORANGE ableiten kann; indessen ist keineswegs dieittr Umweg 
notwendig, um aus dem HAMiLTONschen Prinzipe die partärahren 
Bewegungsgleichungen des Systems zu gewinnen. 

Um dies zu zeigen, mögen im folgenden die partikularen BfrwegupgS: 
gleichungen in sogenannten generalisierten Koordinaten i^gpkitet 
werden. Man versteht hierunter beliebige verftnderliche Größen» die 
nicht gerade Längen sein müssen, die auch Winkel, Fliehen, Vohunina 
usw. darstellen können, die jedoch so beschaffen sein müssen, daß sich 
durch sie die 8 n orthogonalen Koordinaten des Systems vollständig 
ausdrücken lassen.^ Setzt man im besonderen die Zahl der i 



Nachdem dieses bei Maufertttis noch höchst oberflächlich gefaßte nnd auch an- 
gewendete Prinzip eine exakte BegriUidung und Ausgestaltung durch EüLXB und 
Laobanob erfahren hatte, schuf dann in Anlehnung an dieses sogenannte Prinzip 
der kleinsten Aktion (auf das hier nicht näher eingegangen werden soll) im 
Jahre 1834 Hamilton sein Prinzip» für das eben (im Gegensatze tu dem Eulsb» 
LAOBANQEsohen) die Unabhängigkeit der Variation von der Zeit wesentliche Vor- 
aussetzung ist. Vgl. des Verfassers Vorlesungen über die Gnmdgleichungen der 
Mechanik, Vorl. 19 und 20. 

Es sei nur noch kurz erwähnt, daß das HAMmTONsohe Prinzip anoh dann seine 
Gültigkeit behält, wenn ein Potential nicht existiert, wofern man dann an Stelle 
von ö V symbolisch d' V schreibt und unter diesem Symbol die mit entgegengesetztem 
Vorzeichen genommene Summe 

versteht. 

^ Natürlich müssen auch keineswegs alle generalisierttti Kooidinatea unter- 
einander die gleche Dimension haben; es können einige Längen, andere 
Winkelgrößen ^ein usw. 
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Koordinaten der Zahl der Freiheitsgrade des Systems gleich, so können 
diese s generalisierten Koordinaten als voneinander völlig un- 
abhängig angesehen werden. Gelingt es also, für jede der generali- 
sierten Koordinaten eine Differentialgleichung aufzustellen, so ist durch 
diese s sogenannten generalisierten Bewegungsgleicbungen die 
BewiBgung des Systems vollkommen gegeben. 

Die generalisierten Bewegungsgleichungen müssen sich natürlich 
ans der allgemeinen Bewegungsformel von Laoranoe gewinnen lassen, 
indem man in ihr die rechtwinkligen Koordinaten sowie deren Varia- 
tionen und zeitlichen Differentialquotienten durch die generalisierten 
Koordinaten sowie durch deren Variationen und Ableitungen ausdrückt. 
Dies ist auch in der Tat der Weg gewesen, auf dem Laoranoe, der 
Schöpfer des Begriffes der generalisierten Koordinaten, zu diesen Glei- 
chungen gelangte. Im folgenden mögen sie jedoch aus dem Hamilton - 
sehen Prinzip abgeleitet werden, einerseits darum, weil dieser Weg viel 
einfacher ist, andererseits aber auch deshalb, weil hierbei die Methode 
gezeigt werden soll, durch die man aus der symbolischen Formel des 
HAMiLTONschen Frinzipes die Gleichungen der tatsächlichen Bewegung 
gewinnen kann. 

Die 8 generalisierten Koordinaten des Systems mögen mit 
p< (t = 1 bis 8) bezeichnet werden. Dann sind die orthogonalen Koordi- 
naten irgend eines der n Massenpunkte als bestimmte Funktionen der 
generalisierten Koordinaten darstellbar, so daß im allgemeinen Formeln 
bestehen werden von der Gestalt 

(1) «A = 9(Pl»Pt»p8-*'« P*)* 

Um nun in der HAifiiiTONschen Gleichung die lebendige Kraft durch 
die generalisierten Koordinaten ausdrücken zu können, muß man diese 
8 n Gleichungen (1) nach der Zeit differentiieren, sodann quadrieren, 
mit den zugehörigen Massen multiplizieren und schließlich alle addieren. 
Bezeichnet man, wie dies häufig üblich ist, den zeitlichen Differential- 
quotienten einer Größe durch Anbringung eines Punktes über dem 
die Größe bezeichnenden Buchstaben, so ergibt sich. durch Differentiation 
der Gl. 1 nach der Zeit die Beziehung 

indem man diese* Gleichung zum Quadrate erhebt, folgt 
Man erkennt leicht, daß man hierfür auch schreiben kann 



1* 
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(4) v-^2''l?feAv 

iml kml 

(Denn setzt man h gleich t, so ergeben sich die Glieder der ersten Beibe 
von Gl. 8; sind hingegen t und k verschieden, so kommt jeder Aus- 
druck im ganzen zweimal vor.) 

Indem man die Gl. 4 für jede der 8 n orthogonalen Koordinaten 
bildet, mit der zugehörigen Masse multipliziert und dann alle diese 
Gleichungen addiert, so findet man, da die Summe auf der linken Seite 
die doppelte lebendige Kraft ergibt, 

(5) ^I^-^^^iu^PiPu^ 



wobei 



«•1 hm\ 



hml 

Die Koeffizienten c^ hängen also nur von den Werten der generali- 
•ierten Koordinaten ab (nach Gl. 1), sind hingegen völlig unabhängig 
von den Werten ihrer zeitlichen Differentialquotienten, die man mit 
einem passenden Ausdrucke als generalisierte Geschwindigkeiten 
(und mit dem Symbol p) bezeichnet. 

Die lebendige Kraft, die nach Gl. 6 eine homogene quadratische 
Funktion der generalisierten Geschwindigkeiten darstellt, l&ßt sich somit 
als eine Funktion von 2 8 Variabeln Pi» Ps • • • • p«, l^x» P%* • • »P, ftof* 
fassen, und ixifolgedessen ist die in die Hamilton sehe Gleichung ein- 
ausetaende Variation der lebendigen Kraft gleich 

im 1 

Das Potential hingegen ist, da es nur von der Lage des Systems ab- 
hängen, von der Zeit jedoch unabhängig sein soll, vollkommen be- 
stimmt durch die 8 generalisierten Koordinaten selbst (da ja das System 
nur 8 Freiheitsgrade hat) ; von den generalisierten Geschwindigkeiten ist 
es aber völlig unabhängig. Es ist also 

iml 

Indem man die Werte aus den Gl. 6 und 7 in die Hamilton sehe 
Gleichung einsetzt, ergibt sich unter Berücksichtigung der GL 6 des 
§ 19, die ja erfüllt sein muß, wenn das Hamilton sehe Prinzip an- 
wendbar sein soll, und ferner auf Grund der Tatsache, daß man das 
Summenzeichen vor das Integralzeichen setzen kann 
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im, t. 



Das letzte Glied auf der linken Seite kann partiell integriert werden» 
indem man es zu einem vollständigen Differentialquotienten ergänzt. 
Denn es ist • 

Dies ergibt^ mit dt multipliziert und von t^ bis (^ integriert, 

Wenn nun die Voraussetzungen erfüllt sind, die für die Gültigkeit der 
HAHiLTONschen Gleichung notwendig sind, so muß das erste Glied auf 
der rechten Seite verschwinden, da für ^ und für f^ laut der getroffenen 
Voraussetzung die Koordinaten ungeändert bleiben sollen. Infolge- 
dessen nimmt Gl. 8 die Gestalt an 

Da nun die generalisierten Koordinaten, wie angenommen wurde, 
voneinander vollkommen unabhängig sind und man infolgedessen jede 
Variation dpi ganz beliebig und völlig unabhängig von den Variationen 
der anderen generalisierten Koordinaten wählen kann, so kann man 
es immer durch geeignete Wahl der dpi verhindern, daß für die i-te 
generalisierte Koordinate auch nur für eines der Zeitintervalle, über 
die sich die Integration erstreckt, der gesamte nach dem Integralzeichen 
folgende Ausdruck (die eckige Klammer mal dpi . dt) negativ wird. 
Infolgedessen kann die Gl. 11 (da ja dpi nie Null zu sein braucht) nur 
dann erfüllt sein, wenn für jedes < der in der eckigen Klammer stehende 
Ausdruck einzeln Null ist. 

Hierdurch ergeben sich die s partikularen Bewegungsgleichun- 
gen des Systems in der Form 

M Mw)-il:--U; <■■-""•"■ 

und dies sind die sogenannten generalisierten Bewegungsgleichun* 
gen von Laobangb oder, wie man sie zxur Unterscheidung von den 
Gl. 7 des § 18 auch nennt, die Laoranob sehen Bewegungsgleichungen 
der zweiten Form. 

Da die rechtwinkligen Komponenten der an dem System angreifenden 
Kräfte dargestellt sind durch die mit entgegengesetjztem Vorzeichen 
genommenen partiellen Differentialquotienten des Potentials nach den 
rechtwinkligen Koordinaten, so nennt man die mit entgegengesetztem 
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Vorzeichen genommenen partiellen Ableitungen des Potentials nach 
den generalisierten Koordinaten auch die generalisierten Kraft- 
komponenten oder auch die generalisierten Kräfte.* Andererseits 
nennt man mit Bezug auf die GL 18 des § 9 die partiellen Differential- 
quotienten der lebendigen Kraft nach den generalisierten Geschwindig- 
keiten die generalisierten Xnipulse des Systems. Bezeichnet man 
die generalisierten Kräfte mit P^ und die generalisierten Impulse mit ipi, 
so nehmen die 61. 12 in einfacherer Schreibweise die Form an 

(13) ^-TS-^-P. («-IbiB,). 

* Es ist jedoch za beachten, daß die generalisierten Kräfte keineswegs die 
Dimension einer mechanischen Kraft zu besitzen brauchen. Es ist lediglich not- 
wendig, daß das Produkt ans einer generalisierten Kraft und der zu ihr gehörigen 
geneiulisierten Koordinate die Dimension einer Arbeit hat; ist also z. B. eine gene- 
ralisierte Koordinate ein Winkel (also eine dimensionslose Größe), so hat die zu- 
gehörige generalisierte Kraft die Dimension eines Drehmomentes; ist die unabhängige 
Koordinate eine Volumgröße, so hat die zugehörige generalisierte Kraft die Dimen- 
sion eines Druckes usw. 
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IV. Kapitel. 

Die Relativbewegung. 

§ Sl. Die Oesohwindigkeii der Eelativbewegong. 

Bei vielen physikalischen Untersuchungen erweist es sich als not- 
wendig oder wenigstens als zweckmäßig, Bewegungsvorgänge statt auf 
ein mfaendes auf ein selbst bewegtes Koordinatensystem zu be- 
liehen. Es möge darum in diesem Kapitel (ohne daß hierbei Vorderhand 
Bäher auf die Berechtigung der Annahme einer „absoluten Bewegung" 
eingegangen werde) die Frage untersucht 
werden, durch welche Gleichungen Be- 
wegungsvorgänge beschrieben werden, wenn 
sie auf ein im Baume bewegtes Koordi- 
natensystem bezogen sind. 

Wir betrachten einen beliebigen be- 
wegten Masaenpunkt, dessen augenblick- 
licher, veränderlicher Aufenthaltsort mit 
P bezeichnet werde (Fig. 11). Der Ur- 
sprung des bewegten Koordinatensystems 
werde genannt, der Badiusvektor, der 
von nach dem augenblicklichen Aufent- Fig. ll. 

haltsorte des bewegten Massenpunktes 

gezogen wird, r. Daneben werde ein ruhendes System betrachtet, 
dessen Ursprung 0' sei. Der Badiusvektor O'P soll mit x', der Badius- 
vektor O'O mit to bezeichnet werden; dann besteht, wie Fig. 11 zeigt, 
stets die einfache Beziehung 

(1) r = r'-ro. 

Die Koordinaten im bewegten System mögen mit x, y, z, dessen 
Grundeinheitsvektoren mit i, i, I bezeichnet werden, so daß also 

(2) x^ix+iy+lz 

ist. Die Gesehwindigkeit des Massenpunktes in bezug auf das bewegte 
System, die sogenannte Belativgeschwindigkeit, ist durch einen 
Vektor dargestellt, dessen Komponenten nach den Achsen des bewegten 
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Systems gleich sind den zeitlichen Differentialquotienten der relativen 
Koordinaten x, y, z. Es ist also die Belativgeschwindigkeit, die mit 
Vf bezeichnet werde, gleich 

und es entsteht nun zunächst die Frage, in welchem Zusammenhange 
die durch 61. 8 definierte Belativgeschwindigkeit mit der auf das ruhende 
System bezogenen sogenannten absoluten Geschwindigkeit steht. 

Ein Anfänger könnte nun leicht versucht sein, o«. einfach mit dem 
Differentialquotienten dt /dt zu identifizieren. Dies wäre aber falsch» 
da ja die Achsen des bewegten Systems im allgemeinen sich nicht parallel 
bleiben und infolgedessen die Grundeinheitsvektoren des bewegten 
Systems bei der Differentiation nach der Zeit nicht als konstante Fak- 
toren angesehen werden dürfen. Es ist vielmehr 

Um die Bedeutung des zweiten Klammerausdruckes auf der rechten 
Seite dieser Gleichung zu erkennen, gehen wir von den für die drei zu- 
einander senkrechten Einheitsvektoren (nach § 11, Gl. 9 u. 16) geltenden 
Beziehungen aus 

(6) (ii) = o, (il) = 0, (ll) = 

und 
(6) [in = f. öl] = i. Pi] = i. 

Da das bewegte Koordinatensystem nach der Voraussetzung wäh- 
rend seiner ganzen Bewegung rechtwinklig bleiben soll^, so müssen 
natürlich auch stets die Beziehungen erfüllt sein, die sich durch Diffe- 
rentiation der 61. 6 und 6 nach der Zeit ergeben. Es ist also stets 



(7) 



lü + j^.O 
' dt^^dt ^' 



Schließlich folgen durch Differentiation der Gleichungen 

(8) (ii) = l. Ül) = l. (ll) = l 
die Beziehungen 

(9) (l^i) - usw, , 
somit (nach 61. 8 des § 11) 

(10) 4f^i^ ^±u 4^^i- 



di-^^' di-^^' dt 



^ Die Winkel zwischen den Eoordinatenaohien des bewegten Systems. soUen 
also w&hreod der ganzen Bewegung unge&ndert bleiben« 
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Die Tatsache, daß der Vektor di/dt auf dem Vektor l senkrecht 
steht, kann man nun auch derart ausdrücken, daß man den Quotienten 
di/dt gleichsetzt dem äußeren Produkte aus einem beliebigen Vektor m^, 
dessen Bichtung an sich ganz beliebig sein kann, der jedoch auf dem 
Vektor dl/di senkrecht stehen muß, und aus dem Einheitsvektor i. Von 
der Bichtung, die für den Vektor n)x imierhalb der zu di/dt senkrechten 
Ebene gew&hlt wird, h&ngt natürlich dann der absolute Betrag von DO} 
ab.' Indem man in ähnliöher Weise di/dt gleich setzt dem äußeren Pro- 
dukt aus einem beliebigen Vektor U)„ der aber auf di/dt senkrecht steht 
und aus demEi^eitsvektor j, und ebenso dl /dt gleich setzt dem äußeren 
Produkte aus einem beliebigen Vektor xo^, der wiederum auf dl/dt senk- 
recht steht, und aus dem Einheitsvektor f , kann man die Beziehungen (10) 
auch in der Form schreiben ^ 



(11) 






dt 

Indem man diese Werte in die 61. 7 einsetzt, erhält man für die 
erste der drei Gleichungen 

(18) l[w,i]+i[Wxi] = 

oder, da 

(18) «[95(i:] = 95[(i:«] 

ist (nach 61. 18 des § 11) unter Berücksichtigung der 61. 

(14) tD,(-I)+U),I=0. 

Indem man auch die beiden 61eichungen hinzufügt, die sich durch 
zyklische Vertauschung ergeben, erhält man so die drei 61eichungen 

[ l(u)i-»)^ = 0, 
(16) j l(U),-U),) = 0, 

i(»8-»i) = 0- 
Es wäre nun natürlich voreilig, wenn man etwa aus der ersten dieser 
drei 61eichungen sofort und ohne weiteres schließen wollte, daß die 
Vektoren XDi und U), gleich sein müßten Denn zwei Vektoren können 
ganz verschieden nach Betrag und Bichtung sein und dennoch, mit 
demselben dritten Vektor skalar multipliziert, dasselbe innere Produkt 



* Die Ao^be, einen Vektor B derart zu bestimmen, daß er mit einem Vektor V 
velEtoriell multiplisiert, einen gegebenen Vektor (£ ergibt, ist natürlich unbestimmt. 
Dtx Vektor B maß nur die Bedingungen erfüllen, daß er auf der Richtung von d 
emkreoht steht und daß das Produkt ^.8in(9(,B) gleich ist dem Quotienten der 
BetrSge C/A. 
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liefern» wofern nur ihre Projektionen auf die Biohtung des dritten 
Vektors gleich sind. Es könnte also sehr wohl { w^ gleich { XD^ sein (wie 
es die erste der Gl. 15 vorschreibt), ohne daß deshalb auch tD^ l^eich W^ 
sein müßte. Immerhin liegt es aber nahe, zu versuchen, ob sich nicht 
die ihrer Bichtung nach bisher unbestimmt gelassenen Vektoren n)|, W^, Q), 
so bestimmen lassen, daß sie alle dieselbe Bichtung haben. Dies 
ist dann möglich, wenn die Vektoren difdt, dijdt, dl /dt (auf denen 
sie senkrecht stehen sollen), falls man sie von einem und demselben 
Punkte aus zieht, in einer und derselben Ebene liegen. 

Es handelt sich also nun darum, nachzuprüfen, ob dies etwa der 
Pall ist. Drei Vektoren 2(, 93, (£ lassen sich offenbar dann durch Parallel- 
verschiebung in eine und dieselbe Ebene bringen, wenn der axiale 
Vektor, der das äußere Produkt aus zweien von ihnen darstellt, wiederum 
auf dem dritten Vektor senkrecht steht; wenn also 

«X[95C;] 
oder, was dasselbe ist, wenn das skalare Produkt 
(16) «.[95C;] = 

ist. Im vorliegenden Falle w&re also der Ausdruck zu bilden 

und nun zu prüfen, ob dieser Ausdruck nicht vielleicht verschwindet. 
Für diese Untersuchung ist es jedoch zweckm&ßig, die Gl. 11 mittels 
der Gl. 6 umzuformen; man findet dann 

(18) If-kÖO]. 

oder, wenn man diesen Ausdruck nach der Formel umgestaltet, 

(19) [2t [» q] = 95 (aC) - 6 (« JB) 

(61. 20 des § 11) und dasselbe mit den analogen Formeln für di^dt 
und di/dt tut, 

■5f-i(Wi«-J(Wiö' 



(20) 



^-I(t0,O-l(t0,I), 
|J;-i(w,i)-i(»,ö. 



Hieraus folgt, da die eingeklammerten Größen ja Skalare sind und 
beim M^ltipUzieren ein Glied mit [ii] nach Gl. 16 des § 11 wegf&üt, 

(21) [if--Jl]-Ba(n)|i)(tD,i)-[I|](iD,0(tD,l) + [lÜ(tD,I)(^^ 

Hierfür kann man, da nach Gl. 15 (iD,i) gleich (iD^i) ist und unter 
Berücksichtigung der Gl. 6, auch schreiben 

^22) , [4f-i!-]-(w.öii(».i) + ^(w.0 + I(w,I)}. 
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Wird nun dieser Ausdruck (wie es nach Formel [17] geschehen soll) 
skalar mit dl/d< multipliziert, wobei hierfür der Wert aus der ersten 
der drei 61. 20 eingesetzt wird, so werden zufolge 61. 5 alle 61ieder 
wegfallen, in denen andere skalare Produkte der Einheitsvektoren auf- 
treten als (i i) oder (f I). Da diese Produkte aber wiederum gleich Eins 
Bind, so bleibt nur übrig 

Dies wird aber auf örund der 61. 15 Null, so daß in der Tat bewiesen 
ist, dafi die zeitlichen Differentialquotienten der drei 6rundeinheits- 
vektoren» dafi also die Vektoren d'xidt, dj/dt, di/dt, falls man sie von 
einem und demselben Punkte aus zieht, in eine und dieselbe Ebene zu 
liegen kommen. 

Wenn vdies aber der Fall ist, dann lassen sich die drei bisher noch 

unbestimmt gelassenen Vektoren U)i, U),, XD^ so bestimmen, daß sie 

alle dieselbe Bichtung haben. Nennt man den in diese gemeinsame 

, Eichtung fallenden Einheitsvektor U)o, so wird dann, da, sobald einmal 

die Biefatung festgelegt ist, auch der Betrag gegeben ist, zu setzen sein 

(24) »1 = tDo . a , tD, = »0 • & > »8 = ®o • c > 

wobei a, h, c gegebene skalare 6rößen sind. Setzen wir die Werte aus 
61. 24 in die 61. 15 ein, so fii^den wir 

[ (l»o)(«~6) = 0, 

(25) (l»o)(6-<5) = 0, 

Um den Inhalt dieser 61eichungen zu erkennen, müssen wir vier 
Fälle unterscheiden, je nachdem, ob von den drei skalaren Produkten, 
die in diesen 61eichungen auftreten, alle oder zwei oder eines oder keines 
Null ist. Daß alle drei skalaren Produkte Null werden, ist unmöglich; 
denn wäre dies der Fall, so müßte der Einheitsvektor xDq gleichzeitig 
auf i, i und {, also gleichzeitig auf sämtlichen drei Koordinatenachsen 
senkrecht stehen, was natürlich undenkbar ist. Ist kein einziges der 
drei skalaren Produkte Null oder aber nur eines, so ergeben die 61. 25 
jedenfaUs die Beziehung 

(26) o = 6 = c . 

Es wäre also nur noch der Fall zu untersuchen, daß von den drei 
skalaren Produkten zwei gleich Null sind, z. B. etwa die in den ersten 
SBwei 61eichungen. Dann folgt aus 61. 25 

Der Einheitsvektor Wq wäre also in diesem besonderen Falle, da er auf 
l und l senkrecht stehen müßte, mit dem 6rundeinheitsvektor i iden- 
tisch. (Ein eventuell vorhandener Unterschied im Eichtungssinn kann 
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dadurch ausgedrückt werden, daß man dem Skalar h das entgegen* 
gesetzte Vonseichen gibt.) Infolgedessen wird in diesem besonderen 
Falle nach GL 11 und 24 



-^-[ii.fl-4[ii]--o. 



Man erkennt also, daß man in dem spesdellen Falle, der betrachtet 
wird, dem skalaren Faktor h jeden beliebigen Wert geben kann 
und daß dennoch stets der Vektor hxx>^ die Eigenschaft besitzen wird, 
durch vektorielle Multiplikation mit dem Grundvektor } den Vektor 
ä\lät zu ergeben. Man kann also auch in dem besonderen Falle, daß 
die ersten zwei skalaren Produkte des Gleichungstripels (25) verschwinden, 
b = a = c setzen; un^ da Analoges auch gelten muß, wenn im beson- 
deren iOq gleich i oder gleich ! wird, so ist es somit bewiesen, daß sich 
stets ein Vektor n), der gleich ist vo^a = w^h = Vd^c, derart bestimmen 
läßt, daß seine vektorielle Multiplikation mit den Grundeinheitsvektoren 
i, i,{ deren zeitliche Differentialquotienten äijdt^ di/dt, dl/dt ergibt. 
Man kann infolgedessen stets gleich setzen 

und somit nach Gl. 4 

(28) |f-o, + [t0r]. 

Bezeichnet man die Geschwindigkeit in bezug auf das ruhende Koordi- 
natensjrstem di'/dt als die absolute Geschwindigkeit 0«, und die 
Geschwindigkeit, mit der sich der Ursprung des bewegten Systems 
gegenüber dem ruhenden System bewegt, als die Translations- 
geschwindigkeit des bewegten Systems 0|, so folgt somit aus Gl. 1 

(29) o. = 0|+t), + [u)r]. 

Die Geschwindigkeit, die ein Massenpunkt besitzt, dessen Lage in 
bezug auf das bewegte System unveränderlich ist, der, wie man auch sagt, 
mit dem Koordinatensystem fest verbunden ist (so daß also für ihn 
die relativen Koordinaten x, y, z konstante Werte darstellen), be« 
zeichnet man als die Führungsgeschwindigkeit des betreffenden 
Massenpunktes. Man erhält (infolge der Konstanz von x, y, z) ihren 
Wert, indem man in Gl. 29 u^ gleich Null setzt. Für die Führungs* 
geschwindigkeit, die 0/ genannt werde, gilt also die Formel 

(80) D, = n, + [u)r]. 

Die Führungsgeschwindigkeit Isetzt sich also zusammen aus der Trans« 
lations- oder fortschreitenden Geschwindigkeit des Koordinaten- 
ursprungs und aus dem Vektorprodukte, das man als die Botations- 
oder Drehungsgeschwindigkeit des betreffenden Massenpunktes be- 
zeichnet; andererseits ist 

(81) ©•-0/+t>r; 
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die absolute Geschwindigkeit ist also gleich der geometrischen Summe 
aus der Führungs- und der Belativgeschwindigkeit. 

Um die jeweilige Sichtung des Vektors U) zu finden (die sich wäh- 
rend der Bewegung des Koordinatensystems im allgemeinen natürlich 
st&ndig Ändert), trägt man von dem Ursprung des bewegten Koordi- 
natensystems gerichtete Strecken auf, die die momentanen Werte der 
Vektoren di/dt, di/dt, dl/dt repräsentieren; diese drei Vektoren liegen, 
wie bewiesen wurde, in einer Ebene; die Gerade, die auf dieser Ebene 
senkrecht steht, gibt dann, die Bichtung des Vektors Q) an; sein Bich- 
tungssinn ist dadurch bestimmt, daß, von der Spitze des Vektors der 
Drehungsgescbwindigkeit aus gesehen, die Drehung dem Uhrzeiger ent- 
gegengesetzt erscheint, die auf kürzestem Wege die Bichtung von W in 
die Bichtung von t überführt. Eine einfache Betrachtung überzeugt davon, 
dafi dies dann der Fall ist, wenn wiederum von der Spitze des Vektors 
W aus gesehen, die Drehungen der Koordinatenachsen dem Uhrzeiger 
entgegengesetzt erscheinen müssen. (Daß diese Drehungen alle in dem- 
selben Sinne erfolgen, geht aus der früher bewiesenen Gleichheit der 
Größen a, b, e hervor, die auch die Gleichheit 
des Vorzeichens einschließt.) 

Was den Betrag des Vektors Q) betrifft, so 
folgt aus der Tatsache, daß die Drehungsgeschwin- 
digkeit, die Vg genannt werde, dem äußeren Pro- 
dukte [10 1] gleich ist, durch Einsetzen der ab- 
soluten Beträge die Beziehung 

Vgwm ti;.r.8in(lD,t) 

oder, wenn man (Kg, 12) das Perpendikel PP\ 
das man von dem bewegten Massenpunkte P auf 
die Bichtung OW des Vektors W fällt, mit p 
bezeichnet, 

(82) t?^«t/^.p. 

Nun ist aber das in dem Zeitelemente dt von dem Massenpunkte P 
infolge seiner Drehung zurückgelegte Stück Weges (das auf der Figuren- 
ebene senkrecht steht) gleich v^ . dt, und dies ist gleich p . dtp, wenn 
d(p der Winkel ist, um den sich das von dem Punkte P auf die Bich- 
tung OW gefällte Lot in dem Zeitelemente dt dreht. Setzt man also 
für f?« in der Gl. 82 den Wert p . dtp /dt ein, so findet man 

(8S) «,-if. ' 

Der absolute Betrag des Vektors U) ist also gleich der Winkelgeschwindig- 
keit, mit der sich ein Lot dreht, das man von einem mit dem Koordinaten- 
system fest verbundenen Punkte auf die Bichtung von Q) fällt. Man 
bezeichnet deshalb den Vektor Q) als die augenblickliche Winkel- 
geschwindigkeit, mit der sich das Koordinatensystem dreht, und 




Fig. 12. 
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nennt die Gerade, die die Bichtupg von U) angibt, die Achse, um die 
die momentane Drehung des Koordinatensystems erfolgt. 



§ 22. Sie BesoUeniiigiinif der ttelativbewegnng. 

Wie der Vektor der Eelativgeschwindigkeit gleich ist der geo- 
metrischen Summe aus drei in die Achsenrichtungen des bewegten Ko- 
ordinatensystems fallenden Komponenten, die die ersten zeitlichen Diffe- 
rentialquotienten der relativen Koordinaten darstellen, so ist die Bela- 
tivbeschleunigung b«. durch die Gleichung definiert 

Man bezeichnet im allgemeinen, wenn 91 ein beliebiger Vektor ist, di^ 
Größe 

(2) t^+i^^+l^ 

als den zeitlichen Differentialquotienten des Vtektors S in bezug auf 
das bewegte Koordinatensystem mit den Grund vektoren i, j, l und 
gebraucht für diese Sunune das Symbol d'%/d't, so daß also 

cFx 
und wiederum 

ist. Es gilt demnach (wie ohne weiteres aus den Gl. 4 u. 27 des § 21 
folgt) die allgemeine Formel 

(3) ^.^ + C„2l], 

woraus, wie gleich hier erwähnt sei, durch Einsetzen von Q) für die be- 
liebige Vektorgröße 91 dife wichtige Beziehung folgte 

,4V dm <fm 

(^) IT Ein- 

setzt man in GL 8 für die beliebige Vektorgröße 9( die Belatii^ 
geschwindigkeit o«. ein, so nimmt die Gl. 8 die Gestalt an 

(5) -^-B^+CtDO,]. 

Bezeichnet man nun den zeitlichen Differentialquotienten der absoluten 
Geschwindigkeit dvjdt, der die Beschleunigung in bezug auf ein 
ruhendes System darstellt, als die absolute Beschle\inigung hm iu>d 
den Differentialquotienten dv^jdi, der also die Beschleunigung des Ur- 
sprunges des bewegten Systems angibt, als die Translationsbesehleu* 



* Denn [mm\ iat ja Null. 
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nigung b|, 80 findet man durch zeitliche Differentiation der Gl. 29 
des § 21 (auf Gnmd der Gl. 28 des § 21 und Gl. 5 des § 22) die Be- 
ziehung 

W b.-b, + b,+ [^.r] + 2[n,»J + [w[wt]]. 

Wie man aus dieser Formyel ersieht, ist die absolute Beschleunigung 
keineswegs gleich der Summe aus der Belativbeschleunigung und der 
Fübrungsbeßchleunigung b/, deren Wert man erhält, wenn man 
r als konstant ansieht und somit in der Gl. 6 die Belativgeschwindigkeit 
und die Belativbeschleunigung gleich Null setzt. Man findet vielmehr 

imd 

(T) ba = b, +b, +2[n)©^]. 

Dtti doppelte Vektorprodukt aus Winkelgeschwindigkeit und Belativ- 
go ea h windigkeit, dfts zur Belativ- und Führungsbeschleunigung noch 
faiBSRitritt» nennt man nach dem Physiker Goriolis, von dem die 
widUngiten Sätze über die Belativbewegung stammen, die Coriolis- 
BMchlieunigung. 

Führt das bewegte System eine reine Translationsbewegung aus, 
ist also tD stets Null, so ist die Führungsbeschleunigung gleich der 
XnanslaüoDsbeschleunigung,* und auch die Corioll'- Beschleunigung ver- 
«ßhwindet dann; es ist also bei einer rein fortschreitenden Bewegung 
die alisidute Beschleunigung gleich der vektoriellen Summe aus der 
Bektiv- und der Translationsbesdileunigang. Schreitet somit im be- 
■mdearen der Ursprung des bewegten Systems gleichförmig fort, so 
sind die ahsolnte und die relative Beschkunigung trotz der Verschieden- 
heil de« absoluten und der relati¥en Geschwindigkeit einander gleich. 

hk andererseits die Translationsbeschleunigung zwar Null, rotiert 
jedoch das Koordinatensjrstem mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit, so daß also dw/dt stets Null ist, so ergibt sich für die Führungs- 
beschleunigung der einfache Ausdruck 
(8) , br=[u)[u)r]] 

oder nach Gl 82 des § 21 
(SO b/=[u)üj. 

Non ist der Vektor o«, der auf der von Q) und r gebildeten Ebene, also 
in fig. a auf der Zeichenebene, senkrecht steht, von der Ebene nach 
vüokwftrts gerichtet; denn nur dann erscheint, von seiner Spitze aus 
gesehen, die Drehung, die auf kürzestem Wege den Vektor 10 in die 
Bichiung des Vektors r überführt, der Bewegung des Uhrzeigers ent- 
gegengesetzt. Der Vektor b/ mu£ infolgedessen in Fig. 12 die Bich- 

tung PP" haben; der Bichtungssinn PP* folgt wieder aus der Tat- 
sadie^ dafi,. von der Spitze des Vektors aus gesehen/ die Drehung, 
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die auf kürzestem Wege den Vektor Q) in die Sichtung des Vek- 
tors o<i überführt, dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheinen muß, 
wenn man alle drei ^Vektoren tD, ©^ und [töPj] von einem und dem- 
selben Punkte aus aufträgt. Da Q) und u^ zueinander senkrecht sind, 
ergibt sich für den absoluten Betrag der Führungsbeschleunigung in dem 
hier betrachteten besonderen Falle unter Berücksichtigung der Gl. 82 
des § 21 der Wert i^'p; im Falle einer gleichförmigen Botation des 
Koordinatensystems ist also die Führungsbeschleunigung einfach iden- 
tisch mit der Zentripetalbeschleunigung, die vorhanden sein muß, 
damit die im Funkte P befindliche Masse unter Abweichung von der 
geraden Bahn sich kreisförmig um die Achse OW bewegt. 

Multipliziert man die GL 7 noch mit der Masse des bewegten mat^ 
riellen Punktes, so erkennt man, da ja das Produkt aus der absoluten 
Beschleunigung und der Masse nach dem zweiten NswTONschen Be- 
wegungsgesetze die angreifende Kraft darstellt, daß für die Relativ- 
bewegung im allgemeinen die einfachen Bewegungsgleichungen des mate- 
riellen Punktes, wie sie in bezug auf ein ruhendes Sjrst^m gelten, nioht 
erfüllt sein können. Bezieht man die Bewegung eines Massenpunkt^l 
auf ein selbst bewegtes Koordinatensystem, so muß man neben deii 
t&tsächlich angreifenden Kräften noch zwei fingierte Zusatsktftttt 
annehmen, deren eine dem Produkte aus der Masse und der Führungs* 
beschleunigung, deren andere dem Produkte aus der Ma^se und der 
Coriclis- Beschleunigung entgegengesetzt gleich ist und die man 
darum auch als Führungs- und als Cor iolis -Kraft beseißhnet: 
Erst dann kann man das Produkt aus Masse und Belativbeschleunigung 
der Besultierenden aus den wirklich angreifenden Kräften und den 
beiden fingierten Zusatzkräften gleichsetzen; in dem besonderen Falle 
einer gleichförmigen, mit keiner Translationsbesohleunigung verbimdenen 
i^tation wird die Führungskraft mit der Zentrifugalkraft idonti3ch. 



§ 83. Das mechaniiche Belatlvitätiprinzlp. 

In dem vorigen Abschnitte ist bereits auf die merkwürdige Tat- 
sache hingewiesen worden, daß die Belativbeschleunigung in bezug auf 
ein gleichförmig fortschreitendes, nicht rotierendes Koordinaten- 
system der absoluten Beschleunigung gleich ist. Da andererseits auch 
die Komponenten einer Kraft in bezug auf zwei Systeme, die einander 
stets parallel bleiben, untereinander inmier gleich sein müssen, so ist es 
klar, daß die Bewegungsgleichungen in der Form 5lx=ni6 für ein 
gleichförmig bewegtes System ebenso erfüllt sein müssen wie für dn 
ruhendes. Es muß infolgedessen auch für einen dem System selbst 
angehörenden Beobachter unmöglich sein, durch Beobaehtung der 
Bewegungsvorgänge im System zu erkennen, ob das System gleich- 
förmig fortschreitet oder nicht, und somit auch überhaupt m entjcheiden, 
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ob sieh das System in Bewegung befindet oder ruht. Man bezeichnet 
dieses Theorem als das mechanische Belativitätsprinzip. 

Da die Bewegungsgleichungen hingegen ihre Form ändern, 
wenn man von einem Systeme zu einem anderen übergeht, das sich 
gegenüber dem ersten entweder dreht oder ihm gegenüber eine Trans- 
lationsbeschleunigung aufweist, so ist es klar, daß die Bewegungs- 
gleichungen in der einfachen Form 

nur für eine ausgezeichnete Klasse von Koordinatensystemen 
gelten können, die alle gegeneinander gleichförmig ohne Botation be- 
wegt sind und die man als die fundamentalen Bezugssysteme der 
Mechanik bezeichnet. 
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V- Kapitel. 

Die Bewegung starrer Kttrper. 

§ 24. Bai Bild des starren Eörpen. 

Das Bild des materiellen Puz^ktes, das den bisherigen Dar* 
leguBgen zugrunde gelegen ist, ist das einfachste Bild, unter dem die 
Bewegung der in der Natur vorkommenden wirklichen f/esten Körper 
betrachtet werden kann. Daß es aber nur in einfachen F&llen ausreicht, 
geht schon aus der eletnentaren Erfahrungstatsache hervor, daß bei 
einem i(esten Körper sehr wohl einzelne Teile in Buhe und andere wieder 
in Be'viregung begriffen sein können. Der Notwendigkeit, sich einen 
festen Körper aus Teilen zusammengesetzt zu denken, tr&gt man 
am ehesten Becbnung, indem man der Betrachtung der Bewegung 
fester Körper statt des Bildes des einfachen Massenpunktes das Bild 
eines Systems diskreter Massenpunkte zugrunde legt und diesem 
System zugleich eine spezielle Eigenschaft beilegt, die der wichtig- 
sten Eigenschaft entspricht, ^e die wirklichen festen Körper mit größerer 
oder geringerer Aimäherung zeigen. Gem&ß der Erfahrungstatsache, 
daß die festen Körper im allgemeinen bei der Bewegung und unter der 
Einwirkung von Kräften ihre Gestalt und die Massenverteilung in 
ihrem Innern nur so wenig ändern, daß diese Änderungen für viele 
dynamische Untersuchungen vernachlässigt werden können, ergänzt 
man nämlich das Bild des Massenpunktsystems, unter dem man sich den 
festen Körper vorstellt, durch die Forderung, daß die Entfernungen 
zwisöhen den einzelnen, den Körper zusammensetzenden Massen- 
punkten unveränderlich sein sollen.^ Ein Massenpunktsystem, das 
diese Forderung erfüllt, bezeichnet man als einen starren ^rper. 
Ein solcher ist also definiert als ein System von einer beliebig ge* 



^ Daß man auf diese Weise ein für viele Zwecke hinreichendes Bild für d^ 
mechanische Verhalten der festen Körper erhält» hat an sich mit der Fngp nach der 
molekularen Struktur der Matene gcur nichts za tvau Denn wie schon in der Einleitiing 
hervorgehoben wurde, ist es nicht notwendig, daß das Bild der Wirklichkeit cot* 
spreche, sondern nur, daß die aus ihm deduzierten Resultate mit den wiriüichea 
Beobachtungen mehr oder minder genau übereinstimmen. 



Digitized by 



Google 



§ 24. Das Bild des starren Körpers. 115 

lassenen und ri genannten Anzahl von Massenpunkten, deren Bewegungs- 
freiheit eingeschränkt ist durch Bedingungsgleichungen von der 
Form 

(1) (a* - x^)^ + (y* ~ !/*)* + (^* - ^*)«= 0»** , 

wenn Oj^t di^ konstante Entfernung zwischen dem ^ten imd dem %-ten 
Massenpunkte bedeutet, deren Koordinaten in bezug auf ein beliebiges 
Koordinatensystem o^, y^, Zj^ bzw. x^, yt, ^k seien. 

Insgesamt lassen sich nun wohl n (jri — l)/2 Gleichungen von der 
Form der Gl. 1 au&tellen; doch sind keineswegs alle diese Gleichungen 
voneinander unabhän^fig. Man überzeugt sich hiervon leicht, wenn 
man von den n Massenpunkten drei herausgreift* und durch sie nun 
etwa derart ein Koordinatensystem festlegt, daß der eine Massen- 
punkt, der mit der Nummer 1 versehen werde, den Ursprung, die Ver- 
bindungslinie zwischen Nr. ) und 2 die ;^ Achse und die durch Nr. 1, 
2 und 8 bestimmte Ebene die fl>y-Ebene bilde. Es ist nun klar, daß die 
gegenseitigen Entfernungen aller Massenpunkte bestimmt sind, sobald 
die Koordinaten aller n Massenpunkte in bezug auf dieses System ge- 
geben sind; hierzu sind aber nun nicht 8 n Zahlenangaben notwendig, 
sondern nur 8 n — 6, da infolge der Art, in der das Koordinatensjrstem 
festgelegt wurde, sechs Koordinaten stets verschwinden, nämlich 
die drei Koordinaten des ersten Massenpunktes, die y- und die z-Ko- 
Ordinate des zweiten Massenpunktes und die 2:-Koordinate des dritten 
Massenpunktes. Es können somit auch, wenn man die Gleichungen in 
(„absoluten**) Koordinaten ausdrückt, dennoch nicht mehr als 8 n — 6 
voneinander unabhängige Gleichungen von der Form der Gl. 1 auf- 
gestellt werden; die weiteren, die sich überdies noch anschreiben 
lassen, sind aus den anderen 8 n — 6 bereits ableitbar. Ein starrer 
Körper, dessen Bewegungsfreiheit nur durch die starren Verbindungen 
zwischen seinen Teilen eingeschränkt ist, besitzt also sechs Freiheits- 
grade, j 

Die Zahl der Freiheitsgrade kann natürlich noch weitere Ein- 
schränkungen erfahren. Ist z. B. em Punkt des starren Körpers fest- 
gehalten, so daß dessen Koordinaten unverätiderlich sind — man 
spricht in diesem Falle von einer Botation des starren Kprpers um 
diesen Punkt — , so treten zu den 3 n — 6, von der Starrheit des Kör- 
pers herrührenden Bedingungsgleichungen noch drei weitere, von ihnen 
unabhängige hinzu, die die Konstanz der drei Koordinaten des fest- 
gehaltenen Punktes (in bezug auf ein mit dem Körper nicht verbundenes 
Koordinatensjrstem) ausdrücken. Ein starrer Körper, der um einen 
festen^ Pimkt rotiert, hat also nur mehr drei Freiheitsgrade; die 
einzelnen Massenpunkte können sich dann nur mehr auf den Oberflächen 



* Der spezielle, in phjNdkftli&oher Hlnsioht bed^tungBlose Eall, daß n kleiner 
ab 4 ist. sei im folgenden von den Betrachtungen ausgesolilossen. 

8* 
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von Kugeln bewegen, die den festgehaltenen Punkt zum Zentrum 
haben und deren Eadien den unveränderUchen Distanzen vqn diesem 
Punkte gleich sind. Man nennt deshalb die Drehung eines starren Kör- 
pers um einen festgehaltenen Punkt auch eine sphärische Botation 
des Körpers. 

Sind zwei Punkte des starren Körpers festgehalten, so können 
die einzelnen Massenpunkte nur mehr kreisförmige Bahnen um 
eine und dieselbe Achse zurücklegen, die durch die Verbindungs- 
linie der beidenr Punkte bestimmt ist. Man spricht dann von einer 
Botation des starren Körpers um eine feste Achse. Zu den 8n — 6 
von der Starrheit des Körpers herrührenden Bedingungsgleichungen 
treten dann noch weitere sechs hinzu, 4ie die Konstanz der Koordinaten 
der zwei festgehaltenen Punkte ausdrücken; von diesen sechs Glei- 
chungen sind aber nur mehr fünf untereinander unabhängig, da ja 
zwischen den sechs Koordinaten der beiden festgehaltenen Punkte ohne- 
dies schon eine von der Starrheit ihrer Verbindung herrührende Be- 
ziehung besteht. Ein um eine feste Achse rotierender Körper hat somit 
einen einzigen Freiheitsgrad. 

Dreht sich nun bei einer solchen Botation ein von einetn Massen- 
punkte auf die Botationsachse gefälltes Lot mit einer Winkelgeschwindig- 
keit d(pldi und errichtet man einen Vektor u), der die Bichtung der 
Botationsachse, den Betrag d(p/dt und einen solchen Biohtungssinn 
hat, daß, von seiner Spitze aus gesehen, die Drehung des Körpers deni 
Uhrzeiger entgegengesetzt erfolgt, so ist, wie aus den Betrachtungen 
des § 21 folgt, die lineare Drehungsgeschwindigkeit eines Massen- 
punktes bei dieser Botation 
(2) ü=[u)t], 

wenn X den Badiusvektor bedeutet, den man von einem beliebig auf der 
Botationsachse gewählten Punkte zu dem betreffenden Massenpunkte 
zieht. Umgekehrt kann man, wenn die Bewegungen sämtlicher Massen- 
punkte des starren Körpers durch Gleichungen von der Form der Gl. 2 
beschrieben werden, wobei in sämtUchen Gleichungen der Faktor m 
denselben Wert hat, daraus schließen, daß, solange sich w nicht ändert, 
der Körper um eine feste Achse rotiert; d. h. also, daß sämtliche Massen- 
punkte ihren Abstand von einer geraden Linie nicht ändern, die durch 
den Punkt hindurchgeht, von dem aus die Badienvektoren t gezogen 
werden, und die die Bichtung des Vektors m hat. 

Wird bei einem starren Körper, der nur mehr um eine feste Achse 
rotieren kann, überdies noch ein außerhalb der Achse liegender Massen- 
punkt festgehalten, so wird dadurch die Zahl der Freiheitsgrade auf 
Null reduziert*; der Körper kann sich dann überhaupt nicht bew^en. 

* Von den drei dann noch hinzntretenden Bedingangsgleiohungen sind bmits 
zwei durch die Starrheit der Vie^bindungen dieses dritten Punktes mit den b^en 
anderen gegeben. 
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Wenn nun, wie gezeigt wurde, in bezug auf das früher betrachtete, 
mit dem Körper fest verbundene Koordinatensystem die Koordinaten 
s&mtlioher Massenpunkte (j^, rij^, Ck {h=l bis n) konstante Größen 
sind, 80 müssen auch die Ausdrücke 

2*** S**** 2*** 
mit der Zeit unveränderliche Größen darstellen. Diese Ausdrücke 
bedeuten aber nichts anderes als die Koordinaten des Massenmittel- 
punktes in bezug auf das feste Koordinatensjrstem; es müssen also 
auch die Entfernungen des Massenmittelpunktes von allen einzelnen 
Massenpunkten des starren Körpers unveränderlich sein; der Massen- 
mittelpunkt verhält sich also so, als ob er mit den einzelnen Massen- 
punkten starr verbunden wäre. Man kann nun in beliebiger Zahl Funkte 
konstruieren, deren Koordinaten in bezug auf das feste, früher betrachtete 
Koordinatensystem unverändert bleiben, und man bezeichnet solche 
Punkte, an denen sich keineswegs Masse befinden muß, die vielmehr 
rein geometrische, im allgemeinen jedoch (in bezug auf ein außerhalb 
des Körpers liegendes System) bewegte Punkte sind, als mit dem 
Körper fest verbundene Punkte. Eine gerade Linie, die durch zwei 
solche mit dem Körper fest verbundene Punkte bestimmt ist, nennt 
man eine mit dem Körper fest verbundene Achse. Es ist klar, daß 
man jeden beliebigen fest verbundenen .Punkt zum Ursprung und jede 
beliebige fest verbundene Achse zur Achse eines Koordinatensysteihs 
machen kann, in bezug auf das sämtliche Massenpunkte des starren 
Körpers mit der Zeit unveränderliche Koordinaten besitzen. 

Es ist nun bereits früher im Zusammenhang mit dem d'Albm- 
BBBVschen Prinzip gezeigt worden, daß eine Bedingungsgleichung, 
die die Bewegungsfreiheit eines Systems von Massenpunkten einschränkt, 
durch eine oder mehrere fingierte Zusatzkräfte ersetzt werden kann. 
Wenn auch deren Größe selbstverständlich von der Größe und Sich- 
tung der tatsächlich angreifenden Kräfte abhängt, so kann man doch 
immerhin mittels der Methode der unbestimmten Multiplikatoren 
die allgemeine Natur der fingierten Zusatzkräfte erkennen, die den Glei- 
chungen von der Form der Gl. 1 gleichwertig sind. Indem man näm- 
lich die Gl. 1 differentiiert und dann das Differentialzeichen d durch 
das ^ Variationszeichen ^ ersetzt, findet man 



(8) 



Variationszeicben d ersetzt, findet man 



Indem nian diese Gleichung nun noch mit dem unbestimmt gelassenen 
Faktor X multipliziert und sodann die linke Seite in zwei Teile zerlegt, 
erkennt man, daß aus der starren Verbindung zwischen dem ^ten und 
dem fc-ten Massenpunkte zwei gleich große, aber entgegengesetzte Zusatz- 
kr&fte entspringen, deren eme im fc-ten, deren andere im fc-ten Massen- 
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punkte angreift, und deren Komponenten gleich sind 

bzw. 

(4) A(a^ - a^) , XiVk-Vk), ^(^ - ^) • 

Da sich also die Komponenten dieser Zusatzkräfte untereinander ebenso 
verhalten wie die Projektionen der Verbindungsstrecke auf die Ko- 
ordinatenachsen, so müssen die beiden einander entgegengesetzten 
Zusatzkräfte die Bichtung der Verbindungslinie haben; sie 
müssen also sogenannte Zentralkräfte sein. 

Man kann somit auf Grund der früheren Betrachtungen der §§ 17 
und 18 eines starren Körper so behandeln, wie ein System von freien 
Massenpunkten, an denen außer den tatsächlich angreifenden äußeren 
Kräften überdies noch fingierte innere Zusatzkräfte wirken, die 
Zentralkräfte sind und das dritte NBWTONsche Bewegungsgeeetz be- 
folgen. Hieraus folgt, daß man auf einen starren Körper nicht nur 
das Prinzip von der Erhaltung des Massenmittelpunktes, sondern auch 
das Prinzip von der Erhaltung der Flächenmomente anwenden 
kann. Nennt man also die gesiamte Bewegungsgröße des starren Körpers 
(S und (einen gesamten, auf einen bestimmten Punkt bezogenen Dreh* 
impuls U, die angreifenden Kräfte j^ so müssen also für jeden starren 
Körper stets die Beziehungen erfüllt sem 

und 

(«) ^-SttÄ], 

wenn t den Badiusvektor bedeutet, den man von dem Bezugspankt«* 
dem sogenannten Momentenpunkte, zu dem Angriffspunkte der be* 
treffenden Kraft zieht. 

Der Satz von der Erhaltung der Energie ist für einen starren 
Körper bedeutungslos, weil ja infolge der Konstanz der inneren Entfer* 
nungen die innei'e potentielle Energie eines starren Körpers unveränder- 
lich sein muß. In der Anwendung auf den starren Körper sagt also 
der Satz von der Erhaltung der Energie nicht mehr aus als in der' An- 
wendung auf den einzelnen Massenpunkt. Die lebendige Kraft eines 
starren Körpers, auf den keine äußeren Kräfte wirken, stellt somit eine 
unveränderliche Größe dar. 



§ 26. Tranilation und Botatlon eines starren Körpers. 

Ist 0' ein behebiger, mit einem starren Körper fest verbunden^ 
Punkt und macht man die Gerade, die man von O' zu einem zweiten» 
in bezug auf den Körper festen Punkt zieht, zur x- Achse eines Ko- 
ordinatensystems, und die Ebene, in der O', der zweite und noch ein 
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dritter mit dem Kftrpei fest verbmidener Punkt Hegen, zur x-y-Ebene, 
80 hat das dadurch festgelegte Koordinatensystem (mit 0' als Ursprung), 
wie bereits in § 24 gezeigt wurde, die Eigentümlichkeit, daß in bezug 
darauf die relativen Koordinaten sämtlicher Massenpunkte des 
stauen Körpers unveränderlich sind. 

Nennt man also die Geschwindigkeit, mit der sich der Punkt V 
bewegt und die somit die Ttanslationsgeschwindlgkeit des rela- 
tiven Koordinatensystems darstellt, u/, hingegen die absolute Geschwin- 
digkeit eines beliebigen, zum starren Körper gehörenden Massenpunktes 
v„ und den Radiusvektor, der vom Funkte (K zu diesem Massenpunkte P 
führt, t' (Fig. 18), so gilt, da die Belativgeschwindigkeit nach dem 
früher Gesagten immer Null ist, zufolge 
GL 29 des § 21 'stets die Beziehung ' 

(1) p.=p; + [«)V], 




wenn w' die Winkelgeschwindigkeit ist, 
mit der sich in dem betreffenden Augen- 
blioke das mit dem Körper fest verbundene 
relatiTe Koordinatensystem (mit V als Ur- 
Sprung) dreht 

Wir betrachten nun einen anderen mit ^* * 

deib Kdrper fest verbundenen Punkt 0'' 

iffid deidien uns auch ihn wiederum als Ursprung eines beliebig 
gerichteten relatiyen Koordinatensystems, das ebenfalls mit dem 
itoRen Körper fest verbunden sei. Dieses Koordinatensystem habe die 
TraoslationfgeschwindSgkeit o/' und die Winkelgeschwindigkeit m"; 
der vom Funkte V zu dem früher betrachteten Massenpunkte P ge- 
sogMäe BadiuBvektor heiße xf'; die Verbindungsstrecke D'O'' werde b 
genannt. Dann muß jedenfalls zufolge Gl. 1, da ja die (sowohl in ein- 
fach ab auch in doppelt gestrichenen Größen ausdrückbare) absolute 
Geschwindigkeit des Punktes P von den relativen Koordinatensystemen 
gum onabhftngig sein muß, die Beziehung gelten 

(2) ©; + [mV] = V + [m"r"] . 

Nun ist aber (Fig. 18) 

(8) r'^b+r" 

und andererseits zufolge Gl. 1, da ja ü/' die absolute Geschwindigkeit 
des Punktes V ist, 

^omit folgt aus GL 2, wenn man die Werte aus den Gl. 8 und 4 ein- 
setBt, 

t)/ + [m'b] + [nfr"] = ©/ + [w'b] + [m"x"] 

oder, da die Gleichheit zwischen den Vektorprodukten [m'r"] und [m"x"] 
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für jede beliebige BichtnQg von r^' erfüllt sein muß, während andere- 
seits VD' und m" von r" völlig unabhängig sind:^, 

(5) U)' = tD" . 

Die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich in einem bestimmten 
Augenblicke ein mit dem Körper fest verbundenes Koordinatensystem 
dreht, ist also vollkommen unabhängig von der Lage des Ursprungs 
dieses Systems. Für einen bestimmten Augenblick hat die Winkel- 
geschwindigkeit für sämtliche überhaupt möglichen mit dem starren 
Körper fest verbundenen Koordinatensysteme einen und denselben 
Wert, der kurz mit m bezeichnet werde. Mab kann also ganz allgemein 
die Geschwindigkeit jedes Massenpunktes eines starren Körpers gleich- 
setzen der geometrischen Summe der absoluten Geschwindigkeit, mit 
der sich ein beliebiger mit dem Körper fest verbundener Funkt bewegt, 
und des vektoriellen Produktes, gebildet aus der momentanen Winkel- 
geschwindigkeit des starren Körpers und aus dem von diesem* Funkte 
zum Massenpunkte gezogenen Badius vektor. 

Man. nennt nun eine Bewegung eines starren Körpers/ bei dersidi 
in jedem Augenblicke sämtliche Massenptmkte mit derselben augen- 
blicklichen Geschwindigkeit und in derselben Bichtung bewegen, bei 
der also alle Massenpunkte kongruente Bahnen beschreiben, eine Trans- 
lation des starren Körpers. Andererseits folgt aus dem, was früher 
im Anschluß an die Gl. 2 des § 24 gesagt wurde, daß eine Bewegung, 
bei der für den betreffenden Augenblick die Geschwindigkeit Jedes 
Massenpunktes gleich ist dem vektoriellen Produkte [mr] aus einem; 
und demselben Vektor VD und aus dem Badiufiyektor, den man jsu dem 
Massenpunkte von einem beliebigCA Bezugspunkte aus zieht, eine momeii'^ 
tane Botatien des Körpers um eine mit ihm fest verbundene Achse 
darstellt, die durch den Bezugspunkt hindurchgeht und die die Bich- 
tung des Vektors m hat. Aus der GL 1 folgt somit, daß man sich die 
momentane Bewegung eines^ starren Körpers stets zusammen- 
gesetzt denken kann aus einer Translation, die mit der tatsächlichen 
Geschwindigkeit und mit der Bichtung eines bestimmten, mit dem 
Körper fest verbundenen Punktes erfolgt, und aus einer momentanen 
Botation um eine durch diesen Funkt hindurchgehende, mit dem 
Körper fest verbundene Achse. 



^ Aus der Gleichheit zweier Vektorprodukte [98] nnd [9CC] folgt im all* 
gemeinen (vgl. Anm. 2 des § 21) natürlich noch nicht, daß 8 '» (£ ist, sondern nur, 
daß 8* und (£ mit 9 in einer Eb^ie li^en mid daß ^ie Parallelogramme, die von ft 
mid S bzw. von 9 und (£ gebildet werden, üächengleich sind. Trotzdem können bei 
gegebener Richtung von 9 noch 8 und (£ voneinander verschieden sein. Dajgegiäi 
erkennt man leicht, daß es unmöglich ist, von einem Punkte aus zwei versclnedei^^ 
gerichtete Vektoren 8 und (£ derart zu ziehen, da'ß siö mit jeden^ beliebigen, 
von dem gleichen Punkte aus gezog^ien Vektor 9 untereinander ParaUelogramnote 
von gleichem Inhalt bilden. Dies ist nur dann möglich, .wenn .8 ^ (C ist. - : « - 
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Während sich also die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich ein mit 
dem starren Körper fest verbundenes Koordinatensystem dreht, nicht 
ändert, wenn man von einem beliebigen Bezugspunkte 0' zu einem 
anderen Bezugspunkte 0'' übergeht, ändert sich bei einem derartigen 
Wechsel des Ursprunges natürUch die Translationsgeschwindigkeit des 
Koordinatensystems. Der Unterschied der Größen n/ und p/' hängt 
dabei von der Größe und Bichtung der Verbindungsstrecke O'O" ab, 
die b genannt wurde. Denn es ist eben n/' gleich der geometrischen 
Summe aus o/ und aus dem äußeren Produkte [tnb]. 

Nun kann man die Vektorgröße n/ stets in zwei Komponenten 
zerlegen, deren eine die Bichtung von to hat und die 0«^' genannt werde 
und deren andere auf U) senkrecht steht und die mit n/ bezeichnet 
werde (Fig. 14; die Ebene, in der die vom Funkte 0' aus aufgetragenen 
Viktoren o/, vj nnd o/ liegen, ist hier- 
)m als Zeichenebena gewählt). Es ist also 

Der Vektor, der den geometrischen Unter- 
^hied t>/^— o/ darstellt, muß nun, da er 
gleich ist [mh], auf der Bichtung von v^' 
senkrecht stehen. Die Größe der Kompo- 
nente D,p wird also durch einen Wechsel ^ 
das Bezugspunktes in keiner Weise berührt. ^* 
D)0. Komponente n« hat für alle Bezugs- . 
punkte denselben Wert; nur di^ Komponente n« ist für verschiedene 
Bezugspunkte verschieden. 

Zieht man nup den beliebig gelassenen Vektor b derart, daß'^er auf 
10 und n/ senkrecht (steht (also die im Punkte 0' auf der Zeichenebene 
errichtete Normale darstellt), gibt man femer diesem Vektor (der in 
diesem speziellen Falle b* genannt werde) eine Länge, die gleich ist dem 
Quotienten V/i^, und schließlich einen derartigen Bichtungssinn, daß 
die Drehung, die auf kürzestem Wege den Vektor tn in die Bichtung 
des Vektors b* überführt, von der Spitze des Vektors Vn aus gesehen 
im Sinne des Uhrzeigers erfolgt, so wird 

(7) Eu)b*]=-n/, 

und somit ist für den Punkt 0*, der den Endpunkt der gerichteten 
Strecke b* darstellt, dann (nach Gl. 4, 6 und 7) 

(8) - V = n«.« 

Der derart bestimmte Punkt 0* hat also die Eigentümlichkeit, daß für 
ihn die Translationsgeschwindigkeit dieselbe Bichtung hat wie die 
Winkelgeschwindigkeit, und man erkennt im übrigen leicht, daß die- 




' Mit 0« ist hierbei die für alle Bezugspunkte gleich große Komponente der 
Träuliitionsgescfawindigkeit bezeichnet. 
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selbe Eigenschaft allen Punkten vakommt, die auf einet Geraden liegen, 
die man im Funkte 0* parallel zu m errichtet.' Wählt man einen be- 
liebigen Funkt dieser Geraden als Bezugspunkt, so kann man sich die 
momentane Bewegung des starren Körpers zusammengesetzt denken 
aus einer Translation in der Bichtung dieser Geraden und aus einer 
momentanen Botation des ganzen Körpers um diese Gerade, wobei also 
sämtliche Massenpunkte Elemente von kreisförmigen Bahnen um diese 
momeni^ne Achse beschreiben. Da nun eine Bewegung, die sich aus 
einer fortschreitenden Bewegung längs einer geraden Linie und einer 
kreisförmigen Bewegung um diese Linie als Achse zusammensetzt, als 
eine schraubenförmige bezeichnet wird, kann man somit jede be- 
liebige, unendlich kleine Lagenänderung eines starren Körpers als eine 
elementare Schraubung um eine momentane Schraubenachse an- 
sehen; man bezeichnet dieses Theorem, das den Ausgangspunkt für 
wichtige höhere Untersuchungen über die Theorie der Bewegung starrer 
/Körper darstellt, als den Satz von Chablbb. 

Ist nun -r- um zu den früheren Betrachtungen zurückzukehren ^- 
o/ die momentane Translationsgeschwindigkeit eines beliebig gewählten 
festen Koordinatensystems mit dem Funkte 0' als Ursprung und tu 
die momentane Wii^elgeschwindigkeit des starren Körpers, so ist, Wie 
schon öfter erwähnt, die Geschwindigkeit eines beliebigen Massenpunktes 

o = o/ + [u)r'] , 

und somit ergeben sich für die Bewegungsgröße (5 und den auf d«n 
Funkt 0' bezogenen Drehimpuls W des starren Körpers die Werte 

(9) ®=:2:m© = u/2:m + [u).2:mr'], 

(10) U' = 2:m[r'©]=-[©/.2:mr']+2:m[r'[u)r']]. 

Die Ausdrücke für (S und W nehmen daher eine besonders einfache 
Form an, wenn man den willkürlich gewählten Bezugspunkt V mit dem 
Schwerpunkte des starren Körpers zusammenfallen läßt, der ja die 
EigentümUchkeit hat, daß für ihn 2mx' verschwindet. Nennt man 
also die absolute Geschwindigkeit des Schwerpunktes einfach Dq, die 
von ihm nach den einzelnen Massenpunkten des Körpers gezogenen 
Badienvektoren to nnd den auf den Schwerpunkt bezogenen Drehimpuls 
Uo, so findet man 

(11) (5 = üo2:m, 

(12) Uo = -2:m[r.[u)r.]]. 

Da die Geschwindigkeit jedes einzelnen Massenpunktes gleich ist 
(18) © = Do + [lOta], 

* Denn nennt man für einen beliebigen Punkt dieser Geraden P"* die Tränt- 
lationsgesohwindigkeit t)/" und die gerichtete Strecke 0* P^' aber a, so ist nach GL 4 

wobei aber das Vektorprodukt versohwindet, weil ja a mit m gleiobgoriobtet sein solL 
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ist somit die Bewegung des starren Körpers vollkommen bestimmt, 
sobald die beiden Vektorgrößen Dq und w gegeben sind. Die erste dieser 
beiden Größen bestimmt sich nun ohne weiteres, sobald die angreifenden 
Kräfte ihrer Größe und Bichtung nach als Funktionen der Zeit gegeben 
sind» mittels der Gl. S des § 24 nach der Beziehung 

(14) ^Ä-^.^m. 

Der starre Körper verhält sich also hinsichtlich seiner Translation 
wie ein einzelner materieller Funkt.; denn er verhält sich so, als ob seine 
ganze Masse im Schwerpunkte konzentriert wäre und in diesem sämt- 
liche Kräfte, die in Wirklichkeit an beliebigen Funkten des starren 
Körpers angreifen, in gleicher Größe und Bichtung angriffen. Da somit 
das Froblem der Bestimmung von v^ durch die Gl. 14 gelöst ist*, er- 
übrigt es sich noch, mittels der Beziehung 

(16) ^-^[toÄ] 

und der 61. 12 die Größe w zu berechnen, wenn die angreifenden Kräfte 
als Funktionen der Zeit sowohl nach ihrer Größe und Bichtung als 
auch nach der liage ihrer Angrif&punkte (in bezug auf den Schwer- 
punkt), wenn also mit einem Worte die Momente der angreifenden 
Kräfte in bezug auf den Schwerpunkt gegeben sind. Da die Größe m 
also ganz unabhängig ist von der Größe Dq, so kann ZSi gleich Null 
sein, ohne daß aber deshalb (wie im nächsten Abschnitte eingehender 
gezeigt werden soll) auch ^[t Si] verschwinden müßte. 



§ 86. Sie Zuaammensetiniig der an einem starren Körper angreifenden 

Kräfte. 

Der einfachste Bepräsentant eines Systems von Kräften, für das 
die Vektorsunmie der einzelnen Kräfte verschwindet, obwohl das ge- 
samte Moment des Systems in bezug auf einen beliebigen Funkt einen 
von Null verschiedenen Wert hat, ist durch Fig. 15 dargestellt. 
Er besteht aus zwei gleich großen und parallelen, aber entgegen- 
gesetzt gerichteten Kräften, die in zwei miteinander starr verbundenen 
Funkten angreifen, deren Verbindungslinie jedoch nicht in die Bich- 
tung der Kräfte fällt. Man nennt ein solches System mit einem von 
FoiNSOT geschaffenen Ausdruck ein Kräftepaar oder auch einen Dreh- 
Zwilling. 

Da, falls die eine Kraft mit +R bezeichnet wird, die andere —Si 
ist, so verschwindet natürlich stets die Yektorsumme der beiden Einzel- 



^ Bei gegebenem Anf aogswerte von p«. 
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kräfte; hingegen ist ihr Moment in bezug auf einen beliebigen Funkt 
P, der auch außerhalb der Figurenebene liegen kann, gleich 

Bezeichnet man also das Moment des Kräftepaares mit SR und die 
Strecke AB mit a, so gilt die Beziehung 

(1) aK=[Äa].> 

Der Momentenvektor 991 steht also stets senkrecht auf der Ebene, die 
von den beiden Kräften gebildet wird, und ist seinem Betrage nach 
gleich dem Produkte aus der Größe der Einzelkraft und dem senkrechten 
Abstände der beiden parallelen Kraftrichtungen. 

Da nun die Vektorsumme aus den beiden Einzel- 
kräften verschwindet, ein Kräftepaar somit keine 
Translation, sondern nur eine Botation hervor- ^j 

zubringen vermag, diese aber bei gegebenem Anfangs- 
werte von Uo zufolge der 
Ol. 16 des § 26 vollkommen 






■ 4- 





i 



Rg. lö. Fig. 16. Fig. 17. 

bestimmt ist, sobald man SR als Konstante oder als Funktion der Zeit 
kennt, so ersieht man aus Gl. 1, daß an der Wirkang eines Krilfte- 
paares nichts geändert wird, wenn man das Kräftepaar parallel zu sich 
selbst, bei gleichbleibendem Abstände der beiden Kraftrichtungen, ver* 



iDa AFJ^BF^AB ist. 

* Die Richtung des Vektors a soll dabei derart aogenonmien werden, dafi dieser 
Vektor von dem Angriffspunkte der positiv gerechneten Kraft zu d«n der negativ 
gerechneten führt; dann wird in Übereinstimmung mit Gl. 1 der Vektor ÜJl statt 
eine solche Richtung haben, daß, von seiner Spitze aus gesehen, die durch das Krfifte- 
paar hervorgerufene Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt,- also positiv erscheint. 
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schiebt, und z\tar entweder innerhalb seiner Ebene oder auch parallel 
zu dieser Ebene; das Wesentliche ist nur, daß die Bichtung der Ebene 
des Kräftepaares und das Produkt aus dem absoluten Betrage der 
Kräfte und dem senkrechten Abstände ihrer Bichtungen ungeändert 
bleibt. ^ 

Aus 61. 1 erkennt man zugleich, daß das statische Moment eines 
Kräftepaares verschwindet, wenn die Bichtungen der beiden entgegen- 
gesetzten Einzelkräfte zusammenfallen (Fig. 16). Ein derart beschaf- 
fenes Kräftepaar kann also weder (nach dem früher Gesagten) eine 
Translation noch auch (nach dem eben Gesagten) eine Botation er- 
zeugen; es bringt somit an einem starren Körper überhaupt keine 
Wirkung hervor. 

Hieraus läßt sich nun sogleich eine wichtige Folgerung ziehen. Greift 
in einem Punkte P eine Kraft jl] an, so kann man stets in einem be- 
liebigen... anderen Punkte P', der in der Bichtung von Äj liegt, zwei 
Kräfte von derselben Größe wie jl^ anbringen, deren eine R^ ^^ Bich- 
tung der Kraft jl] hat und deren andere JI3 dieser Bichtung entgegen- 
gesetzt ist (Fig. 17). Da nun die Kräfte i^ und 5i,, da sie an einem 
und demselben Punkte angreifen, einander aber entgegengesetzt gleich 
sind, einander völlig aufheben (§ 1), so ist es klar, daß das System 
der drei Kräfte Ai, j^» Rz ^^^ einzigen Kraft jl^ äquivalent sein muß. 
Da aber nun andererseits nach dem früher Gesagten auch die Kräfte 
jli und 5I3 einander in ihren Wirkungen völlig aufheben (als ein Kräfte- 
paar, dessen Verbindungslinie mit der Kraftrichtung zusammenfällt), 
BD ist auch die im Punkte P' angreifende Kraft Si^ der gleich großen 
und gleich gerichteten, im Punkte F angreifenden Kraft Ä^ völlig gleich- 
wertig. Man kann somit (fen Angriffspunkt einer an einem starren 
Körper angreifenden Kraft in der Bichtung dieser Kraft beliebig 
verlegen, ohne damit etwas an den Wirkungen dieser Kraft zu 
ändern. 

Im allgemeinen kann man femer stets, wenn in einem Punkte A eine 
Kraft A angreift, in einem ganz beliebig gewählten anderen, mit dem 
starren Körper ebenfalls fest verbundenen Punkte B zwei gleich große, 
parallele Kräfte anbringen, deren eine mit R gleich, deren andere Si 
entgegengesetzt gerichtet ist. Da dieses System von drei Kräften der 
einzigen, im Punkte A angreifenden Kraft äquivalent sein muß, so kann 
man somit die Wirkung einer in einem Punkte A angreifenden Einzel- 
kraft Si stets ersetzen durch die gemeinsame Wirkung einer in einem 
beliebigen anderen Punkte B angreifenden, gleich großen und gleich 
gerichteten Kraft und eines Kräftepaares, dessen Moment gleich ist dem 

äußeren Produkte aus der Kraft jt und der Verbindungslinie AB. 

Auf diese Weise kann man sämtliche an einem starren Körper an- 
greifenden Kräfte stets vereinigen zu einer resultierenden Einzel- 
kraft 3i gleich 2Stj^, die man in einem beliebigen Punkte 0' angreifen 
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Istssen kann, und zu einem resultierenden Kräftepaar, dessen Mo- 
ment gleich ist 

(2) aR' = 2:[r;.Äj, 

wenn man unter Xj^ die Badienvektoren versteht^ die man ton dem 
Punkte 0' zu den Angriffspimkten der Kräfte zieht. 

Größe und Richtung des Momentenvektors 3K' hängen natürlich 
von der Wahl des Bezugspunktes 0' ab. Geht man von dem Punkte (K 
zu einem anderen, 0", über, wobei die Verbindungsstrecke O'O" mit b 
bezeichnet werde, so besteht zwischen dem Momente 3R' in bezug auf 
den Punkt 0' und dem Momente SJl" in bezug auf den Punkt 0'' nach 
dem früher Gesagten die Beziehung 

(8) • arr'^aR' + ciRb], 

wobei eben 91 die aus allen Einzelkräften gebildete Besultierende be- 
deutet, deren Angriffspunkt von 0' nach 0" verlegt wird. Hieraus folgt, 
daß für einen starren Körper, dessen Schwerpunkt ruht (oder gleich- 
förmig fortschreitet), Größe und Richtung des resultierenden Kräftepaares 
von der Wahl des Bezugspunktes völlig unabhängig sind. 

In ganz derselben Weise, wie es in § 25 bezüglich der Translations* 
geschwindigkeit geschah, kann man nun zeigen, daß sich stets eine Ge- 
rade derart bestinmien läßt, daß, wenn man einen ihrer Punkte als 
Bezugspunkt wählt, dann das resultierende Moment und die resul- 
tierende Einzelkraft dieselbe Sichtung haben. Man zerlegt hierzu 
das Moment W in zwei Komponenten, deren eine die Bichtung von 
91 hat, und deren andere auf dieser Bichtung senkrecht steht; die beiden 
Komponenten mögen 3Jl/ und SR»' genannt werden. Da nun der 
Vektor [SlbJ der gleich ist dem geometrischen Unterschiede von 9DI'' 
und W, zufolge der Definition des äußeren Vektorproduktes immer auf 
9{ senkrecht stehen muß, so ist es klar, daß die in die Bichtung von 
9t fallende Komponente des Momentes durch den Übergang von einem 
Bezugspunkte zu einem anderen m'cht beeinflußt wird, daß also 9Rr 
für sämtliche Bezugspunkte den gleichen Wert besitzt; was sich bei 
einem Wechsel des Bezugspunktes ändert, ist nur die Komponente SDt»* 

Man kann es somit durch geeignete Wahl von b erreichen, daß 
[9lb] entgegengesetzt gleich 951»' wird. Hierzu errichtet man im Punkte (^ 
eine Gerade, die auf 3Jlr' und SR»' senkrecht steht, gibt ihr die Länge M» /ü 
und einen derartigen Bichtungssinn, daß, von ihrer Spitze aus gesehen, 
die Drehung, die auf kürzestem Wege die Bichtung von 9i in die Bich- 
tung von b überführt, im Sinne des Uhrzeigers erfolgt. Dann muß 

sein, und somit muß dann werden 

Man kann also die gesamten an einem starren Körper angreifenden 
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Krl^fte stets zusammensetzen zu einer resultierenden Einzelkraft und 
zu einem Kräftepaat» dessen Achse mit der Bichtung der resultierenden 
Einzelkraft zusammenfällt. Da für jeden beliebigen Bezugspunkt die 
Komponente SRr denselben Wert hat, so muß das Moment, für das die 
Komponente SR« völlig verschwindet, einen Minimalwert darstellen. 
Wird das resultierende Moment für einen bestimmten Bezugspunkt 
Null und verschwindet überdies die resultierende Einzelkraft 91, so 
muß das resultierende Moment natürlich für jeden beliebigen Bezugspunkt 
versehwinden, da ja der geometrische Unterschied der Momente in 
bezug auf zwei verschiedene Punkte gleich ist dem äußeren Produkte 
aus 9{ und der Yerbindungsstrecke der beiden Punkte. Die notwendige, 
zugleich aber auch hinreidiende Bedingung dafür, daß sich sämtliche 
an einem starren Körper! angreifenden Kräfte im Gleichgewichte 
befinden, besteht also dann, daß sowohl die resultierende Einzelkraft 
als auch das resultierende Moment in bezug auf einen beliebigen 
Punkt verschwinden. 



§ 87. IHe Botation um eine feste Achse. 

Denken wir uns einen starren Körper um eine festgehaltene Achse 
rotierend und beziehen wir den Drehimpuls auf einen zur festgehaltenen 
Achse gehörigen Punkt 0*, so wird für den Punkt 0* die Translations- 
geschwindigkeit Vi Null, und Gl. 10 des § 25 (in der der Einfachheit 
halber die Striche weggelassen werden mögen) nimmt dann die Form an 

H--rm[r[tDr]]. 
Formt man diese Gleichung mittels der vektoralgebraischen Formel um 

[2i[95(£;]] = ©(2i(i:)-e;(2i©) 

(Gl. 20 des § 11), so findet man 

(1) U = 2:m{m(rt)-t(rm)!. 

Die Bedeutung dieses Ausdruckes erkennt man am leichtesten, 'weim 
man das innere Produkt aus dem Drehimpuls U und der Winkelgeschwin- 
digkeit VD bildet; man findet dann 

{Uw) = 2 m[{wm) (xx) - {xxx)){xm)]=^i:m[w^r* -w^r^cos^{m,x)] 

oder, wenn man das von dem Endpunkte der gerichteten Strecke r auf 
die Bichtung von VD gefällte Lot, das gleich ist r . sin (m, t), mit p be- 
zeichnet und die für alle Massenpunkte konstante Größe w vor das 
Smmnenzeichen setzt, 

(2) (UiD) = w*2:mp«. 

Da die Entfernungen der einzelnen Massenpunkte von einer mit 
dem Körper fest verbundenen Achse unveränderlich sind, so hängt bei 
gegebener Lage der Achse der Summenausdruck in Gl. 2 nur von der 
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geometrischen Gestalt des Körpers und allenfalls von der Art der 

Massenverteilung in seinem Innern ab; er ist hingegen bei gegebener 

Lage der Achse völlig unabhängig von der Zeit. Man nennt die 

Größe Zmp^ das Trägheitsmoment des starren Körpers in bezug 

auf die betreffende Achse und bezeichnet dieses mit 0, wobei aber su 

beachten ist, daß der Wert von 9 sowohl von der Richtung als auch 

von der Lage der Achse abhängt. Man kann somit Ol. 2 in der Form 

schreiben 

(8) (Uu)) = t^«.© 

oder auch 

(4) tö©= 17.cos(U,xd) . 

Die Projektion des Drehimpulses auf die momentane Botationsac^ifle 
ist also gleich dem Produkte aus dem Betrage der momentanen Winkel- 
geschwindigkeit und dem Trägheitsmomente des starren Körpers in 
bezug auf die momentane Eotationsachse. 

Der Name „Trägheitsmoment" rührt daher, daß die Größe ß in 
der Mechanik starrer Körper eine durchaus ähnliche Bolle spielt wie 
in der Dynamik des einzelnen Massenpunktes die träge Masse. Denn 
da die Geschwindigkeit eines einzelnen Massenpunktes 
» des starren Körpers (wofern dieser nur rotiert) gleich 

^y^ / ist p.w, so findet man für die gesamte lebendige 

y \ Kraft des starren Körpers 

(6) L^lZmp^w^^iJW^e 

in Analogie zu der für den einzelnen Massenpunkt 
Fig. 18. geltenden Beziehung 

Das Problem, für eine ganz beliebige mit dem starren Körper fest 
verbundene Achse das Trägheitsmoment zu bestimmen, erfährt nun 
eine große Vereinfachung dadurch, daß die Kenntnis des Trägheits- 
momentes für eine bestimmte durch den Schwerpunkt gehende 
Achse stets genügt, um sogleich das Trägheitsmoment für eine andere» 
der ersten parallele Achse angeben zu können. Ist nämlich der 
Abstand der beiden Achsen b, so findet man aus Fig. 18 ohne weiteres 

(6) p'2=,p«+d2_2pd.cosy , 

wenn p' das Perpendikel auf die zweite Achse ist und y der Winkel, den 
die Bichtung von b mit der Bichtung von p bildet. Hieraus folgt 

^ Eine andere Analogie besteht zwischen Bewegnngsgröße and linearer Ge- 
schwindigkeit einerseits nnd Drehimpols und Winkelgeschwindigkeit andereneita. 
Der Beziehung 

bei dem einzelnen Massenpnnkte entspricht bei dem starren Körper die Relation 
(ob) L-i(Uw). 
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für das Trägheitsmoment in bezag auf die parallele Achse, das 0' ge« 
nannt werde, 

(7) Ö' = Ö +d*Zm-2dZmpeosy . 

Legt man nun durch den Schwerpunkt ein Koordinatensystem derart, 
daß seine f- Achse mit der Richtung von b zusammenfällt, so wird, wenn 
die Koordinaten in diesem Systeme mit f , tj, f bezeichnet werden, 

2Jwp cos y = 2Jwf • 

Diese Summe, die (nach 61. 7 des § 18) gleich ist dem Produkte aus 
der gesamten Masse imd der f-Koordinate des Schwerpunkts, ver- 
schwindet aber» wenn der Koordinatenursprung mit dem Schwerpunkte 
susammenfftllt, und es folgt somit 

(8) 0'^e+d^Zm . 

Das Trägheitsmoment für eine beliebige Achse ist gleich dem Trägheits- 
moment in bezug auf eine parallele durch den Schwerpunkt gehende 
Achse, vermehrt um das Produkt aus der gesamten Masse des starren 
Körpers und dem Quadrate des Abstandes der betreffenden Achse vom 
Schwerpunkte. Mittels dieser Beziehung, die man als den Stbinbb- 
Boheii Satz bezeichnet, erscheint das Problem der Bestimmimg des 
Trägheitsmomentes für eine beliebige Achse auf das im nächsten Ab- 
schnitte zu lösende Problem zurückgeführt, das Trägheitsmoment für 
eine beliebige, durch den Schwerpunkt gehende Achse zu bestimmen. 
Bevor die Behandlung dieses Problems begonnen wird, möge aber 
vorher noch eine kurze Betrachtung eingeschaltet werden, die sich auf 
die bei der Botation des starren Körpers auftretenden Beaktionskräfte 
bezieht. Infolge der starren Verbindung mit der Botationsachse wirkt 
auf jeden der Massenpunkte des Körpers eine Beaktionskraft, die in 
diesem speziellen Falle, da ja alle Massenpunkte kreisförmige Bahnen 
um die Achse ausführen, einfach nach der Formel für die Zentrifugal- 
)Lraft gleich ist mv^/p oder mw^p; sie hat die entgegengesetzte Bichtung 
wie das Lot, das man von dem betreffenden Massenpunkt auf die Achse 
fällt; nennt man also dieses (— p) (indem man den Vektor p in der Bich- 
tung von der Achse zum Massenpunkt positiv rechnet), so wird die 
Zentrifugalkraft für den einzelnen Massenpunkt 

(9) St*^mw*V' 

Die Gesamtheit aller Zentrifugalkräfte kann man nun nach § 26 zu- 
sammensetzen zu einer resultierenden Einzelkraft 

(10) 9i*=-w*2mV 

und zu einem resultierenden Kräftepaar, dessen Moment in bezug auf 
einen bestimmten in der Botationsachse gelegenen Bezugspunkt 

(11) 9TO*«u>«Xfn[rp] 

BAAi, Uaiabnmg In die theor. VhfaüL 9 
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ist, wenn man unter r den Badiusvektor versteht, den man von dem 
Bezugspunkte zu dem betreffenden Massenpunkte zieht. 

Um die Bedeutung der Größen 0, 91* und 3W* zu erkennen, legen 
wir ein mit dem Körper fest verbundenes Koordinatensystem mit den 
Grundvektoren t, ], l so, daß seine ;?- Achse mit der Botationsachse und 
sein Ursprung mit dem Ausgangspunkte der gerichteten Sttecken t zu- 
sammenfällt. Dann wird 



ii2) p-i^ + iy, P-K+p 

und somit 

(18) e^Im{x^ + y^, 

hingegen 

(U) iR*-u^«{i-rm* + |-rmy}. 

Die aus allen Zentrifugalkräften resultierende Einzelkraft verschwindet 
also (zufolge GL 7 des § 18) stets, wenn die Botationsachse durch 
den Schwerpunkt geht. Für die Komponenten von 9Dt* findet man» d^ 

(16) v^ix + iy + l» 

ist, 

M/» w^ZmMx, 
M.*«= 0. 



(16) 



Findet also die Botation um die «-Achse statt, so kann man das 
aus den Zentrifugalkräften resultierende Kräftepaar in zwei Kompo* 
nenten zerlegen, deren eine eine Drehung um die a>, deren andere em» 
Drehung um die t/-Achse hervorzubringen sucht. Das aus den Zentri- 
fugalkräften resultierende Kräftepaar sucht also die Bewegung, die tat- 
sächlich um die 2r-Achse, also in der (c-t/-Ebene stattfindet, aus dieser 
in die y-z- und in die a;-2-Ebene abzulenken. Man bezeichnet des- 
halb die (zweckmäßig mit negativem Vorzeichen genommenen) Summen- 
ausdrücke — Zmyz und —Zmzx als die Deviationsmomente 
jn bezug auf die y-z- und in bezug auf die «-o^Ebene und gebraucht 
für sie die Symbole 6^, und &««> während man das Trägheitsmoment 
um die ;?- Achse, das gleich ist 2J m (x* + t/*), mit 9«« bezeichnet. 

Indem man in der eben durchgeführten Betrachtung nun die 2^Acbs6 
mit der x- und mit der ^- Achse vertauscht, gelangt man ohne weiteres 
zu der Definition der Trägheitsmomente um die drei Koordinatenachsen 
und der Deviationsmomente in bezug auf die drei Koordinatenebenen 
mittels der Formeln 



(17) 



Ö,. ^Zm{x'^ + y^, ©,. «Ö,, ^ -Smzx. 
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§ 28. Dm Tr&gheitsmoment alg Tensorgröße. 

Um für eine beliebige durch den Schwerpuiiikt gehende Achse das 
Trftgheiismom^nt zu berechnen, denken wir uns durch den ruhend 
gedachten Schwerpunkt ein mit dem Körper fest verbundenes Koordi- 
natensystem mit einer x-, j/-, ^^Ach^^e gelegt. Indem man die 61. 1 des 
§ 27 aus der vektoriellen in die analytische Schreibweise überträgt und 
unter r also jetzt den vom Schwerpunkte aus gezogenen Badiusvektor 
versteht, erhält man, da ja 

(rt) = aj« + !/«+^* 
und 

(mx) =^ w^ . X + w^ . y + w, . X 

ist, folgendes Gleichungstripel 

üti=^Wa2m{y^ +z^ -^w^Zmxy — WgZms^e, 
(1) l U^=^w^Zm{z^ + x*) —WgZmyz — tOtgZmy X, 

ü, = M?, 2J m (aj* + ^*) — WgtZmz x — w^Zmzy 

oder bei Benutzung der 61. 17 des § 27 

Das Trägheitsmoment in bezug aufweine beliebige durch den Schwer- 
punkt gehende Achse, die die Bichtung einer momentanen Winkel- 
geschwindigkeit tu habe, läßt sich nun mittels der Gl. 8 des § 27 be- 
rechnen, aus der folgt 

Setzt man in diese 61eichung die Werte aus dem 61eichungstripel (2) 
ein und nennt man die Kosinusse der Winkel, die der Vektor m mit den 
drei Koordinatenachsen bildet, a, b, e, so daß also 

\ ' www 

ist, 80 findet man 

(6) ©=ra*d., -f 6*©!,, +c*d„-f2a6©., + 26c^^; + 2caö... 

Bei gegebener Lage des Koordinatensystems erscheint also das 
Trägheitsmoment als Funktion der Winkel, die die Drehungsachse mit 
den drei Koordinatenachsen bildet. Es genügt demnach, die Trägheits- 
momente um die drei Koordinatenachsen und die Deviationsmomente 
in bezug auf die drei Koordinatenebenen zu kennen, um dann mittels 
der g1 6 für jede beliebige Bichtung sogleich das Trägheitsmom3nt 
angeben zu können. Die Abhängigkeit des Wertes des Trägheitsmomentes 
von der Bichtung kann man nun graphisch darstellen, indem aian 

9* 
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sich durch deu Schwerpunkt ein Bündel von Strahlen gelegt denkt und 
auf j^er dieser Geraden von dem Schwerpunkte aus eine Strecke. auf- 
trägt, deren (mit dem absoluten Betrage genommene) Länge I eine 
bestimmte eindeutige Funktion des Wertes ist, den für diese Bichtung 
das (nach seiner Definition stets positive) Trägheitsmoment hat. Welche 
Funktion man wählt, ist an sich gleichgültig; aber es zeigt sich, daß 
die Fläche, ^die den geometrischen Ort der Endpimkte der auf- 
getragenen Strecken darstellt, eine besonders einfache Form hat, wenn 
man die Länge der Strecke l derart wählt, daß das reziproke Quadrat 
dieser Länge dem Trägheitsmoment für die betreffende Bichtung gleich 
ist, daß also 

(6) Ö--^- \ 

Bezeichnet man also die Koordinaten des Endpunktes in besag 
auf das gegebene Koordinatensystem (dessen Ursprung im Schwerpunkte 
liegt) mit £, ij, C, so ist, da ja die Strecke von der Länge l mit den Ko- 
ordinatenachsen die Winkel mit den Bichtungskosinussen a, b, e bildet, 

(7) i.a-f 
oder auf Grund der Gl. 6 

(8) a»«f«.©. 

Setzt man diesen Wert für a^ und die analogen für b* und e* in die GL 6 
ein, indem man zugleich durch G dividiert, so erhält man die Beziehung 

Gl. 9 ist die Gleichung der Fläche, die den geometrischen Ort der 
Endpunkte aller Strecken I darstellt; man erkennt, daß diese Fläche 
eine Fläche zweiten Grades sein muß, und da der das Trägheits- 
moment darstellende Ausdruck 2mp^ nie Null und auch nie unendlich 
werden kann, so ergibt sich, daß diese Fläche zweiten Grades nur ein 
EUipsoid^ sein kann; man bezeichnet diese (zuerst von Poinsot kon- 
struierte) Fläche darum auch als das Trägheitsellipsoid. Das Träg- 
heitsmoment, in bezug auf eine beliebige durch den Schwerpunkt-gehende 
Achse, ist gleich dem reziproken Quadrate des Halbmessers» dessen 
Bichtung der der Achse parallel ist, und geht die Achse nicht durch 
den Schwerpunkt, so findet man ihren Wert dann ohne weiteres auf 
Grund des STBiNBBschen Satzes. 

Geht man von dem ganz behebigen Koordinatensystem zu einem 
anderen über, das derart beschaffen ist, daß seine Koordinatenachsen 
mit den drei Achsen des EUipsoids zusammenfallen, so muß in bezog 
auf ein solches Koordinatensystem die Gleichung der Fläche rein 
quadratisch sein, so'ilaß also für ein solches Koordinatensystem die 
Deviationsmomente 0«^, ö,., 0«« verschwinden müssen. Die drei Ge- 
raden, die man bei jedem starren Körper derart durch den Schwerpunkt 
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legen kaim, daß sich ihre Eichtungen mit denen der Achsen des Träg- 
heitsellipsoids decken, nennt man die Eauptträgheitsachsen des 
Körpers und die Tr&gheitsmomente in bezng auf sie die Hauptträg« 
heitsmomente; man bezeichnet sie mit 9^, 6^* ^s» ^^^ ^^ ^^ Längen 
•der Achsen des EUipsoids Extremwerte der Durchmesserlänge dar- 
stellen, so folgt zugleich, daß für die Hauptträgfaeitsachsen das Träg- 
heitsmoment (in seiner Abhängigkeit von der Bichtung) ein Extremum 
ist, nämlich ein Maximum für die kleine Axe, ein Minimum für die 
große und ein sogenannter Sattel wert für die mittlere. 

Ist im besonderen das Trägheitsellipsoid ein Botationsellipsoid 
.(was z. B. der Fall ist, wenn der starre Körper ein Kreiszylinder ist), 
so ist nur für eine Eauptträgheitsachse die Bichtung bestimmt, während 
sie für die beiden anderen ui^bestimmt ist. Denn jode durch den Schwer- 
punkt gehende Gerade, die zu der einen Bichtung senkrecht ist, kann 
dann als Eauptträgheitsachse gelten. Ist in einem speziellen Falle das 
Trägheitsellipsoid eine Kugel (diese Gestalt hat es, wenn der starre 
Körper selbst eine Kugel ist), so stellt jede durch den Schwerpunkt 
gehende Gerade eine Eauptträgheitsachse des starren Körpers dar. 

Nennt man nun die Winkel, die eine beliebige durch den Schwer- 
punkt im starren Körper gelegte Achse mit den drei Eauptträgheits- 
achsen bildet, a, ß, y, so ist das Trägheitsmoment in bezug auf diese 
Achse zufolge Gl. 5 durch den einfachen Ausdruck gegeben 

(10) © = öl . cos*a + ö, . cos* ß +Bs' cos*y . 

Bezeichnet man schUeßlich die Komponenten des Drehimpulses in bezug 
auf die drei Eauptträgheitsachsen mit Ui, ü^, ü^ und ebenso die Kom- 
ponenten des Winkelgeschwindigkeitsvektors nach den drei Eaupt- 
trägheitsachsen mit Wi, w^, u^s, so gelten, wie aus den GL 2 folgt, die 
besonders einfache]^ Beziehungen 

(11) u, = w,.e,. 

Größen von der Art des Trägheitsmomentes spielen in vielen Zweigen 
der Physik eine große Bolle. Ganz allgemein bezeichnet man, wenn 
ein Vektor % eine lineare Yektorfunktion eines anderen Vektors fB 
ist, als Tensorkomponenten die neun Größen &««, k^^, ^., kg^p 
K99 Kg9 Kvf hxf ^«ff» die den Zusammenhang zwischen den auf ein 
beliebiges Koordinatensystem bezogenen Komponenten von % und 93 
mittels des Gleichungstripeis ausdrücken 

(12) \ A^r^k^^B^+%^B^ + k^,B,, 
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Ist im besonderen^ 9( eine symmetrische Vektorfunktion von S, so 
daß also ist 

so bezeichnet man die sechs Koeffizienten als sjrmmetrische Tensor- 
komponenten» und zwar nennt man die drei Größen fe^ fc,y, h^g die 
Tensorkomponenten erster und die drei anderen kg,^, h^g, ft^« die 
Tensorkomponenten zweiter Art. 

Indem man eine stets positive Größe k als eigentlichen Tensor* 
einführt, dessen Betrag von der Bichtnng abhängen nnd fnr die 
Eichtung des Vektors SB den Wert (91SB)/B* haben soll, erkennt man 
leicht, daß analog der Gl. 5 die Beziehmig besteht 

(14) k = a^k^:,+d^k^^ + c^kgg + 2abk^^+2bck^g+2cakgg, 

wenn a, 6, e die Kosinusse der Winkel sind, die die Bichtong des Vek- 
tors S mit den drei Koordinatenachsen bildet.^ (Zu der Gl. 14 ge- 
langt man auf demselben Wege wie zu der Gl. 6; man setzt ztmfichst 
definitionsgemäß 

(^f&) = A^. B^ + Ay. B^ + Ag. Bg , 

setzt dann für Ag^, A^, Ag die Werte aus den Gl. 12 ein und b^ck- 
sichtigt schließlich, daß a ^ BJB ist usw.) 

Aus Gl. 14 folgt nun wiederum, daß sieh die Abhängigkeit des 
W^ertes von k von der Bichtung graphisch durch eine Fläche zweiten 
Grades darstellen läßt und daß durch deren Achsen drei Haupt- 
richtungen derart bestimmt sind, daß, wenn man durch sie ein Ko- 
ordinatensystem festlegt, für diese die Tensorkomponenten zweiter 
Art verschwinden; die Werte, die für ein solches Koordinatensystem 
die Tensorkomponenten erster Art annehmen, nennt man die drei 
Hauptwerte des Tensors. Hieraus ergibt sich dann ohne weiteres 
der wichtige Satz: Ist % eine lineare sjrmmetrische Vektorfunktion von 
93, so läßt sich stets ein Koordinatensystem derart bestimmen, daß 
zwischen den darauf bezogenen Komponenten der Vektoren % und S 
(die mit A^, A^, A^, B^, jB,, B^ bezeichnet werden sollen) die einfachen 
Beziehungen bestehen 

(15) ^ A^^k^B^, A^rr^k^B^, A^^k^B^, 

wenn ^, ^, ^ die Hauptwerte des Tensors sind, dessen Komponenten 
den linearen Zusammenhang zwischen 9( und SB ausdrücken. 



^ Welcher f^U für die folgenden Untersuchungen allein in Betracht kommt. 

* Die Bezeichnung „Tensor** (in wörtlicher Übersetzung der „Dehner"} stammt 
daher, daß Tensorgröfien eine wichtige Rolle in der Elastizitätstheorie spielen. 

' Die Tensorkomponenten erster Art fikr ein beliebiges Koordinatensystem 
sind aleo die Werte, die der Tecsor fOr die Richtungen der drei Koordinatenachseii 
annimmt. 
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Der Wert von fc für eine beliebige Eichtung (deren Einheitsvektor 
t sei) läßt sich dann durch die Hauptwerte mittels der aus 61. 14 fol- 
genden Beziehung ausdrücken 

(16) Ä = fciOOB«(t,l)+*,C08*(t,2)+fc8COS«(t,8) , 

wenn (t, 1) der Winkel ist, den die Biehtung von t mit der ersten Haupt- 
richtung bildet usw. Dementsprechend findet man für die auf ein be- 
liebiges Koordinatensystem bezogenen Tensorkomponenten erster Art 

fc«. = Äi cos* (flc, 1) + fcj cos* (ä, 2) + fcj cos* (rc, 8) , 

(17) { fc,»=fciCOS*(y, l)+fc8Cos*(2/,2)+ft8Cos*(j/,3), 

fc„ = fci cos* (;?, 1) + ^ cos* (21, 2) + ;i cos* (^, 3) . 

Da nun aber nach einem elementaren Satze der analytischen Geometrie 
die Summe der Quadrate der Kosinusse, die eine Gerade (in diesem 
F^lle eine der drei Hauptrichtungen) mit den drei Achsen eines recht- 
winkligen Koordinatensystems (in diesem Falle mit der x-^ y-, ^r-Achse) 
bildet, gleich eins ist, so ergibt sich durch Addition der drei Gl. 17 
die wichtige, für jedes Koordinatensystem erfüllte Beziehung 

(18) K» + kyy + h,= k^ + k^+1c^ . 

Die Summe der auf ein beliebiges Koordinatensystem bezogenen Tensor- 
komponenten erster Art ist stets gleich der Summe der Haupt- 
werte des Tensors und stellt somit eine von der Lage des Koor- 
dinatensystems unabhängige Größe dar.« 

§ 29. Sie ExriiEKicIien Oleiehimgen. 

Infolge der einfachen Beziehungen, die zufolge Gl. 11 des § 28 die 
nach den Hauptträgheitsachsen genommenen Komponenten des Dreh- 
impulses und der Winkelgeschwindigkeit mit den Hauptträgheitsmomenten 
verknüpfen, nehmen, wie zuerst Eulbb erkannte, die Bewegungs- 
gleiehungen des starren Körpers eine besonders einfache Gestalt an, 
wenn man sie auf ein Koordinatensystem bezieht, dessen Ursprung 
im Sohvrerpunkt liegt und dessen Achsen mit den Hauptträgheits- 
achsen zusammenfallen, das also mit dem Körper fest verbunden 
ist. Da sich somit dieses System selbst in jedem Augenblick gegenüber 
eiQem Fundamentalsystem mit einer Winkelgeschwindigkeit xx> dreht, 
so ist das resultierende Moment aller angreifenden Kräfte 3R zufolge 
Gl. 8 des § 22 und Gl. 6 des § 24 gleich 

(1) 3K«~? + [n)ll]. 



* Aus Ol. 18 folgt, daß die Summe der drei Hauptträgheitsmomente für jeden 
[ KOrper gleich ist der doppelten Summe £ m r\ wenn r die Entfernung eines 
Mawenponlrtei vom Schwerpunkte bedeutet. 
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Überträgt man diese Gleichung aus der vektoriellen Schreibweise 
in die analytische und nennt man die Komponenten des resultierenden 
Drehmomentes nach den Hauptträgheitsacbsen Af^, M^, M^f berüd^« 
sichtigt man femer, daß zufolge Ol. 4 des § 22 

ist, so erhält man, wenn man in Gl. 1 die Werte aus den Gl. 11 des 
§^28 einsetzt, die Bewegungsgleichungen des starren Körpers 
in der von Eulbb herrührenden Form 



M,^e,^ 


-tt>,t(»,(0,-0,), 


^-0,^ 


-«",Wi(0a-0i)» 


^.-ö.^ 


-w,u>,(0j-0,). 



(3) 



Auf Grund dieser Gleichungen läßt sich nun auch leicht die Frag^ 
beantworten, wann ein Körper um eine feste Achse ohne Ein- 
wirkung äußerer Kräfte dauernd gleichmäßig rotieren kann. 
Wenn dies der Fall sein soll, so muß einerseits wegen des Fehlens äußerer 
Kräfte 

(4) aw=o 

und andererseits wegen der Konstanz der Bichtung der Botationsachie 
und des Betrages der Winkelgeschwindigkeit 

^-» 

oder 

sein. / 

Wenn wir einen ganz beliebigen starren Körper betrachten, somit 
also die drei Eauptträgheitsmomente voneinander verschieden -annehmen 
müssen, so können die Bedingungen (4) imd (6) zufolge den EuCbb* 
sehen Gleichungen nur dann erfüllt sein, wenn entweder iDi = tD^^w^<^0 
ist (welcher Fall aber, da dann überhaupt keine Botation stattfin4el, 
hier nicht in Betracht kommt) oder aber, wenn von den drei Korn- 
ponenten der Winkelgeschwindigkeit zwei verschwinden. Bios 
kann aber nur dann der Fall sein, weim m dauernd die Bichtung einer 
der drei Hauptträgheitsachsen hat, wenn also dauernd die DeyiÄ- 
tionsmomente Null sind. Nur die Hauptträgheitsachsen haben also die 
Eigenschaft, daß um sie der starre Körper ohne Einwirkung äußerer 
Kräfte gleichmäßig rotieren kann. Man nennt sie darum aucb«;.die 
freien Achsen des Körpers.^ 

Soll der Körper um eine andere, mit ihm fe^t verbundene, jedoch 
unfreie Achse gleichförmig rotieren, so können nicht all» drei Cio- 
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dokte iDi iD^, tOfW^ und w^Wi gleich Null sein, und es kann somit dann, 
wie aus den EuLBBschen Gleichungen ersichtlich ist, die für die gleich- 
mäßige Botation notwendige Bedingung 

TT-» 

nur erfüllt sein, wenn 

ist, wenn also eine äußere Kraft vorhanden ist. Sobald die Einwirkung 
der äußeren Kraft aufhört, kann nicht mehr länger dm/dt gleich Null 
sein; es muß sich dann der Vektor m ändern. Und da sich nicht sein 
Betrag ändern kann, weil ja beim Fehlen äußerer Kräfte (nach § 24) 
die lebendige Kraft und somit (nach 61. 5 des § 27) auch w konstant 
bleiben muß, so kann sich nur die Biohtung von u) ändern. Sobald 
also bei einem Körper, der um eine freie Achse rotiert, die Einwirkung 
der äußeren Kraft aufhört, so ändert sich die Bichtung der Botations- 
achse sowohl in bezug auf den äußeren Baum als auch zufolge Gl. 2 
in bezug auf den Körper selbst. Auf dieser Tatsache beruhen die (hier 
nicht näher 2u erörternden) Erscheinungen der Kreiselbewegung, 
zu denen auch die Fräzession und die Nutation der Erdachse ge- 
hören; für alle diese Phänomene bilden die EuLBBSchen Gleichungen 
die Grundlage der theoretischen Untersuchung. 



^ Sind zwei Hauptträgheüsmomente emander gleich, so können die Bedingungen 
(4) und (5) allerdings aaoh..erffillt sein, wenn nur eine der drei Komponenten ver- 
sohwindei; aber dann siSdandererseits auch alle Richtungen, die zu der dnen be- 
stimmten Hauptrichtung senkrecht sind, ebenfalls HauptträgheituMihsen', so daß sich 
also in der Tat stets die Begriffe der Haupttxagheitsaohsen und der freien Achsen 
decken. 
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VL Kapitel. 

Die Bewegung der Flüssigkeiten. 

§ 80. Das Bild def deformierbaren KSrpen. 

Das Bild eines Systems diskreter Mas^enpunkte mit tm^gE&ndaiK^ 
liehen gegenseitigep Entfernungen eiiiweisKsich zur BesohreiSimg des 
mechanischen Verhaltens nur bei einer bestimmten Gräppe wirk* 
lieber Körper als hinreichend mid geeignet; denn es setzt voraus» daß 
der betreffende Körper anch bei der Ei nwirku ng äußerer Kräfte seine 
Form unverändert bejbfihgjt. Dies tnlft nun wohl bei vielen festen 
Körpern mit ziexQUi^r^^onähernng zu; hingegen stehen bereits die 
Erscheinungen der Elastizitl^tTHieauch feste Körper zeigen, im Wider- 
spruch mit dem einfachen Bilde des starren Körpers, und völlig ^itr- 
rpcfien d wird dieses Bild dort, wo ^es sich um solche Körper hanäeß, 
die überhaupt keine bestimmte Form haben, und die man als 
flüssig bezeichnet. 

Man kann sich also wohl auch einen deformierbaren ^Körper 
imter dem Bilde eines Systems diskreter Massenpunkte vor- 
stellen, muß jedoch die spezielle Forderung der Unveränderlichkeit der 
inneren Entfernungen fallen lassen imd sie durch allgemeinere Forde- 
rungen ersetzen; diese allgemeineren Fostulate müssen die Tatsache 
ausdrücken, daß die einzelnen Massenpunkte untereinander nicht iso- 
liert sind, sondern in ihrer Gesamtheit einen zusammenhängenden 
Körper darstelleiL 

Man nimmt deshalb zunächst an, daß die Massenpunkte so dicht 
beisammen sind, daß, wenn P ein beliebiger geometrischer Punkt inner- 
halb des von dem deformierbaren Körper erfüllten Baumes ist, die Ent* 
f emungen von dem Punkte P bis zu den in seiner unmittelbaren Nachbar- 
schaft befindlichen Massenpunkten noch immer sehr klein sind gegen- 
über den Strecken, die man bei den theoretischen Untersuchungen bei 
dem verlangten Grade von Genauigkeit noch als Differentiale 
der Koordinaten {dz, dy, dz) ansehen kann. Ein System von Massen- 
punkten, das diese Bedingung erfüllt, bezeichnet man als eine konti- 
nuierlich verbreitete Masse. 

Grenzt man nun um den Punkt P ein Volumen ab, dessen lineare 
Dimensionen man von der Größenordnung der Koordinatendifierentiale 
wählt, so muß dieses Volumen eine so große Anzahl von Massenpunkten 
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enthalten, daß der Quotient aus der gesamten Masse aller in dem Volumen 
enthaltenen materiellen Punkte und aus dem Volumen selbst als von 
der Größe des Volumens unabhängig angesehen werden darf. 
Man bezeichnet diesen Quotienten als die Dichte des deformierbaren 
Körpers an der betreffenden Stelle, wob^ aber zu beachten ist, daß 
sich der Wert der Dichte auch an einer und derselben Stelle mit der 
Zeit ändern kann. 

An die erste Forderung der kontinuierlichen Massenverbrei- 
tung reiht sich nun als zweite die der 'kontinuierlichen Bewegung. 
Die kontinuierlich verbreitet gedachte Masse soll sich nämlich so be- 
wegen, daß durch die Bewegung in dem Innern des Körpers weder Bisse 
entstehen, noch auch Teile sich ineinander schieben können. Dies ist 
nur dann ausgeschlossen, wenn die Geschwindigkeit, die in einem 
bestinmiten Augenblicke die verschiedenen Teile der kontinuierlich 
verbreitet gedachten Masse besitzen, eine stetige differentiierbare 
Funktion des Ortes darstellt; die Folge hiervon ist, daß, wenn wir 
die Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle des deformierbaren Kör- 
pers zu irgend einer Zeit mit p und die Komponenten hiervon mit 
Vg, Dy, Vg bezeichnen, neun partielle räumliche Differential- 
quotienten gebildet werden können; da überdies die Geschwindigkeit 
jedes einzelnen Massenteilchens (wie überhaupt nach § 8 die jedes 
materiellen Punktes) als stetige, differentiierbare Fimktion der Zeit 
anzusehen ist, so erscheint die Geschwindigkeit innerhalb eines deformier- 
baren Körpers als stetige, differentiierbare Funktion von insgesamt 
vier unabhängigen Veränderlichen, nämlich von x, y, z und t, 
so daß in der Mechanik der deformierbaren Körper insgesamt zwölf 
partielle Differentialquotienten der Geschwindigkeitskomponenten auf- 
treten, nämlich 

dVm SVf dVt 



dv. 


dv, 
dy* 


dv, 
Sy' 


Sv, 


dv, 

a»' 


dv. 
d»' 


dv, 
dt '■ 


dv, 
dt ' 


dv. 
dt ' 



Da die den deformierbaren Körper zusammensetzenden Massenpunkte 
ein System freier materieller Punkte bilden, ist auf sie der erste 
Integralsatz der Mechanik anwendbar, demzufolge der zeitliche 
Differentialquotient der gesamten Bewegungsgröße des Körpers stets 
gleich sein muß der Summe aller an dem Körper angreifenden äußeren 
Krjäfte (Gl. 4 des § 18). Nun kommt es aber nicht allein auf die 
Bewegung des Körpers als ganzen, sondern vielmehr auf die Massen- 
Verschiebungen, auf die Dichtenänderungen in seinem Innern an. Wir 
müssen uns deshalb innerhalb des deformierbaren Körpers ein Volu- 
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men abgegrenzt denken; die darin enthaltenen Massenpunkte stellen 
dann ebenfalls für sich ein System freier diskreter Massenponkte dar, 
dessen gesamte Bewegongsgröße gleich ist 

(1) (5=JeodT, 

wobei Q die Dichte des Volumelementes dx bedeutet und das Integral 
über das ganze abgegrenzte Volumen zu erstrecken ist; die Volum- 
elemente dx können dabei nach dem früher Gesagten so gewählt 
Werden, daß ihre linearen Dimensionen noch immer groß sind gegen- 
über dem Abstände zweier benachbarter Massenpunkte. Der Differential- 
quotient di&jdi muß dann stets gleich sein der Summe sämtlicher Kräfte, 
die an den im abgegrenzten Volumen enthaltenen Massenpunkten von 
außen angreifen. 

Diese Kräfte zerfallen nun in zwei Gruppen. Die erste Gruppe 
bilden die Kräfte, die (wie z. B. die Schwerkräfte) für den ganzen 
Körper, nicht nur für das abgegrenzte Volumen äußere Kräfte dar- 
stellen; wir wollen sie £2« nennen und die geometrische Summe der 
Kräfte £i«, die an allen in dem Volumelemente dx enthaltenen Massen- 
punkten angreifen, mit d^ bezeichnen. Dann folgt aus dem Fostulate 
der kontinuierlichen Massenverbreitung, daß der Quotient d£ul^'^ ^^ 
unabhängig von der Größe von dx angesehen werden darf. Wir wollen, 
nun den Ausdruck 

1 d£u 

^ dt 

mit Si bezeichnen und jl die an dem Volumelemente dx angreifende 
Volum- oder Fernkraft * nennen. Wir erhalten somit für die vek- 
torielle Summe der an dem abgegrenzten Volumen angreifenden Kräfte 
der ersten Gruppe den Ausdruck 

(2) 2Qa-/pÄrfr. 

Die zweite ^ruppe von Kräften, die an dem abgegrenzten Volumen 
von außen her angreifen, bilden diejem'gen Kräfte, die zwar für das 
abgegrenzte Volumen äußere, für den Körper als ganzen jedoch innere 
Kräfte darstellen. Nennen wir nämlich die Massenpunkte, die in dem 
abgegrenzten Volumen liegen, kurz die Massenpunkte I und diejenigen, 
die in dem deformierbaren Körper außerhalb des abgegrenzten Volumens 
liegen, kurz die Massenpunkte //, so^p^d die zweite Gruppe von Kräften, 
die wir mit Qf bezeichnen wollen, durch die Kräfte gebildet, die auf 
die Massenpunkte I die Massenpunkte // ausüben. 

Bezüglich dieser Kräfte verlangt nun ein drittes, das Bild des defor- 
mierbaren Körpers ergänzendes Postulat, daß sie Zentralkräfte 

^ Bieee Beceiohnong ist eigeotlioh ungenau, weil ft nicht die Dimemion einer 
Kraft hftt. 
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darstellen ^ jedoch nur bis zu solchen Entfernungen wirksam sein 
sollen, die von der Größenordnung des Abstandes zweier benachbarter 
Hassenpunkte sind. In größeren Entfernungen sollen hingegen diese 
Zentralkräfte nicht mehr zur Geltung kommen; sie müssen infolgedessen 
nach dem früher Gesagten auch bereits in Entfernungen unwirksam 
sein, die von der Größenordnung der Strecken sind, die man als Diffe- 
rentiale der Koordinaten anzusehen berechtigt ist. 

Ist ntm dies der Fall, dann reduziert sich die ganze Wirkung, die 
die Massenpunkte II auf die Massenpunkte I ausüben, auf die Wirkung, 
die die unmittelbar an der Begrenzungsfläche liegenden Massen- 
punkte II auf die ebenfalls unmittelbar an der Begrenzungsfläche liegenden 
Massenpunkte I ausüben, die ihnen gegenüber liegen und ihnen un- 
mittelbar benachbart sind. Greifen wir nun aus der Begrenzungs- 
fläche ein Fläohenelement df heraus (dessen lineare Dimensionen 
wiederum groß sein sollen gegenüber dem Abstände zweier benachbarter 
Massenpunkte), und nennen wir die gesamte Kraft, die die an diesem 
Fl&chenelement hegenden Massenpunkte I von den gegenüber liegenden 
Massenpunkten II erfahren, dJQ^, so folgt wiederum aus dem Postulate 
der kontinuierlichen Massenverbreitung, daß der Quotient d^Lijäf als 
unabhängig von der Größe des Elementes df angesehen werden kann. 
Den Quotienten dSii/df wollen wir mit iß bezeichnen und die auf das 
Flächenelement df wirkende Flächenkraft ^ oder Spannung nennen, 
so daß also die gesamte Wirkung der Massenpunkte II auf die Massen- 
punkte I dargestellt werden kann 'durch die Formel 

(3) 2Qi -/*<'/•.* 

wobei das Integral über die ganze Begrenzungsfläche zu erstrecken ist. 
Es ist jedoch zu beachten (Näheres in § 86), daß im allgemeinen der 
Wert der Spannung für eine bestimmte Stelle und für eine bestimmte 
Zeit offenbar erst dann völlig bestimmt ist, wenn auch die Bichtung 
des Flächenelementes df> ausgeben ist. 

Da nun die in dem abgegrenzten Volumen enthaltenen Massen- 
punkte I für sich ein freies System von diskreten Massenpunkten dar- 
stellen, wobei die zwischen den Massenpunkten I wirkenden inneren 
Kräfte zufolge dem dritten Postulate auch selbst Zentralkräfte sind, 
so müssen auf dieses System sowohl das erste als auch das zweite Integral- 
prinzip der Mechanik, also sowohl der die Bewegungsgröße als auch 



» Vgl. ! 14. 

' Auch die Flfiohenkraft hat nicht die Dimension einer Kraft, sondern die eines 
Quotienten aus einer Kraft und einer Fläohe (g cm~^ seo"*). 

* Es ist zu beachten, daß in der Gl. 3 der Vektor 9 ^^^ der skalaren Größe df 
(dem Betrage der Yektoriellen Größe d\) multipliziert ist; es ist also V>df nicht 
zu verwechseln mit dem inneren Produkte $ . <2f. 

* Mit anderen Worten also die Richtung des auf dem Flächenelemente senk- 
recht stehenden und nach außen weisenden Einheitsvektors n. 
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der den Drehimpuls betreffende Satz anwendbar sein. Es müssen also 
zufolge den Ol. 4 des § 18 und Gl. 4 des § 14 die Formeln gelten 

und 

(6) ^[t®]=2CrQ«]+2[tQJ, 

wenn t der von einem beliebigen Bezugspunkte aus zu den einzelnen 
Massenpunkten gezogene Eadiusvektor ist. Setzt man in diese Glei- 
chungen die Werte aus den Gl. 1, 2 und 8 ein, so erhält man die Glei- 
chungen für die Bewegung eines abgegrenzten Volumens innerhalb eines 
deformierbaren Körpers in der Form 

(«) 4tiQr>dT~JQ9tdx-\-j^df 

und 

Wir postulieren dabei in Erweiterung der Forderung der kontinuierlichen 
Massenverbreitung, daß gleich der Geschwindigkeit auch die Größen 51 
und iß stetige, differentiierbare Funktionen des Ortes seien. 

Ebenso wie die verschiedenen bisher besprochenen Postulate (die 
ihre Rechtfertigung durch die Übereinstimmung zwischen den mit ihrer 
Hilfe gewonnenen theoretischen Resultaten und der Erfahrung finden) 
gelten auch die Gl. 6 und 7 ganz allgemein für jeden beliebigen defor- 
mierbaren Körper; sie nehmen jedoch eine speziellere Gestalt an, wenn 
das Bild des deformierbaren Körpers noch durch weitere spezielle 
Forderungen ergänzt wird. Ein besonders wichtiges diesbezügliches 
Postulat ist nun die Forderung, daß det deformierbare Körper über- 
haupt keine bestimmte Gestalt habe, so daß also Veränderungen 
seiner Form, die nicht zugleich init einer Änderung des Volumens 
verbunden sind, keine Arbeit erfordern. Deformierbare Körper, bei 
denen neben den drei allgemeinen Postulaten auch noch dieses spezielle 
erfüllt ist, bezeichnet man als Flüssigkeiten.' 

Aus der Definition der Flüssigkeiten folgt, daß sie unter den defor- 
mierbaren Körpern nur in dynamischer, nicht aber in kinematischer Hin- 
sicht eine Sonderstellung einnehmen können. Die rein kinematischen 
Betrachtungen der folgenden Abschnitte (§§ 81—86) haben somit für 
alle Arten von deformierbaren Körpern Geltung; dennoch soll, da die 
Ausdrücke, die sich auf die Bewegung kontinuierlicher Massen beziehen, 

• Ein anderes spezielles Postulat, doroh das das allgemeine Bild des deformier* 
baren Körpers ergänzt werden kann, ist, daß das Hooxasohe Gesetz erfttllt sei, 
demzufolge zwischen den deformierenden Spannungen und den linearen Deformationeii 
direkte Proportionalität bestehe. Deformierbare Körptf, bei denen dieses FostnUt 
erffUlt ist, heißen vollkommen elastisoh. 
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zumeist der Terminologie der Hydrodynamik entnommen sind, im fol- 
genden statt von deformierbaren Körpern einfach von Flüssigkeiten 
die Bede sein. 

§ 31. Bai Vektorfeld der Oesohwindigkeit 

Da die Komponenten der Geschwindigkeit in einer Flüssig- 
keit skalare, und zwar (nach § 80) stetige, differentiierbare Funk- 
tionen der Koordinaten sind, so muß sich um jede beliebige Stelle 
innerhalb der Flüssigkeit stets derart ein Flüssigkeitsbereich (im 
Sinne des § 12) abgrenzen lassen, daß innerhalb des Bereiches für die 
Komponenten der Geschwindigkeit die GL 22 des § 12 gilt. Bezeichnet 
man also das Zentrum, um das man den Bereich abgrenzt, mit Pq, einen 
beliebigen anderen Punkt des Bereiches mit P, die gerichtete Strecke PqP 
mit a und die Werte der Geschwindigkeit in den Punkten Pq und P mit 
Oo und n, so müssen nach Gl. 22 des § 12 die Gleichungen erfüllt sein 

t?,« V,® + a.gradv,, 
v, = V +a.gradt?^, 
t?, = t?,^ + a . grad v. 



(1) 
oder 



— »0 = Ha . grad vj + 1 (a . grad t? J + 1 (a . grad t?,) . 



Setzen wir für die Gradienten von v«, t^, v« ihre Werte gemäß GL 20 
der § 12 ein, so finden wir somit 



m 



»-»0- M7i--''''+ä7**» + 77*M 



Innerhalb des Bereiches stellt somit der mit dem Orte veränderliche Vektor o 
eine lineare Vektorfunktion des Badiusvektors dar, den man von dem 
Zentrum des Bereiches zu der betreffenden Stelle des Bereiches zieht. 
Man nennt nun den Quotienten (n -- Oo)/^i ^^^ &lso die auf die 
Längeneinheit bezogene Änderung der Geschwindigkeit in der Bich- 
tung des Vektors a darstellt, den Gradienten der Geschwindigkeit 
für die Stelle Pq in der Bichtung des Vektors a. Ganz allgemein be- 
zeichnet man, wenn ein beliebiger Vektor SB eine Funktion des Ortes 
ist, das Produkt aus dem Betrage eines beliebigen anderen Vektors 9t 
und aus dem Gradienten des Vektors SB in der Bichtung des Vektors 9t 
durch das Symbol (9t grad) SB, so daß also diese Vektoroperation^ 

^ Statt des Symboles (Vgrad)S gebraucht man aaoh das Symbol (9 V)S, 
weil man sich, wie G1.3 zeigt, den Ausdruck (9(grad)S auch durch Multiplikation 
des Vektors S mit dem skalaren Produkte aus dem Vektor V und dem Hamh/ton- 
sohen Operator V entstanden denken kann (vgl. § 12, Anm. 2). 
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(3) 



nach dem früher Gresagten ganz allgemein durch die Gleichung definiert ist 
f(2CgTad)S-ff^'.J. + ^'.^, + ^--^.) 

Da im allgemeinen t) eine Funktion von vier unabhängigen Ver- 
änderlichen, (nämlich außer von den Koordinaten auch von der Zeit) 
ist, so sind die vollständigen zeitlichen Differentialquotienten der Ge- 
schwindigkeitskomponenten, also die Komponenten der tatsächliobeü 
Beschleunigung eines Flüssigkeitsteilch6ns durch die Formel gegeben 

dvg £;^ rfi^ .^4.£^ ,£lL4.l2i ^* 
dt " dt "^ dx * dt '^ du ' dt '*' dn ' TT 

oder, da ja dx/dt nichts anderes ist als v^ usw., 

Diese und die beiden analogen für die y- und die i^Komponente der 
Beschleunigung geltenden Formeln kann man unter Benutzung der 
GL 8 auch in die einzige Yektorgleicbung zusammenfassen 

Da hinsichtlich der rein kinematischen Erscheinungen in Flüssig- 
keiten keine weitere Voraussetzung gemacht wird als die, daß die Ge- 
schwindigkeit eine stetige, differentiierbare Funktion der Koordinaten 
sei, so ist es klar, daß man jedes beliebige stetige Vektorfeld immer 
als das Geschwindigkeitsfeld einer fingierten Flüssigkeit auffassen und 
daß man somit sämtliche Sätze, zu denen die Untctrsuchung der kine- 
matischen Erscheinungen in Flüssigkeiten führt, auf alle Vektor- 
felder übertragen kann. 

Indem wir dies mit den Ergebnissen dieses Abschnittes tun, ge- 
langen wir zu dem allgemeinen Satze, daß die gesamte zeitliche Ände- 
rung eines Vektors, der eine Eigenschaft darstellt, deren Träger selber 
bewegt ist, durch die Formel gegeben ist 

(6) ^^^ + {vgrsAm. 

wenn sich der Träger der Eigenschaft in dem betreffenden Augenblicke 
mit der Geschwindigkeit u bewegt. Den partiellen Differentialquotienten 
nach der Zeit, der also angibt, wie sich der Vektor 9t an einer und der- 
selben Stelle des Vektorfeldes ändert, nennt man auch die lokale Ander 
rung des Vektors. Ist im besonderen d^/dt gleich Null, so bezeichnet 
man das Vektorfeld als stationär. 
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§ 38. Strömung, Wirbel und SilatatioiL 

Bevor die Bewegnngsvorg&nge in kontinuierlich verbreiteten Massen 
im allgemeinen betrachtet werden, soll zmiäohst kurz der ganz spezielle 
Eall der Bewegung einer kontinuierlich verbreiteten, jedoch 
stajrren Masse behandelt werden. Die Bewegung einer solchen starren 
Masse läßt sich auf Grund der Betrachtungen des § 25 durch die Glei- 
chung darsteUen 

(1) P = t)o + [tDt], 

wenn Uq die Geschwindigkeit eines bestimmten Massenteilchens ist, 
t der Badiusvektor, den man von diesem Massenteilchen zu einem be- 
liebigen anderen Massenteilchen (dessen Geschwindigkeit o ist) zieht, 
und die vom Orte (zufolge Gl. 6 des § 26) unabhängige Größe VD die 
Winkelgeschwindigkeit ist, mit der sich in dem betreffenden Augenblicke 
ein^ mit der starren . Masse fest verbundenes Koordinatensystem gegen- 
über einem fundamentalen Bezugsystem dreht. 

Um nun den Zusammenhang zu finden, der zwischen dieser Vektor- 
größe m tmd dem Geschwindigkeitsvektor r> Wsteht, übertragen wir 
zunächst die Gl. 1 in die analytische Schreibweise und finden (wenn 
wir den Ursprung des Koordinatensystems in das erste Massenteilchen 
verlegen) 

Vy^v^^ + lw^x-w^e], 

Wir differentiieren sodann derart partiell nach den Koordinaten, daß 
wir diese selbst sowie die Komponenten von Uo eliminieren können. 
Indem wir nämlich die erste GU ichung partiell nach y, die zweite partiell 
nach X differentiieren upd sodann die erste von der zweiten abziehen, 
finden wir, da ja m vom Orte unabhängig ist, 

dx dy * \ 

Es ergeben sich somit für die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
die Beziehungen 

• 2 [dy dz)' 

1 ( dv, dvA 

Man bezeichnet nun eine Bewegung einer kontinuierlich verbreiteten 
Masse, bei der sich diese so verhält wie ein in Translation begriffener 
Utarrer Körper, als eine Strömung, eine Bewegung, bei der sich die 
Masse so verhält wie ein ohne Translation rotierender starrer Körper, 

Saai» XtefOhrans In dto theor. Phyrik. 10 
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als eine Wirbelbewegung; die Größe m selbst» die bei gegebener Ab- 
hängigkeit der Geschwindigkeit o vom Orte durch die Gl. 8 bestinunt 
ist, nennt man bei einer Flüssigkeit die Wirbelgeschwindigkeit. 

Wir betrachten nun innerhalb einer in ganz beliebiger Bewegung 
begriffenen Flüssigkeit einen Bereich (im Sinne des § 81), beseichnen 
wieder die Geschwindigkeit des Teilchens, das wir als Zentrum dei Be* 
reiches ansehen wollen, mit Oq» ^^ Geschwindigkeit eines beliebigeii, 
dem Bereiche angehörenden Teilchens mit r> und den von dem sentn^m 
zu dem anderen Teilchen gezogenen Badiusvektor (der in § 81 mit a 
bezeichnet wurde) mit t. Wir wollen dann die Geschwindigkeit nach 
dem Frinzipe des Bewegungsparallelogramms in drei verschie- 
dene Komponenten spalten; eine sei so groß, wie t> w&re, wenn 
der Flüssigkeitsbereich nur in Strömung begriffen wftre; da dann 
(nach der Definition der Strömung) das zentrale und das entfernte Teil- 
chen dieselbe Geschwindigkeit hätten, muß also die erste Komponente 
gleich Vq sein;- die zweite Komponente sei so groß, wie die gesamte (3e- 
Bchwindigkeit wäre, wenn der Bereich nur eine Wirbelbewegung 
ausführen würde, wobei der Wert der Wirbelgeschwindigkeit in jedem 
Augenblicke durch die GL 8 bestimmt wäre. Die zweite Komponente, 
die v' genannt werde, ist also gleich [mt] zu setzen; die dritte bisher 
unbekannte Komponente werde o" genannt, so daß also zu setzen ist 

(4) i> = Oo + [«>r]+D" . 

wobei wiederum ist 

(6) o-i)o=(rgrad)p . 

Es entsteht nun vor allem die Frage, wie iine Bewegung beschaffen 
ist, bei der die Geschwindigkeit' sämtlicher Flüssigkeitst«ilchen des ab- 
gegrenzten Bereiches durch den entsprechenden Wert von x>" gegeben ist. 
Um diese Frage zu beantworten, übertragen wir die GL 4 aus der 
vektoriellen in die analytische Schreibweise (wobei der Ursprung des Koor- 
dinatensystems in das zentrale Teilchen verlegt werde) und finden dann 

Da andererseits wieder zufolge Gl. 1 des § 81 







Öf« ^ I ÖVjB ^^ , dVm 



+ äF"+i7-y+ 



X 



ki\ so ergibt sich bei gleichzeitiger Benutzung des Gleiohungstripels (8) 
für V der Wert 

^,, _av. ,, öv. „. öv. ^ * ^*-.^j.i ^*- * 



^ Denn es ist ja eben jetzt infolge der Verlegung des Koordikialiiiiirspniiigs in 
dfts s^ntrale Teilchen für a^ die Größe x zu setzen. 
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Indem man auch die beiden analogen Gleichungen für v^" und v^" bildet, 
ergibt sich somit nach Ordnung der OUeder das Oleichungstripel < 

Da nun sowohl v^", v^\ t>/' als auch \ y, z die Komponenten je 
eines Vektors (o'' und t) sind, stellt somit v" innerhalb des abgegrenzten 
Bereiches eine lineare» und zwar, was besonders wichtig ist, eine sym* 
metrische Vektorfunktion von t dar. Aus 61. 15 des § 28 folgt 
somit, daß man stets ein Koordinatensystem (dessen Achsen als {-, 17- 
C-Achse bezeichnet werden mögen) so legen kann, daß in bezug darauf 
das Oleichungstripel (6) die einfache Form annimmt 



(7) 



V- 


dl», 


V- 




»"- 


SP, 



di 



I. 



?• 



Um die Bedeutung dieser Gleichungen zu erkennen, betrachten 
wir zunächst eine Bewegung, bei der v^" und t?^" gleich Null sind. Die 
Bewegung des Flüssigkeitsbereiches vollzieht sich dann ausschließlich 
in der Sichtung der f-Achse, und zwar derart, daß sich in dem betreff 
fenden Augenblick sämtliche f-Koordinaten im Verhältnisse ihrer bis- 
herigen Größe vergrößern oder aber verkleinem, je nachdem, ob in 
dem betreffenden Augenblick der partielle Differentialquotienfc dv JdS 
positiv oder negativ ist. Der ganze Bereich dehnt sich also in der 
{-Bichtung aus oder zieht sich in dieser Bichtung zusammen. Be- 
zeichnet man eine solche Veränderung der Dimensionen aUgemein als 
Dilatation (so daß also eine positive Dilatation eine Ausdehnung, 
eine negative eine Kontraktion darstellt), so ist die auf die Längen- 
einheit bezogene Dilatation in der Bichtung der f-Achse in dem Zeit- 
elemente dt eben gleich dv JdS.dt und somit die Geschwindigkeit der 
Dilatation gleich dv Jdi. 

Die gesamte Bewegung, die durch die Gl. 7 oder, was ja dasselbe 
ist, durch die Gl. 6 beschrieben wird, stellt also eine Superposition von 
drei Dilatationen in den Sichtungen der drei Hauptachsen des Ten- 
sors dar, der. den linearen Zusammenhang zwischen den Vektoren v" 
und t ausdrückt. Man bezeichnet die augenblicklichen Hauptachsen 
dieses Tensors als die momentanen Hauptdilatationsachsen und 
kann somit, wenn man in die analytisch geschriebene Gl. 4 die Werte 
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aus den Gl. 6 einsetzt, das Ergebnis der bisherigen Betrachtung in der 
Form des sogenannten HBLiCHOLTZsohen Satzes dahin aussprechen, 
daB sich die Bewegung eines kleinen Flüssigkeitsberei.ches 
stets darstellen läßt als Superposition aus einer Strömung, einer 
Wirbelbewegung und einer Dilatation nach drei zueinander 
senkrechten Bichtungen. . 

§ 33. Bar Sati von Gauss, (Ple SiTergenz eines Vektors.) 

Da bei jedem Tensor die Surome der drei auf ein beliebiges Ko- 
ordinatensystem bezogenen Komponenten erster Art (nach Ol. 18 des 
§ 28) von dem gewählten Koordinatensystem unabhängig ist, so mufi 
zufolge den Ol. 6 des § 82 auch die Summe 

ein« Ton der Bichtung des Koordinatensystems rollkommen 
unabhängige Größe darstellen. 

Um deren Bedeutung zu erkennen, denken wir uns innerhalb der 
Flüssigkeit durch einen beliebigen Punkt, in dem der Geschwindigkeits- 
rektor in einem bestimmten Augenblicke den Wert n habe, ein zu o 
senkrechtes Flächenelement konstruiert, dessen Inhalt df sei; 
wir fragen uns nun, wie groß die Flüssigkeitsmenge ist, die in dem 
Zeitelemente di durch dieses Flächenelement hindurchströmt. Es. 
ist ohne weiteres klar, daß diese Menge, falls die Dichte der Flüssigkeit 
an dieser Stelle und in dem betreffenden Augenblicke q ist, gleich ist 
q V df dt, weil eben ein Zylinder, dessen Basis df ist und dessen Achse 
die Bichtung von o hat, sich in dem Zeitelemente di in der Bichtung 
seiner Achse um ein Stück von der Länge v.dt vorwärtsschiebt. 

Dieselbe Flüssigkeitsmenge wie durch das Flächenelement dY 
fließt aber, wie man ohne weiteres erkennt, in demselben Zeitelemente 
und an derselben Stelle auch durch ein beliebig geneigtes Flächen- 
element df, wofeme die Größe df derart gewählt wird, daß sie die 
Projektion von df auf eine zu v senkrechte Bichtung darstellt; da also 
dann, wenn man einen auf der Fläche d\ errichteten normalen Ein- 
heitsvektor n nennt, 
(1) df = d/.cos(p,n) 

sein muß (vom Vorzeichen sei vorderhand abgesehen), so kann man 
die gesamte in dem Zeitelemente dt durch die Fläche df hindurch- 
itrömende Flüssigkeitsmenge gleich setzen 

(3) g « d/ . cos (p, n) . V . e . dt 

oder, da i?.cos(o, n) die Normalkomponente der Geschwindigkeit in 
bezug auf das Flächenelement darstellt, die kurz mit v^ bezeichnet werde, 

(8) q^VnQdfdt. 
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—^g^™'*' " »'« t.|l II,,,.. . ■ .. .1 — I , . . ■■ j .. ^ «ui-i . 

Wir denken uns nun irgendwie ein beliebiges fundamentales Ko- 
ordinatensystem gelegt und schneiden dann aus dem von der Flüssig- 
keit erfüllten Baume ein (unendlich) kleines rechtwinkliges Par«" 
allelepiped heraus, dessen Kanten den Koor- 
dinatenachsen parallel seien (Fig. 19). Die Kan- 
ten des Farallelepipeds mögen mit dx, dy, dz 
bezeichnet werden» Den Eckpunkt, der dem 
Koordinatenursprunge am nächsten ist (für den 
also die a>, y- und ;^Koordinate am kleinsten 
sind), nennen wir P; in ihm habe in dem Augen* 
blicke, in dem wir die Flüssigkeit betrachten, 
die Geschwindigkeit den Wert o mit den Kom- Fig.Il9. 

ponenten Vg, Vy, v^. Indem man von dem 

Funkte P in den Bichtungen der drei Koordinatenachsen fortschreitet, 
gelangt man. zu den Eckpunkten, die P', P", P"' genannt werden mögen. 

Betrachten wir zunächst die Fläche P P" P"\ die also auf der «-Achse 
senkrecht steht, so strömt durch sie nach dem früher Gesagten in dem 
Zeitelemente eine Flüssigkeitsmenge von, dem absoluten Betrage 

(4) qis=Vt^.Q.dydzdt ^ 

und zwar strömt sie, wenn t^^, positiv ist, in das Parallelepiped ein. Auf 
der gegenüber liegenden Seite (die durch den Punkt P" geht und die 
der Fläche P P" P"' parallel ist) strömt in demselben Zeitelemente eine 
Flüssigkeitsmenge ^ durch, für die dieselbe Gl. 4 gilt, nur daB jetzt 
an die Stelle von t;« die Größe vj^ zu setzen ist, die gleich ist 

(8) C-«i + |j.rfx. 

Wenn t?« positiv ist, tritt die Menge q^ aus dem Parallelepiped aus. Es 
strömt somit dann in der ä>Bichtung mehr Flüssigkeit aus, als einströmt. 
Bezeichnet man diesen «auf die Zeiteinheit und die Dichteneinheit be- 
zogenen Überschuß mit ^^, so ist also 

9i^'='^dxdydx 

oder, wexm das Volumen des Farallelepipeds dx genannt wird, 

(«) 9^-tI^^' 

Da analoge Formeln auch für die beiden zur y- und die beiden zur je;- Achse 
senkrechten Flächen gelten, Flüssigkeit aber nur durch die sechs das 
Parallelepiped begrenzenden Flächen ein- und ausströmen kann, so ergibt 
sich für den auf die Zeit- und Dichteneinheit bezogenen gesamten Über- 
schuß der ausströmenden über die einströmende Flüssigkeit, oder, wie man 
auch sagt, für die Ergiebigkeit des Flüssigkeitsparallelepipeds der Betrag 
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Da somit der (nach dem früher Gesagten von dem Koordinaten* 
System miabh&ngige) Elammeraosdmck ein Maß dafür darstdlt, im« 
viel Flüssigkeitsmenge in der Zeiteinheit ans dem ParaUelepiped ab 
Überschuß austritt oder divergiert , so nennt man diesen Klammw* 
ausdruck die Divergenz der Geschwindigkeit (für den betrachteten 
Funkt P und für den betrachteten Augenbhck). Man gebraucht dafür 
das Symbol divn^ indem man ganz allgemein als die Divergenz eines 
beliebigen, vom Orte abhangigen Vektors 9 die von der Orientiamag 
des gewählten Koordinatensystems unabhängige Größe definiert 

(8) diTa-^ + i^ + 2^. 

Auf Grund der bisherigen Überlegungen l&ßt ^ch nun auch leicht 
die Ergiebigkeit eines beliebig begrenzten, endlich großen Teiles 
einer Flüssigkeit von konstanter Dichte berechnen; hierfür erhalten 
wir auf Grund der GL 8, indem wir gleich durch q und dt dividieren, 
den Wert 

(9) O^Jv^.df, 

wobei das Integral über die ganze geschlossene Fläche zu erstrecken 
und t^n in der auf df senkrechten Bichtung positiv zu rechnen ist, die 
von dem Elemente der Begrenzungsfläche nach außen weist.* Da v« 
aufgefaßt werden kann als inneres Produkt aus dem Vektor n und dem 
normalen Einheitsvektor n, dessen Komponenten in bezug auf ein be* 
hebiges Koordinatensystem Ja gleich sind cos (n, x), cos {n, y), cos (n, f), 
so ist, auf ein beUebiges Koordinatensystem bezogen, 

(10) v^ — t?»cos (tt, «) + tj^oos (n, y) + v^cos (n, z) . 
Man kann somit die gesamte Ergiebigkeit gleichsetzen 

(11) G^G^+G^j^+G^, 
wobei 

G«= rt?.cos(n,aj)d/, 

(12) I G^=Jt?^cos(n,t/)a/, 

ö, = Jt?, cos (n, sl)df. 

^ Statt des Symbolee div f( wird häufig auch das gleichbedeutende Symbol ( V V) 
^braucht, da sich div f( auch auffassen läßt als das innere Produkt aus dem Vektor f( 
und dem HAmLZONsohen Operator V. 

* Denn die Ergiebigkeit mißt ja den Übwschuß der ausstTtoenden ttber die 
einströmende Flüssigkeit. Perart wird die Flüssigkeit, die durch ein Elei^ent aus* 
strömt, einen positiven, die, die durch ein anderes Element einströmt, einen nega- 
tiven Beitrag zu der algebraischen Summe liefern, die das Integral der Gl. 9 
danteilt. 
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Wir denken uns nun den von der geschlossenen Fläche begrenzten 
Baum in lauter Scheiben parallel d^r a>^-Ebene und diese Scheiben 
dann abermals parallel der x-i-Ebene zerschnitten (Fig. 20). Dadurch 
ergeben sich stangenförmige Elemente, die die Bichtung der 
ff-Achse haben. Die Endflächen, die eine solche Stange begrenzen, 

. ) ^ 

Fig. 20. 

mögen mit Jf^ und dfg, die entsprechenden Fläohennormalen mit n^ 
und Tti, die Werte, die eine beliebige eindeutige stetige Funktion 
der Koordinaten, die wir S nennen wollen, aü den Stellen dieser 
beiden Flächenelemente habe, mit 8^ und 5g bezeichnet werden; und 
Bwar soll der Index 1 der Stelle mit kleinerer, der Index 2 der Stelle mit 
gr6fierer x-Eoordinate entsprechen. Dann ist es klar, daß wir das über 
die ganze Begrenzungsfläche erstreckte Integral 

eirbatten» wenn wir Vax jede einzelne Stange den Ausdruck bilden 

Si dfi cos (Ui, x) + iS, d/, cos (n,, »). 

und diesen Ausdruck sodann über sämtliche Stangen summieren. Nun 
ist aber 

dfi . cos (%, x)^ — dydz , 

wobei das negative Vorzeichen deshalb zu nehmen ist, weil die nach 
aufien weisende Normale xxi mit der a> Achse jedenfalls einen stumpfen 
Winkel' bilden muß (wenn eben äf^ das Flächenelement mit der kleineren 
X-Eoordinate ist). Hingegen ist 

d/8Cos(n„aj)= +dydz , 

weil Ttf mit der o^Achse jedenfalls einen spitzen Winkel bildet. 

Es ist somit der Anteil, den zu dem über die ganze geschlossene 
Hache erstreckten Integral das betrachtete stangenförmige Element 
liefert, gleich 

{8^--8^)dydz . 
Nun ist aber 

(13) 



^-^-f^^'' 



wenn Xi und x^ die x-Eoordinaten der beiden Begrenzungsflächen der 
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Stange sind. Bomit findet man für das über die ganze geachlössene 
Fläche gebildete Integral * 

(14) Js.coB{mx)df^Jff^dxdydz^J^aT. 

wobei das Volumintegral über das gesamte von der Fl&ohe nmscbloBsene 
Volumen zu erstrecken ist. Indem man in dieser Gleichung S durch v^ 
ersetzt, das ja ebenfalls eine stetige, eindeutige Funktion der Koordi- 
naten ist, sodann die beiden Formeln hinzufügt, die sich durch zyklische 
Vertauschung der Koordinaten ergeben, und die Werte in die 61. 12 
einsetzt, findet man durch Vergleichung der 61. 9 und 11 die wichtige 
Beziehung 

(15) Jv^dfw.Jdiyx>dT. 

Da man nun nach § 81 jedes beliebige Vektorfeld stets auf- 
fassen kann als das 6eschwindigkeitsfeld einer fingierten FlülBsigkeit, 
Bo muß die 61. 15 auch ihre 6ültigkeit behalten, wenn man an die 
Stelle des Vektors r> einen ganz behebigen Vektor 9t setzt, der eine 
stetige, differentiierbare Funktion des Ortes ist. Es ist also ganz all- 
gemein bei Integration über eine geschlossene Fläche 

(16) J^^d/=Jdiv9t.dT . 

Man bezeichnet nun das Produkt A^^.df als den Fluß des Vektors 9t 
durch das Flächenelement df und kann somit die 61. 16 auch in der 
Form äes Satzes von 6aubb dahin aussprechen, daß der gesamte 
Fluß eines Vektors durch eine geschlossene Fläche gleich 
ist dem Integral der Divergenz des Vektors über das ganze 
von der Fläche umschlossene Volumen.* 

Da man in einem Vektorfelde für jeden beliebigen Funkt die Diver- 
genz bestimmen kann, so kann man auf diese Weise aus jedem Vektor- 
felde ein skalares Feld ableiten. Solche Stellen des Vektorfeldes, 
für die die Divergenz einen von Null verschiedenen Wert hat, nennt 
man Quellen des Vektorfeldes und bezeichnet deshalb auch das ab* 
geleitete skalare Feld überhaupt als das Quellenfeld. Bisweilen ge- 
braucht man das Wort Quelle nur in engerem Sinne, indem man nur 
Stellen mit positiver Divergenz so nennt, während man Stellen mit 
negativer Divergenz als Senken bezeichnet. Ist im besonderen ein 
Yektorfeld (oder ein Teil davon) so beschaffen, daß für sämtliche Punkte 
darin die Divergenz verschwindet, so bezeichnet man das Vektorfeld 
oder dessen Teil als quellenfrei. 



* Auf Grund des QAUSSsohen Satzes kann man auch die Divergenz eines Vek- 
tors 9 definieren als den Grenzwert, dem sich das Oberfläohenintegral der Normal* 
komponente des Vektors 9 nähert, wenn man das Volumen, das von der um den 
betreffenden Punkt geschlagenen Fläche eingeschlossen wird, immer kleiner werden 
läßt. 
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§ S4» Der Sati von Stoxis. (Die Sotation eines Vektors.) 

Da der Satz von Gaübb eine einfache Möglichkeit bietet, um ein 
ibei eine geschlossene Fläche erstrecktes Oberflächenintegral in 
ein Integral über das umschlossene Volumen zu verwandeln, so* liegt 
der Gedanke nahe, auch das über eine geschlossene Kurve erstreckte 

Linienintegral eines Vektors J^.ds dahin zu untersuchen, ob es 

eich in ein Flächenintegral verwandeln läßt, das über die von ^ 
der Kurve umschlossene Fläche zu erstrecken wäre. 

Da Inr, falls ein bestimmtes, stetiges Vektorfeld gegeben ist, uns 
(nach § 81) durch den Vektor an jeder Stelle die Geschwindigkeit einer 
fingierten Flüssigkeit dargestellt denken können, so müssen die Formeln, 
die in § 82 für den Vektor o abgeleitet wurden, für jedes beliebige 
Vektorfeld (mutatis mutandis) gelten. Insbesondere kann man stets 
von jedem Vektor % der eine stetige, differentiierbare Funktion des 
Ortes ist, einen anderen, ebenfalls vom Orte abhängigen Vektor SB derart 
ableiten, da£[ in dem guizen Felde zwischen den Vektoren 9t und SB 
derselbe Zusammenhang besteht wie zwischen der linearen und 
der WirbeljE^es^hwindigkeit der fingierten Flüssigkeit. Das Doppelte 
dieses Vektors SB soll dann die Botation des Vektors 9t genannt 
und mit rot 9t bezeichnet werden.^ Es ist also zufolge 61. 8 des § 82 

Da der Wert^ von tp bei gegebenem Werte von n völlig unabhängig 
ist von der Bichtung des gewählten Koordinatensystems, so muß das- 
selbe auch natürlich von der rechten Seite der Gl. 1 gelten. Grenzt man 
nun um den Funkt Pq, in dem der Vektor 9t den Wert 9to habe, einen 
Bereich ab, innerhalb dessen man die partiellen Differentialquotienten 
der Komponenten von 9t nach den Koordinaten als konstant einsehen 
kann, so gilt für diesen Bereich gemäß Gl. 4 des § 82 die Beziehung 

(2) 9t = 9to + Krot9t,t]+9t", 

wenn 91 der Wert in dem beliebigen zum Bereiche gehörigen Punkte P 
und t die Strecke PqP ist; hierbei läßt sich zufolge Gl. 7 des § 82 
ein Koordinatensystem ({, rj, C) derart bestimmen, daß in bezug darauf ist 



(8) 



^l"- 


dÄ, 

IT' 


l> 


<' 


■^ 


•Vf 


4"- 


di 


•f. 



^ Häufig wird auch statt des Wortes „Rotation'* das Wort „Rotor" oder das 
englisohe Wort „ourP* (wörtlich Lodce) gebraucht, statt des Symbols rot S auoh 
das Symbol ourl V oder das Symbol [V 9Q, da sich rot S auoh auffassen läßt als 
das äußere Produkt aus dem HAimuioiirsohen Operator und dem Vektor % 
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Wir denken uns nun am den Punkt Pq eine beliebige geschlossene 
ebene Karve gezogen, die mit allen ihren Elementen in dem abgegrensten 

Bereiche liege; wir bilden dann das Linienintegral j 9 ds über 4ia 

geschlossene Kurve und finden hierfür nach GL 2 

(4) f%ds^%fds+if[T0t%x]d6+JW'd%. , 

Nun ist das zwischen Anfangs- mid Endpunkt einer Kurve genommene 
Integral 

/d« = t(x,-«i)+!(y,-yi)+l(«i-0. 

wenn Xi, jfi, $1, x^, y^, x^ die Koordinaten des Anfanga« und des Sad* 
punkteB sind. Ist die Kurve geschlossen, so fallen Anfangs* und End* 
punkt zusammen, und es ist daher für eine geschlossme Kurve 

(6) %Jd%^0. 

Andererseits ist nach der Formel für das innere Produkt zweier Vek? 
toren 

Benutzt man die 61. 8 und setzt man die parti^en Differentialquotienten 
dAJd( usw., da sie innerhalb des Bereiches (nach dessen Definition) 
als konstant anzusehen sind, vor das Integraladchen, so findet man somit 

Da aber wiederum das über eine geschlossene Kurve erstreckte Integial 

(weil Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen) verschwinden muß, so 
ist auch 

(7) Ja"rf5-0. 

Schließlich kann man mittels der bekannten vektoralgebraischen Formel 
(Gl. 18 des § 11) 

[g;i)](e=g;[3)(E] 

das mittlere Integral der Gl. 4 umformen, die somit bei Berücksich- 
tigung der Gl. 6 und 7 die Gestalt annimmt 

(8) j2t(iß = rot2tJl[t^ß] ; 

denn, wenn die partiellen Differentialquotienten der Komponenten "Ton 
% für den ganzen Bereich als konstant angesehen werden können, so muß 
zufolge Gl. 8 des § 82 dasselbe auch für die Botation des Vektors % 
gelten, so daß man diese vor das Integralzeichen setz^i kann* 
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Nun ist aber i[rd$] dem Betrage nach nichts anderes als der 
Inhalt eines Sektors, der den Funkt Pq zur Spitze und die Strecke da 

zur Basis hat (Kg. 21). Es ist daher fi[xds] ein Vektor, dessen Betrag 

gleich ist dem Inhalte der ganzen von der Kurve umschlossenen Fläche, 
der auf dieser ebenen Fläche senkrecht steht und 4er einen solchen 
Bichtungssinn hat, daß, von seiner Spitze aus gesehen, der Umlauf der 
Begrenzungskurve dem Uhrzeiger entgegengesetzt erschemt. 





Flg. 21. 



Fig. 88. 



Nennt man den in diese Bichtung fallenden Einheitsvektor n und 
den Inhalt der von der Kurve umschlossenen Fläche /, so ist also 

/i[rd5] = n./. 

Es ist somit fär einen hinreichend kleinen Bereich 

(9a) j2tdz = (n.rota)-/ 

oder, da das innere Produkt aus dem Einheitsvektor n und der (eben- 
falls einen Vektor darstellenden) Botation von ^ die Normalkompo^ 
nente der Botation in bezug auf die Fläche ist, 

(9b) j2tds = rot«2t./. 

Diese Gleichung ist um so genauer erfüllt, je kleiner die Fläche ist, die 
von der Kurve umschlossen wird, über die das Linienintegral zu erstrecken 
ist; sie ist also genau erfüllt, wenn die Fläche unendlich klein ist. 
Gehen wir nunmehr zu einer beliebig großen, also jedenfalls 
endlich großen Fläche über, die auch keineswegs mehr eben zu sein 
braucht, so erkennt man leicht, daß man diesen komplizierteren Fall auf 
den bereits gelösten einfacheren zurückführen kann, indem man die 
endliche Fläche in lauter unendlich kleine, ebene Flächenelemente 
zerlegt (Fig. 22). Bildet man das Linienintegral über alle Elemente, 
so kommt das Linienintegral über säilntUche Kurvenstücke, mit alleiniger 
Ausnahme der Teile, die die Bandkurve bilden, doppelt, und zwar 
beidemal in entgegengesetzter Bichtung vor. Es verschwinden 
sdmit sämtliche Elemente des Linienintegrals, mit Ausnahme derjenigen 
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Elemente, die sich auf die Band kurve bezieben« Da das Linien- 
integral über ein Flächenelement aber gleich ist dem Produkte aus 
seinem Flächeninhalt und der Normalkomponente der Botation des 
Vektors für die betreffende Stelle, so ergibt sich für das über die Grena- 
kurve erstreckte Linienintegral die wichtige, als Satz von StOKBt 
bezeichnete Beziehung 

(10) /9lds=/rot,2t.d/. 

Da man für jeden beliebigen Funkt eines Vektorfeldes die Botation 
b^timmen kann, so kann man auf diese Weise aus jedem Vektorfelds 
ein zweites Vektorfeld, das sogenannte WirJ)elfeld, ableiten; ist im 
besonderen das Vektorfeld im ganzen oder in einem Teile so beschaffen, 
daß für sämtUche Funkte die Botation verschwindeti so bezeichnet man 
das Vektorfeld oder dessen Teil als wirbelfrei. 

§ 36« Der Satz von QfBXa. 
(Die kombinierten vektoriellen Sifferwtialoperationen.) 

In den letzten Abschnitten ist gezeigt worden» daß aus jedem 
Vektorfelde ein skalares Feld durch Bildung der Divergenz, aus jedem 
Vektorfelde ein zweites Vektorfeld/durch Bildung der Botation ab- 
geleitet werden kann; überdies ist bereits in § 12 gezeigt worden» daß 
jedem skalaren Felde ein Vektorfeld durch Bildung des Gradienten 
zugeordnet werden kann. Da nun die Divergenz eines Vektors ein 
Skalar, hingegen der 'Gradient eines Skalats und die Botation eines 
Vektors Vektoren sind, so ergeben sich fünf kombinierte Differential- 
Operationen, nämlich grad div %, div grad 8, rot grad 8, div rot S, 
rot rot 91. 

Der erste dieser Ausdrücke, nämlich grad div 9(, läßt eine weitere 
Umformimg nicht zu; es ist, auf ein beliebiges Koordinatensystem be- 
zogen, nach der Definition des Gradienten (Gl. 20 des § 12) 

(1) graddiva-iA(div2C) + i^(div9l) + I^{diva), 

wobei wieder zu setzen ist 

*"^ ** dx ^ dy ^ dz 

Hingegen findet man für die Vektoroperation div grad 8 einen 
einfacheren Ausdruck; es ist nämlich 

diy grad Ä - -^ (gr»d.5) + A(grad,5) + -^(grad,Ä). 

Da aber ^.^ 

grad.Ä-|f 

ist UBV., 60 ergibt sich die einfache Beziehung "^ 
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Die Summe der zweiten partiellen Differentialquotienten eines Skalars 
nach den Koordinaten, die also natürlich von der Bichtung des Ko- 
ordinatensystems völlig unabhängig ist, nennt man die LAPLAOssche 
Ableitung des betreffenden Skalars und bezeichnet sie mit AS, indem 
man A den Laplaob sehen Operator nennt.^ Es kann also einfach 
geschrieben werden « 

(8) . div grad S^AS . 

Die Laplaob sehe Operation kann man auch an einem Vektor vor- 
nehmen, indem man definiert 

(4) A%^\.AA^ + \.AA^ + l.AÄ., 

wobei ja eben die Komponenten von 91 als skalare Größen anzusehen 
Bind. 

Für die kombinierte Differentialoperation rot grad S findet man 
nach der Definition der Botation 

rct.(gradi0-^(grad.fi)-^(grad,fl)-A(|f).^(||).O. 

Da Analoges auch für die beiden anderen Gleichungen gilt, die dch 

durch zyklische Vertauschung der Koordinaten ergeben, so ist somit 

stets 

(6) rot grad S = . 

Das Feld eines Vektors, der seinerseits den Gradienten eines Skalars 
darstellt, ist demnach stets wirbelfrei. 

Ebenso läßt sich zeigen, daß auch div rot S stets verschwindet. 
Denn es ist 

Ä(-t.«)-Ä(t)-Ä(^). 

oder, wenn man auch gleich die beiden Formeln hinzufügt, die sich 
durch zyklische Vertauschung der Koordinaten ergeben, 

^jp V a«^/ dxdy dxd% ' 

Durch Addition dieser Gleichungen folgt di^ wichtige Beziehung 

(6) div rot ?t =» • 

Das Feld eines Vektors, der seinerseits wiederum die Botation eines 
anderen Vektors darstellt, ist demnach stets quellenfrei. 

^ Dies wird Delta 8 gesprochen. Statt A S wird aach V^8 geeohrieben, weil tioh 
^8 auch auffassen läßt als das Ftodukt ans dem Skalar 8 und ans dem Quadrate 
des HAiOLXOVsohen Operators. 
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Um schließlich auch noch rotrot^ zu berechnen oder, wie mim 
auch 'schreibt, rot* 9t, bilden wir 

rot.(rot SO - ^(rot,3t) - -^(rot^TO, 



dy \dx dy } d» V d« "" dz]' 




B^A. d^A, 

dxdy """ dxd* dy^ "" dz* 

Indem man hierzu noch die Identität addiert 

" dxdx "* a«« ' 
findet man 

rot,(rota)- ^(div«) - J«.. 

Fügt man nun noch die beiden Gleichungen hinzu, die sich durch zyklische 
Vertauschung der Koordinaten ergeben, multipliziert man dann alle 
drei Gleichimgen mit den drei Orundvektoren des Koordinatensystems • 
und addiert schheßlich alle drei, so findet man (unter Berücksichtigung 
von GL 1 und 4) 

(7) rot rot 91 = grad div 91 - J 91 . 

Nachdem derart die fünf kombinierten vektoriellen Differential- 
operationen abgeleitet sind, mögen noch zwei für spätere Untersuchungen 
wichtige Ausdrücke berechnet werden, nämlich die Divergenz eines 
Vektorproduktes und die Divergenz des Produktes aus einem 
Vektor und einem Skalar. Es wären also die Ausdrücke zu be- 
rechnen div[9l®] und div(S9l) unter der Voraussetzung, daß sowohl 
91 und S als auch der Skalar S Funktionen des Ortes sind.* 

Um die Divergenz eines Vektorproduktes zu finden, berechnen wir 
zunächst 

Folglich ist 

div [91 JB] = ~ 4« . rot.SB — A^ . rot^ JB — Ag . rot, JB 
+ B. . rot. 91 + B^ . roty9t + B. . rot, 9t , 

' Andere Formeln werden, weil sie im folgenden nicht in ihrer Allgemeinheit 
benötigt werden, hier nicht abgeleitet. Man findet eie in den Le)irbüchem der Vektor* 
analysis. Hierher gehören Formeln für die Ausdrücke rot(iSfV}, grad (VS), rot[VS]uaw. 



oder 
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oder, da wir auf der rechten Seite dieser Gleichting das innere Produkt 
YOTL $Bi und rot 8» bzw. von !B und rot % erkennen, 

(8) div[2t95] = (äB.rot20-(3t.xotäB) . 

Für den anderen auszurechnenden Ausdruck, für diT(S^^, findet 
man, wenn sowohl S als auch SBi Funktionen des Ortes sind, 

E>a num nun die Summe der letzten drei Glieder auf der rechten Seite 
der GL 9 auffassen kannv als das innere Produkt aus % und grad 8^ 
80 ergibt sich die wichtige Beziehung 

(10) div(S«)«5.div« + «.gradS. 

Da in dieser Gleichung der Vektor % ganz beliebig ist, so muß 
dieM Formel auch dann ihre Gültigkeit behalten, wenn im besonderen 
tC gleich ist dem Gradienten eines anderen SkaUrs, der XJ, ge« 
nannt werde. Dann findet man 

(11) div (S grad IJ)^8.AÜ + (grad 17 . grad S) • 

Eine wichtige Formel, die nach ihrem Entdecker als der Satz von 
Obsbm* bezeichnet wird, ergibt sich nun, wenn man in der Gauss- 
scfaen Gleichung (GL 16 des § 88) den dort beliebig gelassenen Vektor % 
durch das (ja ebenfalls einen Vektor darstellende) Produkt 8 . grad TJ 
ersetst. Man findet dann auf Grund der GL 11 

(1«) JSgrB.dnU.df=j8.A 17 . 5t +J(grad iS . grad ü) dr . 

Ist im besonderen 8 gleich ü, so ergibt sich die für eine spätere Unter- 
suchung (§ 99) wichtige Beziehung 

(18) Jü.A ü.dT=Jü.grad,l7.ci/-J(gradC0»dt . 

g 36. Btr E^anmugtuiitand in einem deformierbaren Körper. 

Im Anschluß an die Kinematik der kontinuierlich verbreiteten 
Massen sollen noch kurz die dynamischen Erscheinungen in ihnen 
behandelt werden. Die Grundlage hierfür bilden die beiden schon in 
iHO abgeleiteten und für ein beliebig abgegrenztes Volumen geltenden 
Gleichungen 

* Bs sei hier nur kurz erwijmt, daß sich durch VertauBohnng von S tind ü in 
OL 11 und duioh Kombination der so erhaltenen Gleichung mit der Gl. 11 noch 
andeee Formeln ableiten lassen, die man ebenfalls als Hilfss&tse von Gbbbit 
beieichn^t. 
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(1) jQ^dr^jQSidr+f^df 

und 

Der Wert der auf ein Flächenelement wirkenden Spannung %i 
hängt dabei, worauf bereits in § 80 hingewiesen wurde, nicht nur von 
der Stelle ab, an der sich das Flächenelement befindet, sondern auch 
von dessen Bichtung. Es läßt sich indessen durch eine einfache über-- 
legung zeigen, daß man die Spannung, die auf ein beliebig gerichtetes 
Flächenelement df mit der willkürlich gewählten Normalen n wirkt, 
stets zurückführen kann -auf die drei Spannungen, die drei an 
derselben Stelle befindliche Flächenelemente erfahren, deren nach außen 
gerichtete Normalen mit den drei Grundvektoren des Koordinatensystems 
zusammenfallen. Wir wollen diese drei Spannungen mit $', ^'\ ^'^ 
bezeichnen. Sß' ist also z. B. die Spannung, die ein zur x-Bichtung senk-* 
rechtes Flächenelement dann erfährt, wenn seine nach außen gerichtete 
Flächennormale die Bichtung und den Bichtungssinn des Grund- 
einheitsvektors i hat, also die Bichtung, in der die fl?-Koordinaten zu- 
nehmen» 

Da aber nun die Kräfte, die zwischen den den Körper zusammen- 
setzenden Massenpunkten wiiken (wie vorausgesetzt wurde), dem Prinap 
der Gleichheit voü Aktion und Beaktion genügen, so ist es klar, daß 
die Kraft, mit der die Massenpunkte rechts von einem Flächenelemente 
auf die Massenpunkte links elavon wirken, (ntgcfesfrc setzt gleich sein 
muß der Kraft, die cie Massenpunkte links auf (ie MaFs^etputkte rechts 
ausüb n. Es nuß caber ganz alldem in, wtmi wii tu Spatnucg, die 
ein Fläche mlenitiit n it cer NornaUn +n tifäLrt, +^ mnhcn, die 
Spannung auf ein an eioEelbin (ccu an liiei ttLereiieL nalir Stelle) 
Ixrfinaliches FläcLene len c nt n it cir Nomalen — n gkich — $ sein. 
Die Spannung auf ein zur x- Achse senki echtes Fjächenelenrent, desstn 
Normale dem Einheitsvektor i entgegengesetzt ist, ist somit gleich ~$' 
zu setzen. 

Wir ziehen nun durch die Stelle 0\ für die wir den Spannungs- 
zustand untersuchen wollen, drei den Koordinatenachsen parallele Gerade 
und legen sodann eine Fläche, deren nach außen gerichtete Flächen* 
normale eben gleich n sei, derart, daß die Punkte, in denen sie die drei 
Geraden schneidet, und der Punkt 0' die vier Eckpunkte eines un^nd- 
lieh kleinen Tetraeders bilden (Fig. 28). Wir wollen das zu n denk- 
rechte Flächenelement ä f als die^ Grundfläche ansehen und die drei 
anderen Flächen, die auf der x-, y*, iP-Achse senkrecht stehen, mit 
d f , d f ', d f bezeichnen. Da nun dem Betrage nach jedenfalls 

d/'«d/.cos(n,«) 

ist, muß die Kraft, die auf die Fläche d f wirkt, ihrem Betrage und ihrer 
Bichtung nach ledenfalls gleich ^' .cos (n, s) .d/ sein. Was aber das 
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"Vorzeichen betrifft, so erkennt man leicht, daß, wenn der Winkel (n, x) 
spitz, cos(n,a?) also positiv ist, die H&chennormale von df gleich — i 
ist. Ist hingegen (Fig. 24) der Winlfel (n,x) stumpf, cos(n, i) also 
negativ, so ist die FlÄohennormale gleich +t. Wir können daher die 
auf die Hache d f ' wirkende Kraft auf jeden Fall gleichsetzen 

-?P'.d/.cos(n,x) ; ^ 

denn dann wird in der Tat die Spannung von df gleich — ^', wenn 
die Normale n mit der a>Achse einen spitzen, hingegen gleich +^\ 
■wenn die Normale mit der a:-Achse einen stumpfen Winkel bildet. 





Fig. 23. 



Fig. 24. 



Da Analoges auch für die Flächen df und df" gilt, so ergibt 
sich somit für die gesamte auf die Oberfläche des Tetraeders wirkende 
Kraft, die wir S . d / nennen wollen, der Wert 

(3) S.d/-= {- ^'co8(n,x) - ?ß"co8(n,y) - ^'"cos(n,«) + ^]df\ 

Wenden wir nun die Gl. 1 auf das unendlich kleine Tetraeder an,indem 
wir also das Integral auf sein Volumen dz und seine Oberfläche be- 
ziehen, so erhalten wir die Beziehung 

(4) Q^^dr^QÜdr + Q.df, 

oder, wenn wir die Höhe des Tetraeders, die auf df senkrecht steht, 
mit d h bezeichnen, so daß also 

dT^\df.dh 

ist, und die Gl. 4 durch dx dividieren, 

(5) 






Nun kann, wenn wir unendliche Beschleunigungen und unendliche 
Dichten sowie unendliche Kräfte ausschließen, weder die linke Seite 
dieser Gleichung noch auch qSi un^dlich groß sein. Es kann daher 

Haas, EinfOhruAg in die theor. Physik. ^^ 
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auch das zweite Glied der rechten Seite nicht unendlich groß sein ; dies 
ist aber, da für unendlich kleines dh der reziproke Wert 1/dh unendlich 
groß ^werden muß, nur dann unmöglich, wenn S gleich Null ist. Wir 
finden daher aus 61. 8 die wichtige Beziehung 

(6) ^ = ?P' cos (n, x) + ^" cos (n, i/) + W" cos (n, z) . 

Durch diese Gle^phung erscheint somit in der Tat die Spannung, die 
auf ein beliebig gerichtetes Flächenelement mit der Normalen n 
wirkt, auf die drei Spannungen ?P', ^", ?P'" zurückgeführt. 

Die Gl. 6 wird oft und auch im folgenden in der Form gebiaacht> 
die sich durch Übertragung aus der vektoriellen in die analytische 
Schreibweise ergibt; das betreffende Gleichungstripel lautet 

r P. =r: P/ cos (n, x) + Pc" cos (n,y) + P/" cos (n^s) 

(7) ] Py = P/ cos (n,a;) + P/' cos (n,t/) + P/" cos (n,^) 

I P, = P/ cos (n, rr) + P/' cos {n,y) + P/" cos (n, ;?) . 

Den Wert für P«, wollen wir nun in die Gl. 1 einsetzen, diese aber 
vorher aus der vektoriellen in die analytische Schreibweise übertragen. 
Wir erhalten so die Formel 

(8) fg^dr ^feK^dr +/{P;co8(n,») + P;'co8(tt,y) + P;"co8(n,z)}c//: 

Diese Formel können wir aber, da ja P«', P«." und P«'" nach § 80 stetige 
differentiierbare und eindeutige Funktionen der Koordinaten sind, mittels 
der Gl. 14 des § 88 umformen und finden dann 

Wenden^ wir diese für jedes beliebige Volumen gültige Gleichung auf 
ein unendlich kleines Volumen an, indem wir zugleich durch dieses 
Volumen dividieren, so erhalten wir, indem wir auch die beiden analogen 
Gleichungen für die y- und die ;?-Eomponente hinzufügen, drei Be- 
wegungsgleichungen des deformierbaren Körpers in der Form 



(10) 



^ ^«^^ ^ r ^ ^^•' r öP." . öP" 



il 5r-^, -1^ bx ^ by ^ bz 

Weitere Beziehungen lassen sich nun gewinnen, wenn wir den Wert 
für dv/dt, der sich aus den Gl. 10 ergibt, in die Gl. 2 einsetzen, die 
wir hierzu ebenfalls aus der vektoriellen in die analytische Schreibweise 
übertragen wollen. Die erste Gleichung des Gleichungstripels lautet 
dann (wenn wir beide Seiten mit —1 multiplizieren) 

(11) Jq (^'-- - ^y) är ^jQiKy^- K,y)dT +f{P,z - P^y)df. 
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In dieser Gleichung setzen wir nun für dv^/dt und für dvg/dt die Werte 
aus den 61. 10 ein und finden derart 

Man erkennt nun zimäcLst, daß sich das erste Integral der rechten Seite 
der 61. 12 gegen einen gleichwertigen Ausdruck auf der linken Seite 
der 61eichung weghebt; femer kann man aber auch leicht das Fl&chen- 
integral in ein Volumintegral verwandeln; denn es ist nach 61. 7 

(13) JP,rc//--J{P;.z.co8(n,:r) + P;^r.co8(n,y) + P;^z.cb8(n,r)}rf^ 
Nun bestehen aber zufolge 61. 14 des § 3S die Beziehungen 

/P; .z.co8(„.,)rf/--/^(P; .z)dr~fz^dr, 

(14) > fp;' .z.cosin,!,)df^f±iF;' .z)dT ^fz^dr, 
\jp;''.z.coB(tuz)df^J^iP;''.z)dr^f(z^f + P;')dr, 

und es ist daher, da sich in analoger Weise auch das Integral JPg yd/ 
umformen läßt 

Setzt man somit für das Flächenintegral in der 61. 12 den Wert 
aus der 61. 15 ein, so nimmt die 61. 12, da sich fast alle 61ieder gegen- 
seitig aufheben, die einfache 6estalt an 

(16) J(p;"-p;OrfT = o. 

Da diese Beziehung für. jedes beliebige Volumen, folglich auch für jedes 
unendlich kleine, erfüllt sein "muß, so muß demnach stets P/" gleich 
P/' sein. Ebenso gelten auch die beiden anderen 61eichungen, die sich 
durch zyklische Vertauschung ergeben, so daß also der Impulssatz 
in seiner Anwendung auf deformierbare Körper die drei 61eichungen 
liefert 

(17) p;" = p,", p; = p«'", p." = p; . 

Nun folgt aus der Tatsache, daß cos (n, x), cos (n, y), cos {n,z) die 
Komponenten eines Vektors (nämlich des Vektors n) sind, und aus den 
61. 7, daß ^ eine lineare Vektorfunktion von n ist. Aus den mit- 
tete des Impulssatzes gewonnenen 61. 17 ergibt sich überdies, daß der 
Tensor, dessen Komponenten die neun Koeffizienten des 61eichungs- 
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tripeis (7) sind und durch den der Bpannungszustand an der be- 
treffenden Stelle und in dem betreffenden Augenblicke dargestellt ist, 
ein symmetrischer Tensor ist. 

Die Tensorkomponenten erster Art P^.', Py', Pg", für die die 
Bezeichnungen 

P P P 

gebrfinchlich sind, nennt man die Normaldrucke. Die Tensorkompo - 
nenten zweiter Art, nämlich P^'" '^ P/\ P;^P^'\ P^'^P^, 
fär die gewöhnlich die Bezeichnungen gebiaucht werden 

P =P P = P P = P 

heißen die Tangentialspannungen. 

Aus der durch die 61. 16 des § 28 ausgedrückten allgemeinen 
Eigenschaft der symmetrischen Tensoren folgt demnach, daß sich stets 
ein Koordinatensysfem derart legen läßt, daß in bezug darauf die Tan- 
gentialspannungen für die betreffende Stelle, für die der Spannungs- 
zustand untersucht wird, und für die Zeit, für die er betrachtet wird, 
verschwinden. Man bezeichnet die auf dieses ausgezeichnete Koordi- 
natensystem bezogenen Normaldrucke als die Eauptdrucke oder auch 
als die Hauptspannungen und nennt die Ebenen, die man an einer 
Stelle so legen kann, daß sie auf den Sichtungen der Hauptdrucke senk- 
recht stehen, die Hauptebenen für die betreffende Stelle. Konstruiert 
man um die Stelle ein kleines Parallelepiped, dessen Fl&chen den 
Hauptebenen parallel sind, so erfährt dieses Parallelepiped somit über- 
haupt keine Tangentialspannungen, da auf seine Oberfläche nur Normal - 
kräfte wirken. 

§ 37. Bie hydrodynamiiclieii OmndgleichimgeiL 

Eine, Flüssigkeit wurde in § 80 definiert als ein deformier- 
barer Körper, der keine bestimmte Form besitzt, so daß Ände- 
rungen seiner Gestalt, die nicht zugleich mit einer Ände- 
rung des Volumens verbunden sind, keine Arbeit erfordern. 
Denken wir uns nun eine ganz beliebige kontinuierlich verbreitete Masse 
in lauter unendlich kleine Würfel zerlegt, so können wir uns eine ohne 
Volumänderung erfolgende Formänderung des Körpers (etwa wie bei 
einem Haufen von Sandkörnern) derart zustande gebracht denken, daß 
sich diese Würfelelemente gegeneinander verschieben. Da diese 
Verschiebungen parallel den Würfelflächen, also senkrecht zu den 
Normalkräften erfolgen, so kann die Arbeit, die bei einer solchen Form- 
änderung eines deformierbaren Körpers verrichtet wird, nur von den 
Tangentialkräften herrühren. 

Ist nun im besonderen, wie dies bei den idealen Flüssigkeiten 
der Fall sein soll, diese Formänderungsarbeit immer gleich Null, so kann 
dies nur darin begründet sein, daß für einen deformierbaren Körper 
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von solcher Beschaffenheit sämtliche Tangentialspannungen ver- 
schwinden. Eine ideale Flüssigkeit erscheint also durch die Glei- 
chungen definiert 

Da diese Gleichungen aber für jedes beliebige Koordinatensystem 
erfällt sein müssen, so kann die Flache zweiten Grades , durch die 
der Tensor des Sp^nnungszustandes (nach §28) graphisch darstellbar 
ist, nur eine Kugel sein; dann aber müssen wiederum, auf jedes 
beliebige Koordinatensystem bezogen, die drei Tensor kompo- 
nenten erster Art denselben Wert haben, den wir — p nennen 
wollen, so daß also für jedes beliebige Koordinatensystem 

(2) P.. = P,, = P« = - p 

ist. Das negative Vorzeichen wird hierbei zweckmäßig zur Ver- 
einfachung der Bechnungen deshalb gewählt, weil ja doch der Druck 
die Bichtung der inneren Normalen hat, während P^^b definiert wurde 
als die Spannung, die ein zur a;-Bichtung senkrechtes Flächenelement 
dann erfährt, wenn seine äußere Flächennormale die Bichtung des 
Gnmdvektors t hat.^ Die Größe p selbst nennt man den Flüssig - 
keitsdruck; er ist somit in idealen Flüssigkeiten von der Bichtung 
des Flächenelementes, auf das er wirkt, völlig unabhängig — 
eine Erscheinung, die man als die Isotropie des Flüssigkeitsdruckes 
bezeichnet. 

Setzt man nun die Werte aus den Gl. 1 und 2 in die allgemeinen 
Bewegungsgleichungen des deformierbaren Körpers (Gl. 10 des § 86) 
ein, so erhält man, wenn man diese drei Gleichungen mit den drei 
Grund Vektoren t, j, f multipliziert und addiert, die einfache Formel 

(3) Q~^ -grad;i + ()Ä, 

wofür man auf Grund der Gl. 6 des § 81 auch schreiben kann 

(4) ^ + (ögrad)ö - - i-grad p + Ä- 

Indem man diese Gleichung aus der vektoriellen Schreibweise in die 
analytische überträgt, erhält man die hydrodynamischen Grund - 
gleiehungen in der Form, in der sie zuerst von Eulbr aufgestellt 
wurden, nämlich 



^ Legt man also ein Koordumtensystem so, daß die Schwerkraft positiv zu 
rechnen ist (n&mlidi so, daß der Onrndvektor ! nach abwärts geriditet ist), so erkennt 
man leicht, daß die £raft, die auf ein Fl&ohenelement wirkt, dessen änßere Flächen- 
normale + ! ist, negativ ist, weil sie eben nach aufwärts gerichtet ist. Gibt man aber 
p das entgegengesetzte Vorzeidien wie P^, so erscheint p ebenso wie die Schwer- 
kraft positiv. 
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dt +"-Ö* +"»0» +"«'«* = f 


lf + ^.. 


dt + "- dx + "» dy + "= az " ~ ? 


It + ^. 


dt +'''dx +Say +"'3* " e 


4f+^.- 
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(6) 



Diese EuLBBScben Gleichungen enthalten, wenn die angreifendeu 
äuBeren Kräfte {R) gegeben sind, insgesamt fünf Unbekannte, näm- 
lich die drei Komponenten der Geschwindigkeit o, die Dichte g 
und den Druck p- Damit also, sobald die äußeren Kräfte (in ihrer Ab- 
hängigkeit vom Orte und von der Zeit) gegeben sind, auch die Ge- 
schwindigkeit an jeder Stelle der Flüssigkeit bestimmt werden könne, 
müssen noch zwei weitere Beziehungen zwischen den fünf Un- 
bekannten gegeben sein. 

Eine solche allgemein gültige Beziehung liefert nun das Prinzip 
von der Erhaltung der Materie, aus dem wir schließen müssen, 
daß Flüssigkeit weder entstehen noch verschwinden kann. 
Betrachten wir also ein abgegrenztes Volumen, so muß für jedes Zeit- 
element der Überschuß der durch die Oberfläche des Volumens aus- 
strömenden über die in demselben Zeitelement durch die Oberfläche 
einströmende Flüssigkeit gleich sein der Verminderung, die in dem- 
selben Zeitelemente die in dem Volumen enthaltene Flüssigkeit erfahren 
hat. Der Überschuß der ausströmenden über die einströmende Flüssig- 
keit ist nun gleich d^mal dem Oberflächenintegral von Q.Vn.df und 
somit nach dem GAUSBschen Satze gleich 

(6) dtJdiv[Qj))dt. 

Die Verminderung der in' dem Volumen enthaltenen Flüssigkeitsmenge 
ist aber in dem Zeitelemente dt gleich 

(7) _d«/-|f.dr. 

Da die Ausdrücke (6) imd (7) für jedes beliebige und somit auch für ein 
beliebiges unendlich kleines Volumen einander gleich sein müssen, so 
ergibt sich die wichtige, als Kontinuitätsgleichung bezeichnete 
Beziehung 

(8) div(po)=--|f- 

Die Kontinuitätsgleichung stellt eine vierte, allgemein gültige 
Beziehung zwischen den fünf vorhin erwähnten Unbekannten dar; eine 
fünfte Beziehung allgemeiner Natur existiert nicht. Nur spezielle 
Relationen können aufgestellt werden, wenn bestimmte Voraus- 
setzungen über die besondere Natur der Flüssigkeit vorliegen. In 
dieser Hinsicht sind nun zwei Voraussetzungen von besonderer Wichtig- 
keit. Erstens, die Dichte sei innerhalb der Flüssigkeit konstant und 
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hindere sich auch nicht mit der Zeit. Eine solche Flüssigkeit bezeichnet 
man als inkompressibel. Zweitens, zwischen Druck und Dichte be- 
stehe dieselbe Beziehung, wie sie zufolge dem BoYLBschen Gesetze 
mit einer gewissen Annäherung bei den in der Natur vorkommenden 
Gasen erfüllt ist; es bestehe nämlich direkte Proportionalität 
zwischen Druck und Dichte. Eine ideale Flüssigkeit, die diese 
Helation erfüllt, bezeichnet man als ein ideales Gas. 

Im folgenden sollen nur inkompressible Flüssigkeiten (zu denen mit 
ziemlicher Annäherung das Wasser gehört) betrachtet werden. Für sie 
ist also Q als gegebene Konstante anzusehen, so daß sich für sie die Zahl 
der Unbekannten auf vjer reduziert. Die Kontinuitätsgleichung, 
die als vierte Gleichung zu den drei EuUBBschen hinzutritt, nimmt für 
inkompressible Flüssigkeiten dann (Gl. 8) die einfache Form an 

(9) div u = . 

An den EuLBRSchen Gleichungen kann man nun eine einfache, 
von WiLHBLM Wbber entdeckte Transformation vornehmend, durch 
die die Gleichungen eine für die eigentlichen hydrodynamischen Unter- 
suchungen geeignetere Form annehmen. Den Ausgangspunkt für diese 
Transformation bilden die Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen 
der Wirbel- und der linearen Geschwindigkeit ausdrücken (61. 8 des 
§ 82). Indem man die zweite und dritte dieser Gleichungen mit + ^z 
bzw. mit — Vy multipliziert, findet man 

Addiert man diese zwei Gleichungen dann noch zu der ersten der drei 
EuLBRschen Gleichungen (6) hinzu, so erhält man die Beziehung 

-dt + "»-8^ + "» 3¥ + *• ^ + 2(t,.«7,-ü,«J = - _ -^ + X,. 
Nun ist aber 

Somit finden wir, wenn wir gleich von der analytischen zur vektoriellen 
Schreibweise übergehen, 

(11) öT + 2[wf]=-g'ad[f + t]+ä- 

Eine noch einfachere Gestalt nimmt diese Gleichung an, wenn die Fern- 
kraft Ä ein Potential besitzt; dann kann man einfach ' schreiben 

(12) |?- + 2[n,»]-_grad[-^ + ^+0]. 
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Ist diese Gleichung aber erfüllt, haben also die äußeren Kräfte ein 
Potential, so läßt sich noch eine weitere wichtige Transformation 
auf Grund der Tatsache vornehmen, daß (zufolge GL 6 des § 86) die 
Eotation eines Gradienten stets verschwindet. Es muß somit 
stets die Beziehung erfüllt sein 

(13) rot{|5- + 2[mp]} = 0. 
Nun ist aber 

(14) rot^ = 2|f. 

Andererseits ist nach der Formel für die Eotation eines Vektorproduktes* 
(16) rot[u)D] =tD .divD -d .divu) - (u) .grad)D + (d .grad)tD . 

Hierbei ist wiederum 

div u) = , 

weil ja u) gleich ist \ rot t) und die Divergenz einer Eotation (nach Gl. 6 
des § 85) immer verschwindet. Nimmt man überdies an, daß die Flüssig- 
keit inkompressibel sei, so daß also nach Gl. 9 auch divt) Null ist, so 
verwandelt sich die Gl. 18 in die Formel 

(16) 2i^ + 2(pgrad)tD = 2(©grad)ö. 

Nun ist aber nach Gl. 6 des § 81 

und somit kann man Gl. 16 auch in der Form schreiben 

^«(wgracDx, 

oder in analytischer Schreibweise 

dv)^ dvx , dvg , dvx 

/iQ\ dWu dv^ , dvt, , Bvu 

(18) \ ^'- =".-5^'- + «',77 + «'. TT' 

dt 'dz ^ dy * dz 

* Man leitet diese Formel leicht ab, indem man von der Gleichung auBgeht 

Man entwickelt die Ausdrücke und addiert dann die Identität hinzu 
dÄ, ji dÄ, dB, , dB, 



dx ' dx ^ ' dx ^ dx 

Schli(>ßlich berücksichtigt man die Gl. 3 des § 31 und findet so 
(15b) rotf«»]= «div« - ©div« - («.grad)© + (».grad)«. 
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Diese Formeln, die jedoch nur für inkompressible Flüssigkeiten 
und auch nur unter der Voraussetzung gelten, daß die äußeren Kräfte 
ein Potential haben, bilden den Ausgangspunkt für eine Beihe inter- 
essanter Sätze über die Wirbelbewegung, die wir Helmholtz 
verdanken, auf die jedoch hier nicht näher eingegangen werden kann. 
Nur eine wichtige Tatsache läßt sich ohne 'Weiteres aus diesen Gleichungen 
ablesen. Wenn zu irgend einer Zeit in der Flüssigkeit keine Wirhei- 
bewegung vorhanden ist, so muß nach GL 18 für diese Zeit ebenso wie 
W auch dm/dt verschwinden und es müssen somit dann sowohl m als 
auch dw/dt stets gleich Null bleiben. Umgekehrt kann auch w 
nur dann ein endliches Zeitintervall hindurch gleich Null sein, wenn 
auch dw/dt gleich Null ist, wenn also m stets Null war; wenn je U) 
einen von Null verschiedenen Wert hatte, kann somit nie der Fall ein- 
treten, daß gleichzeitig m und dw/dt Null werden. In einer reibungs- 
losen, inkompressiblen Flüssigkeit, auf die nur solche äußere Kräfte 
wirken, welche ein Potential besitzen, kann also eine Wirbel- 
bewegung weder entstehen noch auch, wenn sie einmal vorhanden 
ist, vergehen. 
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Vn. Kapitel. 

Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. 

§ 88. Dai Oeieti von Coulomb. 

V Für eine exakte Theorie der elektrischen Erscheinungen 
hat Coulomb die Grundlage geschaffen. Er hat für die schon lange 
vor ihm entdeckten Phänomene der elektrischen Anziehung und 
der elektrischen Abstoßung ^ zuerst ein quantitatives Gesetz ge- 
funden, indem er mittels der von ihm erfundenen Drehwage zunächst 
einmal feststellte, daß die Kraft, mit der zwei elektrisch geladene 
Kqrper-Äuf einander wirken, wofern alle anderen Umstände ungeändert 
bleiben, ebenso y^ie die Gravitation dem Quadrate der Entfernung 
umgekehrt proportional ist imd in die Eichtung der Verbin- 
dungslinie fällt. 

Coulomb entdeckte jedoch noch eine zweite wichtige Tatsache, 
die sich auf die gegenseitige Einwirkung verschiedener elektrischer 
Körper bei gleicher Entfernung bezieht. Er stellte nämlich fest, daß 
die anziehende oder abstoßende Kiaft dem Produkte der Elek- 
trizitätsmengen beider Körper proportional ist. Diese Tatsache 
ist so zu verstehen: Vergleicht man mittels (Jer Drehwage miteinander 
die Kräfte, die vier beliebige (gleichnamige) elektrische Körper zu je 
zwei aufeinander in derselben Entfernung r^ ausüben, so stellt man 
fest, daß (dem absoluten Betrage nach) 

(1) /ii2 . K^ = /ii3 . Z24 = Ku . K23 

ist, wenn mit Zjg die Kraft zwischen dem ersten und zweiten Körper 
bezeichnet wird usw. Auf Grund der Gl. 1 kann man somit, wenn man 
mit h und i zwei beliebige der Zahlen 1 , 2, 8, 4 bezeichnet, die Kraft K^ 
gleichsetzen 

(2) K,, = ^, 



Ti 







wobei ej^ und 6,- von der Entfernung unabhängige Konstanten sind, 
die für den elektrischen Zustand der beiden Körper (mit den Num- 
mern Ä und i) charakteristisch sind. 



^ Die AQziehungskrait des geriebenen Beinsteines war schon Thalss bekannt; 
die Beobachtung der elektrischen Abstoßnng wnide zuerst von Gubriokx mitgeteilt. 
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§ 88. Das Gesetz von Ooulomh. 171 

Man erkennt somit, daß die Messung der Kräfte, die drei ver- 
schiedene elektrische Körper (und zwar, wie gleich hier hinzugefügt 
sei 9 in der Luft oder, noch genauer gesagt, im luftleeren Baume) auf- 
einander in beliebigen Entfernungen ausüben, genügt, um die Größen 
6^, 62, «3 zu berechnen. Man braucht hierzu nur die drei Gleichungen 

yy) -tLj2 — ^,, , n.13 ^,, , n.23 — ^m > 

in denen üli2, K^, K^, r', r", r'" auf Gnmd der Messungen bekannt 
sind, nach den drei Unbekannten e^, e^, e^ aufzulösen. Die drei Größen 
«i> «2» ^8 bezeichnet man, wofern die Kräfte und Längen in absoluten 
Einheiten angegeben sind, als die in absolutem elektrostatischen 
Maße gemessenen Elektrizitätsmengen, mit denen die drei Körper 
geladen sind. Als absolute Einheit der Elektrizitätsmenge erscheint 
somit diejenige, die auf eine gleich große in der Entfernung von 1 cm 
eine Kraft von 1 Dyne ausübt. Die Dimension der Elektrizitätsmenge 
ist somit g'/« qm'^« sec-^. 

pie Tatsache, daß die von einer Elektrizitätsmenge e^ auf eine 
zweite e^ ausgeübte Kraft 5li2 in die Eichtung der Verbindungs- 
linie ri2 fällt, bringt man zum Ausdruck, indem man den Vektor Sii^ 
gleichsetzt dem Produkte aus dem Betrage K^^ (nach Gl. 3) und aus 
dem in die Eichtung der Verbindungslinie ri2 fallenden Einheits- 
vektor ri2/''i2 und somit schreibt 



(4) Äi, 



et g» tt» 



3 



Der von Düpay entdeckten Tatsache, daß es zwei entgegengesetzte 
Arten von Elektrizität gibt (sogenannte positive oder Glas- und 
negative oder Harzelektrizität)^, und daß gleichnamig elektrische 
Körper einander abstoßen, ungleichnamig elektrische hingegen 
einander anziehen, trägt man dann Eechnung, indem man positiven 
Elektrizitätsmengen ein positives, negativen hingegen ein negatives 
Vorzeichen gibt. Dann hat nach der allgemein gültigen Gl. 4 
in Übereinstimmung mit der Erfahrung die Kraft Äj^j ^i^" 
selbe Eichtung wie ri2, wirkt also abstoßend, wenn e^ und e^ gleiches 
Vorzeichen haben; hingegen hat 5li2 die entgegengesetzte Eichtung 
wie ri2» wirkt also anziehend, wenn e^ und e^ imgleichnamig sind. 

Die Bezeichnung Elektrizitätsmenge findet ihre Berechtigung in 
der wichtigen Erfahrungstatsache, daß die im vorhergehenden mit 
e bezeichnete physikalische Größe eine additive Größe darstellt. Ver- 
einigt man nämlich zwei Körper mit den Elektrizitätsmengen «i und e^ 



^ Dafi Franklin gerade die Glaselektrizität als positive und die Harzelektrizität 
^als negative bezeichnete, beruht natürlich nur auf einer zufälligen Willkür. Daß 
durch die lange Tradition diese Bezeichnungsart konventionell geworden ist, ist sehr 
bedauerlich vom Standpunkte der modernen Elektronentheorie, für die die entgegen- 
gesetzte Bezeichnungsart zweckmäßig wäre. 
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172 Theorie der ElektrizüeU und des Magneiismus, 

derart, daß sie in elektrischer Hinsicht nach ihrer Vereinigung als ein ein- 
ziger Körper angesehen werden können ^, so ist dessen Elektrizitätsmenge 
gleich der Summe e^ + 62* ^^^ kann somit auch die Elektrizitätsmenge 
jedes beliebigen Körpers stets gleichsetzen der Summe der Elektrizitätß- 
mengen seiner Teile, also z. B. die Elektrizitätsmenge einer kontinuier- 
lich im Baume verteilten Ladung gleichsetzen der Summe der Ladungen 
der einzelnen Volumelemente usw. Eine zweite wichtige Erfahrungs- 
tatsache ist die, daß die algebraische Summe sämtlicher in einem 
abgeschlossenen System vorhandenen Elektrizitätsmengen bei Ände- 
rungen der Elektrizitätsverteilung innerhalb des Systems selbst 
ungeändert bleibt. 

Selbstverständlich sind nicht alle physikalischen Größen additive 
Größen. Dies ist z. B. weder bei der Geschwindigkeit lioch bei der 
Temperatur noch auQh bei vielen anderen Größen der Fall. Da das 
typische Beispiel einer additiven physikalischen Größe die mechanische 
Masse darstellt, so konnte man die Erfahrungstatsache, daß die Elek- 
trizitätsmenge eine additive Größe ist, deren algebraische Summe in 
einem abgeschlossenen System unverändert bleibt, auch dadurch zum 
Ausdrucke bringen, daß man der Elektrizität nach Analogie der ponde- 
rablen Materie substantiellen Charakter zuschrieb und ein be- 
sonderes, unzerstörbares, sogenanntes imponderables elektrisches 
Fluidum annahm, dessen Vorhandensein in einem Körper einen elek- 
trischen Zustand hervorrufen solle. • 

Derartige Hypothesen sind in der Tat bereits vor den Entdeckungen 
Coulombs aufgestellt und zu Theorien ausgestaltet worden, einerseits 
zu der dualistischen Fluidumtheorie von Symmeb, andererseits 
zu der sogenannten unitarischen Theorie von Fbanklin. Jene 
Theorie nahm zwei Arten elektrischen Fluidums an: ein positives und 
ein negatives, die in den Körpern gemischt sein sollen; je nach dem 
Überwiegen des einen oder des anderen soll der Körper positiv oder 
negativ elektrisch, bei gleicher Menge beider Fluida hingegen unelektrisch 
erscheinen; das Elektrisieren würde demnach in einer Scheidung der 
beiden Fluida bestehen. Die FRANKLiNsche Theorie nahm nur ein ein- 
ziges elektrisches Fluidum an; je nachdem, ob es in einem Körper in 
einem gewissen Normalgrade pder aber in stärkerem oder schwächerem 
Grade enthalten ist, soll nach dieser Theorie der Körper neutral, positiv 
oder negativ elektrisch sein. Beide Hypothesen lieferten (ohne Bück- 
sicht darauf, ob ihre Grundannahmen der Wirklichkeit entsprechen oder . 
nicht) verhältnismäßig brauchbare Bilder zur Beschreibung der elektro- 
statischen Erscheinungen, weshalb auch heute noch in elementaren Dar- 
stellungen der Elektrostatik mit Vorliebe auf die Fluidumhypothese 
zurückgegriffen wird. 

Dasselbe Gesetz wie für die elektrostatische Abstoßung und An-' 



^ Z. B. durch HersteHung einer Drahtleitung zwischen zwei Konduktoren. 
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Ziehung gilt nun, wie Coulomb fand^ auch für die mechanische Kräfte 
mit der zwei Magnetpole einander abstoßen oder anziehen. Man kann 
auch diese Kraft gleich setzen 

(6) St = '^!^^, 

wobei die Größen 7% und Wg als die in absolutem Maße gemessenen 
Magnetismusmengen der beiden Pole (oder auch als die Polstärken) 
bezeichnet werden. Da es, wie schon seit dem Mittelalter bekannt war^, 
zwei entgegengesetzte Arten von Magnetismus gibt, sogenannten Nord- 
und Südmagnetismus^, derart, daß zwei gleichnamige Pole einander 
abstoßen, zwei ungleichnamige einander anziehen, so gelangt man 
wiederum zu einer vollen Übereinstimmung mit der Erfahrung, wenn 
man in konventioneller Weise nordmagnetischen Polen ein positives, 
sudmagiietiÄshen ein negatives Vorzeichen gibt. 

Die in der Natur vorkommenden wirklichen Magnete zeigen 
durchwegs die wichtige Eigentümlichkeit, daß ihre magnetischen Eigen- 
schaften stets in mehr als einem einzigen Pole, gewöhnlich in zwei 
Polen konzentriert erscheinen, daß aber stets die algebraische 
Summe der Magnetismusmengen der Pole eines wirklichen Magneten 
Null ist. 

§ 39. Das elektrostatische Feld. 

Befindet sich an einer Stelle des Baumes eine elektrische Ladung e, 
die wir uns in derselben Weise, wie es in der Mechanik mit der Masse eines 
Körpers geschah, in einem Punkte konzentriert denken wollen, 
so wird au^ eine herangebrachte zweite Ladung e\ die so klein ange- 
nommen werde, daß durch ihre Anwesenheit die erste Ladung nicht 
merklich durch Influenz beeinflußt werde, von der Ladung e eine mecha- 
nische Kraft ausgeübt, die nach dem CouLOBfBschen Gesetze gleich ist 

(1) , Ä--^. 

wenn r der Badiusvektor ist, den man von der ersten Ladung zu der Stelle 
zieht, an der sich die zweite Ladung befindet. 

Den vom Orte abhängigen, von der Größe von e' jedoch unab- 
hängigen Quotienten 9fle' wollen wir mit d bezeichnen; man erkennt 
dann, daß man jedem Werte von r und somit auch jeder beliebigen 
Stelle im Baume als dem Endpunkte der gerichteten Strecke r einen 



^ Die Unterscheidung der beiden Arten von Magnetismus sowie die Kenntnis 
der Tatsache, daß gleichnamige Pole einander abstoßen, ungleichnamige aber ein- 
ander anziehen, findet sich bereits bei Petbus PEBsaBnnjs, einem Forscher des 
13. Jahrhunderts. Daß der Magneteisenstein kleine Eisenteilchen anzieht, -war bereits 
seit dem Altertum bekannt. 

^ Als Nordpol einer Magnetnadel bezeichnet man bekamitlich denjenigen Pol,, 
der nach Norden zeigt; der sogenannte magnetische Nordpol der Erde muß demnach 
nach dieser Terminologie Südmagnetismus aufweisen. 
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174 Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. 

Vektor (£ zuordnen und derart ein Vektorfeld konstruieren kann, 
das man als das elektrostatische Feld der Ladung e bezeichnet. 
Den Vektor ^ nennt man daher die elektrische Feldstärke. Sie 
ist numerisch gleich der mechanischen Kraft, die an der betreffenden 
Stelle auf eine elektrische Ladung von der Größe der Einheit wirkt, und 
hat die Dimension eines Quotienten aus einer mechanischen Kraft und 
einer elektrischen Ladung, also die Dimension g*^«cm~*^«sec~^. Den Anfangs- 
punkt der gerichteten Strecke t bezeichnet man (da die elektrische Ladung, 
vrie später gezeigt werden soll, die Quelle des elektrostatischen Vektor- 
feldes darstellt) als den Quellpunkt, den Endpunkt der Strecke r 
(für den also die Feldstärke bestimmt werden soll) als den Aufpunkt. 
Da die elektrische Feldstärke 

.(2) . C-^'- 

Ist, sind daher, wenn man die Koordinaten des Aufpunktes mit ^«, y^, z^ 
und die des Quellpunktes mit x^, y^, Zg bezeichnet, die Komponenten 
der elektrischen Feldstärke 

(3) E^«e^^, B,-ei^, £?.«e^^- 

Nun folgt aber aus der Beziehung 

daß 

und somit 

ist. 

Wenn wir uns nun den Quellpunkt festgehalten denken, also 
Xg, y^y Zg als konstant ansehen, so können wir die Größe 1/r, also den 
reziproken Wert der Entfemimg des in seiner Lage veränderlichen Auf- 
punktes von dem festen Quellpunkte als skalare Funktion der Ko- 
ordinaten des Auf Punktes ansehen. Den Gradienten dieser skalaren 
Funktion von x„, y^, z^ wollen wir den Gradienten von 1/r bei veränder- 
licher Lage des Aufpunktes nennen und ihn mit grada(l/r) bezeichn^i. 

Denken wir uns hingegen den Aufpunkt festgehalten, sehen 
wir also x«, ^«, z^ als konstant an, so können wir die Größe 1/r als skalare 
Funktion der variablen Koordinaten des Quellpunktes an- 
sehen. Den Gradienten dieser Funktion von x^, y^, z^ wollen wir den 
Gradienten von 1/r bei veränderlicher Lage des QueUpimktes nennen 
und ihn mit gradg(l/r) bezeichnen. Aus Gl. 5 folgt dann, daß 

(8) ^-grad,(l) = -grad.(|) 

ist. In ähnlicher Weise soll, wenn g irgend eine Funktion der wechsel- 
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seitigen Entfernung von Quellpftikt und Aufpunkt ist, unterschieden 
werden einerseits 



und andererseits 



div n = 4ii + 4^ + ^ 
«» dx^ dy^ ' dzg 



Auf analoge Art sollen auch die Operationen rot« g und rot^ Q defi- 
niert sein, indem bei jener Operation nur die Koordinaten des Auf- 
punktes, bei dieser nur die des Quellpunktes als veränderlich angesehen 
werden. Es wäre demnach z. B. die x-Komponente von, rot^fl gleich 

***** dyu ö«. 

Man kann nun, wie ^us 61. 2 und 6 folgt, die Feldstärke in ihrer 
Abhängigkeit vom Orte bei fester Lage des Quellpunktes durch die Formel 
darstellen 

(7) . , (E--egrad,(l). 
Die Größe 

(8) V-f, 

als deren negativer Gradient (£ bei veränderlichem Aufpimkt darstellbar 
ist, bezeichnet man als das elektrische Potential des Feldes.^ Es 
ist, wie aus 61. 8 folgt, eine stetige Funktion des Ortes, die aller- 
dings unter der Voraussetzung, daß in dem Quellpunkte eine endlich 
große Elektrizitätsmenge konzentriert ist, in dem Quellpunkte unendlich 
groß wird. Es ist übrigens zu beachten, daß nicht V^ selbst idie Dimen- 
sion eines mechanischen Potentials hat, sondern das Produkt e' . V. Die 
Differenz 

(9) e'{V,-*P,) = W 

stellt also die Arbeit dar, die geleistet wird, wenn die Elektrizitätsmenge e' 
auf einem beliebigen Wege in dem elektrostatischen Felde von der Stelle 
mit dem Potential ^^ zu der Stelle mit dem Potential ^^2 bewegt wird. 
Findet die Bewegung in einer geschlossenen Kurve statt, so ist 
demnach im allgemeinen die hierbei geleistete Arbeit stets Null, wenn 
*die Kurve keinen Punkt enthält, in dem eine endlich große Elektrizitäts- 
menge konzentriert ist. Aus der Tatsache, daß (i als Oradient einer 
Skalaren Funktion darstellbar ist, folgt nach 61. 6 des § 85, daß das 



^ Natürlich stellt (E nicht nur den negativen Gradienten der Größe ¥^ sondern 
anch jeder anderen skalaren Funktion der Koordinaten dar, die von W nur durch 
eine additive Konstante unterschieden ist. 
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elektrostatische Feld (von dem Quellftinkte mit endlicher Elektrizitäts- 
menge sei zunächst abgesehen) wirbelfrei ist, daß in ihm 

(10) rot(£ = 

sein muß. 

Es lä^t sich aber auch zeigen, daß das Feld überall, mit alleiniger 
Ausnahme des Quellpunktes selbst, quellenfrei ist. Man findet näm- 
lich aus 61. 3 






dx. 

oder nach Gl. 4 

dE» f 3 (a;. - ar,)« 

^X^ 

Bildet man die analogen Gleichungen für dEy/dy^und dE^/dz^imd 
addiert dann, so findet man 

(11) * diva(£ = 0, 

welche Gleichung jedoch nicht für den Quellpunkt selbst anwendbar ist, 
weil für ihn die einzelnen Glieder der zur Ableitung der Formel (11) ver- 
wendeten Gleichungen unendlich groß werden. Gl. 11 kann man auf 
Grund der Gl. 7 und 8 (sowie der Gl. 8 des § 86) auch in der Form 
schreiben 

(12) zl ^ = , 

welche Gleichimg man als die Gleichung von Laplaob^ bezeichnet. 
Den Fluß des Vektors d durch eine beliebige Fläche (vgl. § 88) 
bezeichnet man als den elektrischen Kraftfluß durch diese Fläche. 
Nennen wir ein Element der Fläche d f und seine (nach außen weisende) 
Flächennormale n, so wird der Fluß hierdurch 

<g.ttd/ = E.d/.cos(t,n) = ^^^5), 

wofür man auch (diese Schreibweise ist für eine spätere Betrachtung 
in § 48 wichtig) nach Gl. 7 schreiben kann 



JS.d/cos(r,n)= -grada(~) • n.d/. 



Denken wir uns nun um die punktförmige Ladung e eine Kugel ge- 
schlagen, deren Badius der Längeneinheit gleich ist, so erkennen wir 
leicht, daß die Größe 



(IS) if^^U-ngceA^[l,)df^d 



(0 



2 Aus ihr folgt natürlich, daß auch 
(12b) J fi-j = ü 

sein muß; und zwar Eowohl J« ( — ) s^s auch Jq l \ da ja beide entgegengesetzt 
gleich sind. 
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nichts anderes ist als das Flachenelement, das aus der Oberfläche 
der Einheitskugel von dem Kegel herausgeschnitten wird, der den 
Quellpunkt zur Spitze und. die Mäche df zur Basis hat (Fig. 25). Man 
bezeichnet deshalb die Größe d(o auch als den Baumwinkel, unter 
dem, von dem Quellpunkte aus gesehen, das Flächenelement d f erscheint. 
Dabei ist nach 61. 18 d a> mit positivem oder negativem Vorzeichen zu 
nehmen, je nachdem, ob die Verlängerung von r mit n (der nach außen 




Fig. 25. 

gezogenen Flächennormalen) einen spitzen oder s tumpf en Winkel bildet. 
Der gesamte Kraftfluß durch eine geschlossene Fläche ist also gleich 

(14) , fE^.df^efdto, 

wenn man mit E« die in die Bichtung der Flächennormalen fallende 
Komponente von (E bezeichnet. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem, ob die 
Ladung e von der geschlossenen Fläche umschlossen wird oäer nicht. 

Man erkennt leicht, daß im ersten Falle Jdo) gleich ist dem Inhalte'^er 

gesamten Fläche der Einheitskugel, also gleich ist 47t. Wird also die 
Ladung von einer Fläche umschlossen, so ist der gesamte Kraftfluß durch 
diese Fläche 

(16) JE^.df^^ne. 

Wenn hingegen die Ladung von der Fläche nicht umschlossen wird, 
dann schneidet (Fig. 26) jeder Kegel von unendlich kleiner Öffnung, 
den man von dem QueÜponkte zu einem Elemente der geschlossenen 

Haas, Binführang in die tbeor. Physik. 12 
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Fläche zieht, aus dieser stets zwei Rächenelemente heraus, wobei bei 
dem einen, dem Quellpirnkte näheren, das dfj genannt werde, der 
Winkel (r,n) stumpf, bei dem anderen hingegen, das d f j genannt 
werde, spitz sein muß. Nennen wir das durch denselben Kegel aus der 




Fig. 26. 

Einheitskugel herausgeschnittene Otierflächenelement seinem absoluten 
Betrage nach d cd, so ist somit 



dA.eos(ttt,r) , <f/,.coB(tt„t) 



(-dG>) + d<»-0, 



Man findet somit für den ganzen Kraftfluß durch eine geschlossene Fläche, 
die die elektrische Ladung nicht umschließt, den Wert 



(16) 



jE^.df 



0. 



Während bisher ein elektrostatisches Feld betrachtet wurde, das 
nur von einer einzigen punktförmigen Ladung erzeugt wird, soll nun- 
mehr (in ganz ähnlicher Weise, wie dies in der Mechanik geschah) zu 
einem System von punktförmigen Ladungen übergegangen werden. 
Ihre Zahl sei n, die einzehien Ladungen mögen mit 6^ (fc = 1 bis n) be- 
zeichnet werden. Aus dem Prinzip des Kräfteparallelogramms folgt 
dann, daß die Feldstärke in einem beliebigen Aufpunkte , 
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hml 

und das elektrische Potential in diesem Anfpunkte ^ 

(18) - V-2^ 

ist, wenn r^^ die Strecke ist, die von der fe-ten Ladung zu dem Aufpunkte 
gezogen wird, für den die Feldstärke und das Potential bestimmt werden 
sollen. 

Ebenso ergibt sich für den gesamten Kraftfluß durch eine geschlossene 
Fl&che nach Gl. 15 

(19) /B.d/ = 4«2'«^ 

wobei jedoch die Summe nur über die elektrischen Ladungen zu er- 
strecken ist, die von der Fläche umschlossen werden. 

Mittels der 61. 17 ist auch die Kraft berechenbar, die auf eine be- 
liebige zum System gehörige Ladung (mit der Nummer k) von sämt- 
lichen anderen Ladungen ausgeübt wird. Wir können nämlich diese 
übrigen (n —1) Ladungen als ein System für sich ansehen, das an der 
Stelle, an der sich die k-te Ladung befindet, ein elektrisches Potential 
hervorruft ä=« 

(20) ^»-^'^- 

Hierbei ist die Summe über sämtliche Werte von h von 1 bis n, mit 
Ausschluß von fc, zu erstrecken; r^j^ ist die Länge der Strecke, die man 
von dem fc-ten Massenpunkte zu dem Ä-ten zieht.* Das Produkt 

(21) F» = 6» . «/* 

stellt dann das Potential der mechanischen Kraft dar, mit der auf die 
Ladung ^ alle übrigen zum ^System gehörenden Ladungen zusammen 
wirken. ^ 

Die gesamte potentielle Energie des Systems ist somit (vgl. 
Gl. 7 des § 15)* gleich 

(22) 1^-tS^^*-y2^2^'^' 



^ Eine etwaige Änderung duioh Influenz (die früher dazu fülirte, die Flcobe- 
ladung unendlich klein anzunehmen) fällt weg, weil ja eben die Ladungen e^ so groß 
sind» wie sie tatsächlich vorhanden sind, nachdem bereite die T^adung e^ an ihre Stelle 
gebiaoht ist. 

* Allerdings ist in Gl. 17 des § 15 die potentielle Energie negativ, in Gl. 22 
des § 39 hingegen positiv. Denn zwei gravitierende Mai^sen, die ja stets ein positives 
Vorzeichen haben, ziehen einander an, während zwei "^positive Elektrizitätemengen 
einander abstoßen. 
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wobei der Faktor •}- ebenso wie in der analogen Betrachtung des § 15 
noch hinzugefügt werden muß, weil ja in der Boppelsmnme jede Kom- 
bination von je zwei Ladungen doppelt vorkommt. (Es wird z. B. 
^Ä ^» gleich 6467 sowohl, wenn A = 4 und fc » 7 als auch, wenn h= 7 
und fc = 4 wird.) 

Nachdem bis nun punktförmige (seien es einzelne, seien es zn 
Systemen vereinigte) elektrische Ladungen betrachtet worden sind, soll 
nunmehr (wiederum in ähnlicher Weise, wie dies in der Mechanik ge- 
schah) zu der Betrachtung kontinuierlich verbreiteter Ladungen 
übergegangen werden.^ Ebenso wie sich die Sätze aus der Mechanik 
diskreter Massenpunkte ohne weiteres auf die Mechanik kontinuierlich 
verbreiteter Massen übertragen ließen, so lassen sich auch die bisher 
abgeleiteten Sätze der Eleldrizitätstheorie auf die Felder kontinuierlich 
verbreiteter Ladungen übertragen, wofern man an die Stelle der Ladung e 
das Produkt aus der elektrischen Dichte q und dem Volum- 
elemente dx setzt. 

Man erhält somit aus 61. 19 für den elektrischen Kraftfluß 
durch eine geschlossene Fläche 

(28) fE^df^infffdr, 

wobei das Integral über das ganze von der Fläche uiiischlossene Volumen 
zu erstrecken ist. Da aber nun andererseits nach dem Satze von Gauss 

(24) jE„(J/-JdivC.dr 

sein muß, die Gleichheit zwischen den Ausdrücken (28) und (24) aber 
für jedes beliebige, auch für jedes beliebige unendlich kleine Volumen 
erfüllt sein muß, so ergibt sich als Grundgleichung des elektro- 
statischen Feldes die Beziehung 

(25) . ^ div(g«4)r(>. 

Die Stellen, in denen die elektrische Dichte einen von Null ver- 
schiedenen Wert hat, erscheinen also (im Sinne des § 88) als Quellen 
des Feldes des Vektors $. Für das elektrische Potential finden wir 
aus Gl. 18 

(26) ^-J^- 

Da nun andererseits die elektrische Feldstärke der negative Gradient 
des elektrischen Potentials ist, so kann, man Gl. 25 auch in der Form 
schreiben 



^ Wir können uns eine solche Ladung wiederum aus punktförmigen Ladung^ 
zusammengesetzt denken, müssen hierbei jedoch in ganz deis^ben Weise, wie es in 
§ 30 hinsichtlich der Massenvorteilung geschah, annehmen, dafi der Abstand zweier 
benachbarter punktförmiger Ladungen klein sei gegenüber den Streken, die man 
als Differentiale der Koordinaten ansehen kann. 
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(27) J«P== -4ne ; 

welche Gleichung man als die Gleichung von Poibson bezeichnet — 
oder auch als die LAPLAOB-PoiBSONSche Gleichung, da sie in dem 
besonderen Falle, daß sich an der betrachteten Stelle keine Elektrizität 
befindet, also q Null ist, in die LAPLACBsche Gleichung (Gl. 12) übergeht. 
Aus den Gl. 26 und 27 läßt sich noch die für eine spätere Be- 
trachtung wichtige allgemeine Folgerung ziehen, daß ganz allgemein, 
wenn 8 und a beliebige skalare Funktionen der Koordinaten sind und 
S durch die Formel darstellbar ist 

■ "-r-f^. 

stets die Beziehung erfüllt sein muß 

AS ^ -^na . 
Da ein beliebiger Vektor 9 dargesteDt werden kann in der Form 

wobei ^, A^, A^ wiederum als skalare Größen anzusehen sind, so 
muß auch aus jeder Gleichung 

(28a) «-/^ 

die Gleichung ^ 

(28b> J9l= -4^a 

folgen. 

Für die potentielle Energie einer kontinuierlich verbreiteten 
elektrischen Ladung finden wir auf Grund de/ Gl. 22 den Wert 

(29) r^iJWQdr, 

wofür man bei Benutzung der Gleichung von Poisson gehreiben kann 

(80) r^ ^—jW.AW.dt. 

Nun ist aber nach dem Satze von Gbb bn (Gl. 18 des § 85), da der 
negative Gradient yon W gleich (B ist, 

(31) fw.AW.dr^ ^Jw.\.df^Jß*dT. 

Berechnen wir die potentielle Energie für das ganze elektrostatische 
Feld, so muß, da an den Grenzen des Feldes die elektrische Feldstärke 
verschwindet, das Flächenintegral in Gl. 81 gleich Null werden, und 
es wird somit 

J^f.A^.dT^-fE^dr. 

Hieraus folgt für die potentielle Energie des ganzen elektrostatischen 
Feldes der Wert 
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(82) r^^jB'är, 

SO daß also zu dieser Energie die Volumeinheit den Beitrag 

(83) 9 = -^ 

liefert. Die (im allgemeinen nicht nur mit der Zeit, sondern auch mit 
dem Orte veränderliche) Größe tj bezeichnet man darum auch als die 
Energiedichte des elektrostatischen Feldes für die betreffende 
Stelle. 

Die bisherigen Betrachtungen, in denen nur punktförmige und räum- 
lich verteilte elektrische Ladungen betrachtet wurden, bedürfen noch 
einer wesentlichen Ergänzung auf Grund einer von Gray im Jahre 1727 
entdeckten fimdamentalen Eigenschaft der Elektrizität, die man als 
ihre Leitung bezeichnet. Eine Gruppe von Körpern hat nämlich, wie 
die Erfahrung zeigt, die Eigentümlichkeit, daß sich in ihnen etwa vor- 
handene Potentialunterschiede sofort ausgleichen. Li ihnen 
ist also ein Gleichgewichtszustand unmöglich, in dem verschiedene Teile 
des Körpers ein verschiedenes Potential haben. Körper, die diese Eigen- 
schaft in vollkommener Weise besitzen, bezeichnet man als Leiter oder 
Konduktoren. Sie erscheinen also xlurch die Bedingung definiert, 
daß innerhalb ihrer ^f konstant und somit sowohl 

(84) • (£ = 
als auch 

(86) e = 

sein muß. Ln Inneren von Konduktoren ist die Feldstärke stets Null, 
in ihrem Lmeren sind schließlich auch elektrische Ladungen unmöglich. 
Ein Leiter kann also nur dann mit Elektrizität geladen sein, wenn die 
Elektrizität ihren Sitz auf der Oberfläche des Konduktors hat. 
Diese wichtige, experimentell zuerst von Coulomb nachgewiesene 
Tatsache veranlaßt uns, in die theoretischen Betrachtungen neben den 
punktförmigen und den räumlich kontinuierlich verbreiteten auch flächen - 
haft verteilte elektrische Ladungen einzuführen. Den Quotienten 
aus der Ladung eines Flächenelementes und dem Flächenelement selbst 
(welcher Quotient als unabhängig von der Größe des Flächenelementes 
angesehen werden kann) bezeichnet man als die Flächendichte er. 
Wir betrachten nun eine beliebige mit Elektrizität geladene Fläche, 
bezüglich deren wir keine speziellen Voraussetzimgen machen, also vorder- 
hand auch nicht annehmen wollen, daß sie einem Konduktor angehöre. 
Dann ist nach Gl. 18 die elektrische Feldstärke in dem ganzen Felde 
darstellbar als negativer Gradient eines Potentials 

(36) 2p»r^. 

Aus dieser Gleichung erkennt man, daß das Potential auch für einen 
Punkt der geladenen Fläche selbst nicht unendlich groß werden 
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kann (wie dies in einem Qaellpunkte der Fall ist^ in dem eine endlich 
große Elektrizitätsmenge konzentriert ist). Denn es ist auch das Poten- 
tial, das in einem Punkte der Fläche die Ladung seines eigenen Flächen- 
elementes hervorruft, unendlich klein, weil r in diesem Falle unendlich 
klein von der ersten Ordnung, d f hingegen unendlich klein von der zweiten 
Ordnung ist. Die Arbeit, die beim Herumführen einer beliebigen elek- 
trischen Ladung in einer geschlossenen Kurve geleistet wird, ist 
demnach auch dann Null, wenn diese Hbrve die geladene Fläche durch- 
setzt. 

Von großer Wichtigkeit ist nun die Frage, welche Beziehungen 
zwischen den Werten der elektrischen Feldstärke unmittelbar zu 
beiden Seiten der geladenen Fläche bestehen. 
Wir ziehen von einem Elemente der geladenen 
Fläche eine nach außen gerichtete Normale +n 
xmd nennen die Feldstärke unmittelbar an der ge- 
ladenen Fläche auf der Seite, nach der die Normale 
— n weist, (£', auf der anderen Seite d" (Fig. 27), 
Jeden der beiden Vektoren zerlegen wir abermals 
in zwei zueinander senkrechte Komponenten, deren 
eine die Bichtung der Normalen +n habe und 
deren andere somit in die Bichtung der Tangen«- 
tialebene fällt, die man an der betreffenden Stelle 
an die geladene Fläche legt. Die vier derart er- 
haltenen Komponenten bezeichnen wir mit (ß/, d^". 

Wir denken uns nun eine die geladene Fläche 
senkrecht schneidende Ebene konstruiert (die mit 
der Zeichenebene zusammenfalle), imd in ihr eine 
Kurve, wie sie durch Fig. 28 dargestellt ist, ge- 
zogen. Die Kurve durchsetze die Fläche in zwei 
einander sehr nahen Punkten A und B. Sie 
schmiege sich jedoch so enge an'* die geladene 
Fläche an, daß man die Arbeit, die geleistet wird, 
wenn eine kleine elektrische Ladung e' diese Kurve durchläuft, gleich- 
setzen kann 

B A 

(37) JT =. ^' J^/cos /ds - c'Je;' cos /' ds , 




Kg. 28. 



wenn y' und y" die Winkel sind, die die Vektoren (£/ imd ®/' mit der 
Bichtung AB bilden. Da diese Arbeit aber nach dem früher Gesagten 



* Die Vektoren CE^' und d^" brauchen natürlich nicht in der Zeichenebene zu 
liegen. Während die Richtung der Normalkomponente duroh die Lage der Fl&ohe 
bereits gegeben ist, ist dies bei den Tangentialkomponenten nicht der Fall; die 
Vektoren ü/ und (£/' können 'noch beliebige von dem Werte von dB abhängige 
Richtungen, jedoch nur innerhalb der Tangentialebene, haben. 
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stets Null sein muß, ganz unabhängig von der Länge der Entfernung AB 
(wofern nur die länglich gestreckte Form der Kurve beibehalten 
bleibt, die 'man ja beliebig enge an die geladene Fläche anschmiegen 
kann), so muß stets die Beziehung bestehen 

(88) E/ . cos y' = JB/' . cos f. • 

Die Projektionen der Vektoren (£/ und (£/', die beide die Eichtung 
der Tangentialebene haben, auf die ebenfalls in der Tangentialebene 
liegende Strecke ilB müssen also stets gleich groß sein. Diese Beziehung 
muß stets gelten, welche Bichtung auch immer die Strecke AB inner- 
halb der Tangentialebene hat. Dies ist aber nur dann möglich, wenn 
die beiden Vektoren (£/ und (£/' in ihrer Größe und in ihrer Bichtung 
übereinstimmen; es muß also 

(89) (£/=«/' 

sein. Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke 
durchsetzt demnach eine elektrisch geladene Fläche stetig. 

Andererseits denken wir uns über einem Elemente der geladenen 
Fläche nach beiden Seiten einen Zylinder konstruiert, dessen Höhe 
sehr klein sei gegenüber seiner Basis (Fig. 29), 
so daß wir den gesamten Eraftfluß durch die 
Oberfläche des Zylinders gleichsetzen können 

(^E:).df + E,'\df . 
Da dieser gesamte Eraftfluß andererseits nach 
Gl. 19 gleich sein muß 4 Trmal der in dem Zylin- 
der enthaltenen Elektrizitätsmenge, diese aber 
gleich ist a .d /, so ergibt sich die wichtige Be- 
ziehung 

Fig. 29. ^ n n 

Die Normalkomponente der elektrischen 
Feldstärke durchsetzt also eine geladene Fläche nicht stetig; sie 
erfährt vielmehr einen Sprung,* der gleich ist der mit 4^ multipli- 
zierten Flächendichte der Elektrizität.'^ 

Stellt im besonderen die vorhin betrachtete geladene Fläche die 
Oberfläche eines Konduktors dar, so muß, da innerhalb der Fläche 
dann Potentialunterschiede unmöglich sind, 

^ Nennen wir den Gradienten des Potentials in der Richtung der Flächennormalen 
d W/dn, so ist ,also der Gradient nach Gl. 40 gleich — 4jrcr. Da andererseits das 
Integral von e Über die ganze Oberfläche eines Konduktors dessen Gesamtladung Q 
ergeben muß, so ist also 

Durch diese Gleichung und die Bedingung, daß das Potential auf der Oberfläche des 
Konduktors konstant sein muß, wird das Problem der Elektrizitätsverteilung auf 
einer Konduktorfläohe von gegebener Form auf eine rein mathematische Au^be 
zurückgeführt. 
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(41) (g/ = (£/' = 

sein; ebenso verschwindet aber dann auch (£„', da ja im Inneren eines 
Konduktors ein elektrisches Feld unmöglich ist. Für einen Konduktor 
ergibt sich also die Beziehung 

(42) (£" = n.4^<r . 

Die Feldstärke hat an der Oberfläche eines Konduktors die Bichtung 
der Flächennormalen und ist ihrem Betrage nach gleich 4;rmal der 
Dichte, die die Flächenladung an der betreffenden Stelle hat. 

Für die potentielle Energie eines Konduktors folgt aus Gl. 22. 

(43) r^\jaWdf 

oder, da ja für die ganze Oberfläche des Konduktors das Potential V 
denselben Wert haben muß, andererseits aber 

(44) jo.df^q 

die gesamte elektrische Ladung des Konduktors darstellt, 

(45) V^\W.Q. 

Für das Potential gilt dabei nach 61. 86 die Besiehung 

üdf 



*-/- 



wobei die von dem elektrischen Zustande vollkommen unabhängige 
Größe r die Entfernung des Aufpunktes von den einzelnen Flächen- 
elementen df bedeutet. Wenn aber nun bei einer bestimmten Ver- 
teilung der Elektrizität auf der Oberfläche des Konduktors Gleich- 
gewicht besteht, so muß das Gleichgewicht auch dann erhalten bleiben, 
wenn die Dichte der Elektrizität überall in demselben Verhältnisse ver- 
mehrt oder vermindert wird. Da andererseits die gesamte Elektiizitäts- 

menge, mit der der Konduktor geladen erscheint, gleich \(fdj ist, so 

müssen die Größen Q und V einander proportional sein. Das Ver- 
hältnis 

(46) 4 = ^' 

das demnach für jeden Konduktor eine individuelle, von seinem elek- 
trischen Zustande unabhängige Größe darstellt, bezeichnet man als 
seine Kapazität. 

Betrachten wir nun einen in einem elektrostatischen Felde befind- 
lichen, selbst ungeladenen und isolierten Konduktor und konstruieren 
wir parallel zu einem Teile seiner Begrenzungsfläche zwei unendlich 
nahe kongruente Flächen I und II (Fig. 30), so geht durch die in der 

Luft liegende Fläche I ein Kraftfluß von der Größe jEndf hindurch, 

wenn (g der Wert der Feldst^lrke an der Konduktoroberfläche ist. Durch 
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die Fläche //, die bereits im Inneren des Konduktors liegt, geht hin- 
gegen kein Kraftfluß hindurch, weil ja im Inneren eines Konduktors 

die elektrische Feldstärke dm-chwegs Null ist. 
Man kann somit sagen, daß der elektrische 
Kraftfluß an der Außenfläche des Konduk- 
tors ende. Dies kann man natürlich wiederum 
so auffassen, als ob der betrachtete Teil der 
Oberfläche selbst mit Elektrizität von einer 
solchen Menge geladen wäre, daß der von dieser 
Elektrizitätsmenge ausgehende Ki*aftfluß dem 
auf den betreffenden Teil der Konduktorfläche 
auftreffenden Kraftfluß entgegengesetzt gleich 
ist.® Es müßte also nach Gl. 19 die Menge e' 
dieser sogenannten Influenzelektrizität durch 
die Beziehung bestimmt sein 




Fig. 30. 



(47) 



Ane'^^jE^df. 



Von dieser Formel wollen wir schließlich noch eine Anwendung 
auf einen speziellen Fall machen, der für eine spätere Untersuchung 
(§ 45) wichtig ist. Betrachten wir einen kugelförmigen, mit der (wirk- 
lichen) Elektrizitätsmenge e gela- 
denen Konduktor von dem Halb- 
messer o, so geht von ihm gleich- 
mäßig nach allen Bichtungen ein 
Kraftfluß von der gesamten Größe 
47te aus. Wird daher der Kon- 
duktor von einer zweiten kon- 
zentrischen leitenden Kugel- 
fläche von dem Halbmesser h 
umschlossen (Fig. 81), so muß die 
Innenseite dieser zweiten Kugel- 
fläche mit Influenzelektrizität von 
dem gesamten Betrage (— e) ge- 
laden erscheinen. Ist die größere 
Kugelfläche vollkommen isoliert 
imd besitzt sie keine eigene elek- 
trische Ladung, so kann nach § 88 
die algebraische Summe der in ihr enthaltenen Elektrizität nicht von Null 
verschieden sein; es ladet sich also dann die Außenseite der größeren 
Kugelfläche mit gleichnamiger Influenzelektrizität von der Menge (+e). 
Ist hingegen die größere Kugel zur Erde abgeleitet (man bezeichnet 
dann die Anordnung der beiden konzentrischen kugelförmigen Konduk- 




Fig. 31. 



* Denn es muß ja der gesamte von der Oberfläche eines Konduktors her- 
rührende Kraftfluß nach außen gehen. 
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toren als einen Kugelkondensator), so bleibt nur die ungleichnamige 
Influenzelektrizität auf der Innenseite übrig (und zwar auch dann, wenn 
die Leitung zur Erde wieder unterbrochen wird). 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Kapazität eines Kugel- 
kondensators zu berechnen (da deren Wert eben für eine spätere 
Untersuchung in § 46 benötigt wird). Hierzu müssen wir zunächst die 
Kapazität und somit das Potential eines einfachen kugelförmigen 
Konduktors bestiromen, dessen Badius a sei. Das Potential auf der 
Oberfläche eines solchen Konduktors ist nach Gl. 86 



Vr 



■I^. 



wobei wir auf der Oberfläche einen beliebigen Punkt P zu wählen haben, 
und r die Entfernung bedeute, die dieser Punkt P von den einzebaen 




Fig. 32. 

Elementen der Kugelfläche hat. Der geometrische Ort aller Punkte 
auf der Kugeloberfläche, die von dem Punkte P eine Entfernung zwischen 
r und (r + dr) haben, ist nun, wie Fig. 82 zeigt, eine Kugelzone 
von den Kadien a . sin % bzw. a .sm(q) + d q)) und von der Seiten- 
länge a .dq). Der Flächeninhalt dieser Kugelzone ist also 

(48) df = 2aQmq).nadq) . 

Der Wert von (p ergibt sich hierbei (man betrachte das Dreieck POM) 
aus der Beziehung 

Es ist somit 



und folglich ist 



r2 = a* + a* — 2 a . a . cos 9? 
rdr = a^ sin q)dq> , . 



df = 2jtrdr 
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Für das gesamte Potential der Kogelfläche ergibt sich somit der Wert 



*-/ 



rmm2a 

a%nrdr m 
■■ Aana, 



r«0 

Bezeichnet man die gesamte Ladmig des Konduktors mit e, so ist 

Es ist infolgedessen 

(49) ^^i 

und somit nach Gl. 46 

(60) C^a . 

Die Kapazit&t eines kugelförmigen Konduktors ist also gleich seinem 

Halbmesser.^ 

Da ein z^r Erde abgeleiteter Kugelkondensator auf einer Kugel- 
fläche vom Halbmesser a eine Ladung 6 und auf ^iner Kugelfläohe vom 
Halbmesser h eine Ladung (— e) trägt, so ist das Potential eines Kugel- 
kondensators 

(51) v.-L« * «e^:?^. 
^ ' a h ah 

Für die Kapazität .eines Kugelkondensators ergibt sidi somit der Wert 

(52) ^-Ä-" 

§ 40. Das magnetostatitohe FelcL 

Obwohl das CouLOMBsche Gesetz in durchaus analoger Weise 
wie für elektrisch geladene Korper auch für magnetische Pole gilt, 
so lassen sich doch die in dem vorhergegangenen Abschnitte für das 
elektrostatische Feld abgeleiteten Ergebnisse nicht ohne weiteres auf 
magnetostatische Felder übertragen. Denn zwischen den elektro- 
statischen und den magnetostatischen Phänomenen besteht ein wesent- 
licher Unterschied, der durch eine fundamentale Eigenschaft aller Ma- 
gnete bedingt ist. Wenn man nämlich einen Magneten auch noch so sehr 

* Durch eine ganz analoge Betraohtnng erkennt man, dafi auch das Potential, 
das ein kugelförmiger Konduktor in einem beliebigen, aufiedialb der Kugel gelegenen 
Punkte P* erzeugt, gleich ist dem Quotienten aus der gesamten Ladung und der 
Strecke OP', Ein elektrisch geladener kugelförmiger Konduktor wirkt also ^ einen 
außerhalb gelegenen Punkt so, als ob die gesamte Ladung im Mittelpunkte der 
Kugel konzentriert w&re. 

*® Verbindet man einen kugelförmigen Konduktor vom Halbmesser a mit dem 
Konduktor einer Elektrisiermaschine, so fließt so lange Elektxizitftt auf die Kugel 
über, bis sie dasselbe Potential hat wie der Konduktor der Elektrisiermaschine. 
Nennen wir dieses V^, so kann die Kugel mit der Elektrizitätsmenge \P^ . a geladen 
werden. Dagegen kann man der Kugel noch weitere Elektrizität bis zum Gesamt - 
^betrage W^ . a6/(6— a) zuftkhren, wenn man sie mit einer zur Erde abgeleiteten zweiten 
Kugel umgibt. Daraus erklärt es sidi, daß man eine solche Vorrichtung als Kon- 
densator bezeichnet. 
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zerteilt, so besitzt doch, wie die Erfahrung zeigt, auch das kleinste 
Bruchstück noch die Eigenschaften eines vollkommenen Magneten, 
indem es zwei entgegengesetzte,, gleich starke^ Pole aufweist; es ist un- 
möglich, Bruchstücke eines Magneten herzustellen, für die die alge- 
braische Summe des ganzen darin enthaltenen Magnetismus einen 
anderen Wert als Null hätte.^ 

In derselben Weise, in der der Betrachtung des elektrostatischen 
Feldes eine einzelne punktförmige elektrische Ladung zugrunde gelegt 
wurde, muß daher die Betrachtung des magnetostatischen Feldes von 
einem Elementarmagneten ausgehen. Man versteht darunter zwei 
miteinander starr verbundene, gleich große, aber entgegen- 
gesetzte, in je einem Punkte konzentriert gedachte Magnetismus - 
mengen, die jedoch so nahe beieinander liegen, daß der Polabstand 
klein ist gegenüber der Entfernung, die von dem Elementarmagneten 
ein beliebig gewählter Aufpunkt hat. 

Aus dem Coulomb sehen Gesetze folgt dann, daß die mechanische 
Kraft, die an einem im Auf- 
punkte befindlichen Pole von ^' 
der Starke m* angreift, gleich ist 

(1) Ä«--^ + -=^, 

wenn (Fig. 88) mit x^ die Strecke 
bezeichnet wird, die von dem 
negativen, mit r^ diejenige, die 
von dem positiven Pole des Ele- 
mentarmagneten zu dem Auf- 
punkte P gezogen wird. 

Den Quotienten Ä/m' nennt 
man (in Analogie zu der elek- 
trischen Feldstärke CQ die magnetische Feldstärke in dem betrach- 
teten Aufpunkte und bezeichnet sie allgemein mit dem Buchstaben ^. 
Aus Gl. 1 erkennt man, daß sich der Vektor $ ebenso wie der Vektor iE 
als negativer Gradient einer skalaren Funktion der Koordi- 
naten des Aufpunktes darstellen läßt. Man kann also setzen 
(2) {&--grad.«'«, 

wobei V^ als das magnetische Potential bezeichnet wird. In dem 
von einem Elementarmagneten erzeugten Felde ist also 

Nun können wir aber, wenn wir den Gradienten der skalaren Funk- 
tion 1/r bei veränderlichem Quellpunkte gemäß Gl. 6 des § 89 mit 




^ Diese Tatsache steht nioht in Widersprach mit der anderen Erfahrungs- 
tatsache, daß sich ein Magnet so verhält, als ob sein Magnetismus in zwei entgegen- 
gesetzten Polen konzentriert wäre. 
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190 Theorie der ElsUrixität und des Moffnetismus. 

gradg (1 /r) bezeichnen, wegen der Kleinheit der Poldistanz nach Gl. 22 
des § 12 setzen 

(4) J._i_»a.grad,(-f), 

wenn wir mit a die gerichtete Strecke bezeichnen, die wir von dem nega- 
tiven zu dem positiven Pole ziehen; für gradg(l/f) ist hierbei der Wert 
einzusetzen, den der selbst wiederum eine vektorielle Funktion der i£b- 
ordinaten des Quellpunktes darstellende Gradient innerhalb des ver- 
schwindend kleinen Bereiches hat, in dem der Elementarmagnet liegt. 
Das Produkt aus der gerichteten Strecke, die von dem negativen 
zu dem positiven Pole führt, und aus der Folstärke bezeichnet man 
nun als das magnetische Moment eines Magneten. Nennt man seinen 
Wert für den Elementarmagneten SR, so findet man somit aus Gl. 3 
und 4 

(6) , 'P.-aR.grad,(4-). 

Da auch in dem kleinsten Volumelemente eines Körpers die alge- 
braische Summe des darin enthaltenen Magnetismus Null ist, so sind 
freilich kontinuierlich verbreitete Magnetismusmengen in Analogie 
zu den in §89 betrachteten kontinuierlich verbreiteten Elektrizitate- 
mengen nicht möglich. Einen kontinuierlich verbreiteten Ma- 
gneten kann man sich also nur unter dem Bilde eines Körpers vorstellen, 
von dem jeder Yolumteil, der hinreichend klein ist, um als Differential 
des Volumens angesehen werden zu können, noch eme größere Zahl 
von Elementarmagneten enthält. Die geometrische Sunune aus den 
Vektorgrößen, die die magnetischen Momente sämtlicher in dem Volum- 
elemente enthaltenen Elementarmagnete darstellen, bezeichnet man dann 
als das magnetische Moment des Volumelementes und den Quotienten 
hieraus und aus der Größe des Volumelementes als den spezifischen 
Magnetismus an der betreffenden Stelle. Aus der Vorstellung der 
kontinuierlichen Magnetisierung folgt dann (vgl. § 30), daß dieser 
Quotient als unabhängig von der Größe des Volumelementes angesehen 
werden kann. Bezeichnet man den spezifischen Magnetismus, der nach 
dem früher Gesagten eine Vektorgröße darstellt, mit ff, so ist das magne- 
tische Potential, das ein Volumelement des Körpers in einem beliebigen 
Aufpunkte erzeugt, nach Gl. 6 

rf'P.-5.grad,(4-).dr, 

woraus für das von dem ganzen Körper hervorgerufene Potential der 
Wert folgt 

(6) ^^=/^grad,(^)rfr. 
Nun ist aber nach Gl. 10 des § 35 

(7) ^grad,(^)-div,(4-)-^diy|, • 
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\inobei natürlich r überall nur als Funktion der Koordinaten des Quell- 
punktes anzusehen ist. Andererseits ist aber nach dem Satze von 
Gauss 

(8) /div,(^)'^-/^<'/. 

wobei h^ die in die Kichtung der Flächennormalen fallende Komponente 
des Vektors ist, der für die betreffende Stelle der Begrenzungsfläche 
nach Größe und Bichtung den dort vorhandenen spezifischen Magne- 
tismus darstellt. Die Gl. 6 nimmt somit die Gestalt an 

(ö) «p^_J^;rf/-_J^,,. 

Das magnetische Potential, das in einem beliebigen Aufpunkte ein 
magnetisierter Körper hervorruft, ist also nach Gl. 26 und 86 des § 89 
ebenso groß wie das elektrische Potential, das in demselben Punkte ein 
elektrischer Körper hervorrufen würde, der eine Oberflächenladung von 
der Dichte ö-^' und eine räumliche Ladung von der Dichte qJ hätte, 
wobei an jeder Stelle der Oberfläche oder des Inneren 

(10) a.'-A, 
und 

(11) (>«'=-div5 

wäre. Man bezeichnet darum die durch die Gl. 10 und 11 bestimmten 
Größen aj und q^' als die Flächen- und die Baumdichte des freien 
Magnetismus.* 

Einen Körper, innerhalb dessen der Vektor f) überall denselben Wert 
hat, nennt man homogen magnetisiert; für einen solchen Körper 
verschwindet natürlich auch die Divergenz von f), so daß also nach Gl. ll 
im Inneren eines homogen magnetisierten Körpers freier 
Magnetismus nicht möglich ist. 

Wie der einzelnen punktförmigen elektrischen Ladung ein aus zwei 
Polen zusammengesetzter Elementarmagnet, so entspricht der elektrisch 
geladenen Fläche eine magnetische Dop- 
pelfläche. Eine solche müssen wir uns 
derart aus zwei kongruenten, einander un- 
mittelbar benachbarten, jedoch entgegen- 
gesetzt magnetischen Flächen zusammen- 
gesetzt denken, daß die Achse eines Zy- '^ -p^ 3^^ 
lind er s von unendlich kleiner Basis, den 

man senkrecht zu der einen Fläche an einer beliebigen Stelle konstruiert, 
auch auf der anderen Fläche senkrecht steht und daß die beiden durch 
den Zylinder aus der Doppelfläche herausgeschnittenen Flächen - 
elemente nicht nur gleiche Größe df haben, sondern auch Träger 
gleicher, aber entgegengesetzter Magnetismusmengen ±ff.d f sind (Fig.84). 




* Freier Magnetismtis bedeutet also scheinbaren Magnetismus. 
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192 Theorie der EkktriziUU und des Magnetismus. 

Die Flächendistanz an der betrachteten Stelle wollen wir a nennen 
und mit n' einen Einheitsvektor bezeichnen, der auf der Doppelfläche 
senkrecht steht und einen solchen Eichtungssinn habe, daß er von der 
negativen zur positiven Fläche weist. Für das magnetische Moment 
des betrachteten Elementes ergibt sich dann der Wert 

(12) * dm=-n'a(Tdf . 

In einem beliebigen Aufpunkte erzeugt somit das betrachtete Doppel- 
flächenelement nach 61. 6 ein magnetisches Potential von der 
Größe 

(15) ^^.-<^«n'.grad,(-f)rf/-. 
xNun ist (vgl. Gl. 6 des §89) 

(14) tt grad^ ^-j - — « — ^ — =. -,^—, 

wenn wir mit r' den von dem Aufpunkte zu dem Hächenelement ge- 
zogenen Badius Vektor bezeichnen, der t entgegengesetzt gleich ist. 

Konstruiert man nun um den Aufpunkt eine Einheitskugel (ähnlich 
wie dies in § 89 um den elektrischen Quellpunkt geschah), so folgt aus 
Gl. 18 des § 89 (mutatis mutandis), daß dem absoluten Betrage nach 

d/coB«rO , , I 

^Ti =^\dm\ 

nichts anderes ist als das Clement, das aus der Oberfläche der Einheits- 
kugel der Kegel herausschneidet, der den Aufpunkt zur Spitze und das 
Element der magnetischen Fläche zur Basis hat. Bechnet man diesen 
räumlichen Winkel d€o dann positiv, wenn dem Aufpunkte die, positiv 
magnetische Seite des Flächenelementes zugekehrt ist, so wird, da dann 
der Winkel zwischen r' und n' stumpf, cos (n', r') somit negativ ist, 

(16) df^^^^-d,, 

und somit nach Gl. 14 der räumliche Winkel, unter dem, von dem 
Aufpunkte aus betrachtet, die ^gesamte magnetische Fläche erscheint, 

(16) a>-/n'grad,(|)rf/-. 

Hat nun das Produkt ^a, das die Dichte des magnetischen Mo- 
mentes der Doppelfläche genannt werde, für alle Flächenelemente 
denselben Wert, so ergibt sich für das von der ganzen magnetischen 
Doppelfläche erzeugte magnetische Potential nach Gl. 18 der Wert 

(17) Wn, = <Fa(o. 

Man erkennt aus dieser Formel, daß das von der Doppelfläche erzeugte 
magnetische Ifeld von der Gestalt der Fläche selbst unabhängig ist; 
es ist völlig bestimmt durch die Dichte des magnetischen Mo- 
mentes der Fläche und durch ihre Begrenzungskurve. 
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§ 41. Der elektrisohe Strom. (Die Oesetie von Ohm und Jottli.) 

Wenn zwei Konduktoren von verschiedenem Potential miteinander 
leitend verbunden werden, so daß sie in ihrer Verbindung dann nur 
noch einen einzigen Konduktor darstellen, so muß eine Störung des 
Gleichgewichtes eintreten und so lange andauern, bis nach Wieder- 
eintritt eines stabilen Zustandes das Potential in beiden Konduktoren 
und in dem verbindenden Leiter denselben Wert hat. Man kann 
sich den Übergang aus dem ersten stabilen in den zweiten stabilen Zu- 
stand nur durch die Annahme erklären, daß infolge der Herstellung der 
Leitung eine Bewegung von Elektrizität eingetreten ist. Dabei 
ist es vorderhand gleichgültig, ob die Bewegung der Elektrizität eine 
reelle, substantielle Bewegung oder aber nur die Bewegung eines Zu- 
standes ist, so wie wir etwa sagen, daß sich ein Schatten bewege. 

Von einem Vorgange, bei dem Elektrizität in Bewegung begriffen 
ist, sagen wir, daß er mit einem elektrischen Strome verbunden 
sei. Während der Strömung der Elektrizität passiere hierbei in einem 
Zeitelement A t den Querschnitt eines Leiters eine Elektrizitätsmenge Ae; 
den Grenzwert, dem sich der Quotient AeJAt nähert, wenn das Zeit- 
element immer kleiner wird, also den Differentialquotienten 

(') " 4f.r-' 

nennt man die Stromstärke im Leiter; ihr Wert ändert sich im all- 
gemeinen naturlich ebenso mit der Zeit wie der Wert der Geschwindig- 
keit eines bewegten Massenpunktes. Die Einheit der Stromstärke 
im sogenannten elektrostatischen Maße hat nach Gl. 1 ein gleich- 
förmiger Strom, bei dem eineti Querschnitt des Leiters in der Zeiteinheit 
eine elektrostatische Einheit passiert. 

Lmerhalb eines von Elektrizität durchströmten Körpers betrachten 
wir nun ein beliebiges Flächenelement df; die Normale von df bilde 
mit der Stromrichtung einen Winkel y, und in dem Zeitelemente dt 
fließe durch das Flächenelement eine Elektrizitätsmenge von der Größe 
dJ' . dt Wir bezeichnen dann einen Vektor l, der die Eiditung der 
Strömung habe und dessen Betrag gleich sei 

^^^ * ^ df.eoar ' 

als die elektrische Stromdichte für die betreffende Stelle und den 
betreffenden Augenblick. Die gesamte Stärke des durch eine beliebige 
Fläche hindurchgehenden elektrischen Stromes ist also gleich dem über 
diese Fläche erstreckten Litegrale der Normalkomponente der Strom- 
dichte, so daß man setzen kann 

(S) J^jK.df, 

Einen Leiter, dessen konstanter Querschnitt so klein ist, daß man 
ein von zwei unmittelbar benachbarten Querschnitten begrenztes Stück 

HAAfl, BinlOhrang in die theor. Physik. 18 
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' " I ■ I ■■■-.111 ^■■■■11 1— ■■ 1^. 

des Leiters dB als ein Yolumelement dr des Leiters ansehen kann, be- 
zeichnet man als einen linearen Leiter; einen ihn durchfließenden 
Strom nennen wir einen linearen Strom; für einen solchen gilt also 
(da ja die Vektoren i und ds dieselbe Bichtung haben) die Beziehung 
(4) J.ds = l.dT. 

Hat die Stromstärke in allen Querschnitten des Leiters in demselben 
Augenblicke denselben Wert, so"" wollen wir den Strom homogen 
nennen; ändert sich schließlich die Stromstarke auch nicht mit der 
Zeit, so nennen wir einen solchen Strom stationär. Die stationären 
Ströme wurden bekanntlich, nachdem den Phjrsikem die Entladungs- 
ströme bereits bekannt waren, im Anschluß an zufällige Entdeckungen 
Galvakis von Yolta, und zwar in den letzten Jahren des 18. Jahr- 
hunderts, entdeckt. 

Den unterschied zwischen den Werten, die das elektrostatische 
Potential an zwei Stellen A und B eines linearen Leiters hat, bezeichnet 
man als die zwischen diesen Stellen wirkende elektromotorische 
Kraft; sie ist nach der Definition des Potentials (da die Feldstärke 
der negative Gradient des Potentials ist) gleich 

B 

(6) VA-'PB'f(Si.ds. 

A 

Ohm hat nun im Jahre 1827 gefunden, daß die Stromstärke in 
einem Leiterstück proportional der elektromotorischen Kraft 
ist, die zwischen den Enden des Leiterstückes wirkte Der Quotient aus 
der elektromotorischen Kraft und der Stromstärke ist also nach diesem 
OHMschen Gesetze von der elektromotorischen Kraft unabhängig; 
man bezeichnet ihn als den Widerstand des Leiters. Die Erfahrung 
zeigt, daß dieser Widerstand, der B genannt werde, wiederum der Länge 
des Leiterstückes direkt und seinem Querschnitt umgekehrt proportional 
ist; man kann also setzen 

(6) Ä = |i., 

wobei die von der Stromstärke und der elektromotorischen Kraft sowie 
von der Länge und dem Quersdmitte des Leiters unabhängige Kon- 
stante X das spezifische Leitvermögen des Materials genannt wird, 
aus dem der Leiter besteht.^ 

Betrachten wir nun ein Stück eines linearen Leiters von der Länge I, 
für das das Potentialgefälle, also die Feldstärke (£, konstant ist, so 
können wir nach Gl. 6 die elektromotorische Kraft, die auf dieses Leiter- 
stück wirkt, gleichsetzen E, . l, wenn Eg die in die Bichtung der Strö- 
mung fallende Komponente von (£ ist. Ist der Strom linear, so ist die 



^ Der Wert von l h&ngt für ein und dasselbe Material im allgemeinen von der 
Temx>erati]r ab. Bei Selen ändert sich der Wert bekanntlich mit der Beliditung; bei 
Wismut ändert er sich sehr, wenn der Leiter in ein Magnetfeld gebracht wird. 
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Siromst&rke gleich i.q, und es ergibt sich somit für einen linearen, 
stationären, homogenen Strom das OfiMsche Gesetz in der Ibrm 

E,l = iqR 
oder nach Gl. 6 
(7) i^X.E. . 

Da bei der Bewegung einer Elektrizitätsmenge e von einer Stelle 
mit dem Potential V^ zu einer anderen Stelle mit dem Potentiale ^2 ^^^^ 
der Definition des Potentials eine Arbeit von der Größe e . (Vj — Vj) 
geleistet wird, so muß bei einem stationfiien homogenen Strome, bei 
dem in der Zeiteinheit zwischen zwei Punkten eines Leiters A und B 
eine Elektrizitätsmenge von J Einheiten von dem Potential Va auf das 
niedrigere Potential Vb gebracht wird, in der Zeiteinheit eine Arbeit 
geleistet werden, die gleich ist dem Produkte aus J und aus der elektro- 
motorischen Kraft, die zwischen den Punkten A und B wirkt. Da diese 
elektromotorische Kraft aber wiederum gleich ist dem Produkte aus der 
Stromstärke und dem Widerstände des Leiterstückes zwischen A und B, 
so ist die in dem Leiterstücke zwischen A und B in der Zeiteinheit ge- 
leistete Arbeit gleich . 
\6) TF = J« . B . 

Diese Arbeit verwandelt sich, wie Joulb entdeckte, in Wärme, deren 
Betrag also nach dem sogenannten JouLBSchen Gesetze dem Pro- 
dukte aus dem kalorischen Arbeitsäquivalent, dem Quadrate der Strom- 
stärke und dem Widerstände gleich ist. 

' Ist der Strom homogen, so kann man wiederum die Stromstärke 
dem Produkte aus der Stromdiohte und dem Querschnitte gleich setzen 
und erhält dann, wenn man für B den Wert aus Gl. 6 einsetzt, die 
Formel 

(9) '^-f«''- 

Nun ist aber q l nichts anderes als das Volumen des betrachteten Leiter- 
stückes. Nennt man den reziproken Wert des spezifischen Leitvermögens 
den spezifischen Widerstand x, so findet man für die Arbeit, die 
der während einer Zeiteinheit in der Volumeinheit entwickelten Wärme 
äquivalent ist, den Wert 

(10) w^i^x . 

§ 42. Bas Oeseti von Bior und Sayaxt und die erste Hauptgleiehiing 
des elektroniagnetif chen Feldes. 

Im Jahre 1820 hat Obbstbd die für die weitere Entwicklung der 
Physik ungemein bedeutungsvolle Tatsache entdeckt, daß ein elek- 
trischer Strom eine in seiner Nähe befindliche Magnetnadel ab- 
lenkt. Obbstbd stellte auch bereits fest, daß ein von Süden nach 
Norden fließender Strom den Nordpol einer Magnetnadel nach Westen 
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ablenkt, wenn der Strom über der Nadel fließt, dafi hingegen die Ab- 
lenkung des Nordpoles nach Osten erfolgt, wenn der Strom unter 
der Nadel geleitet wird. 

Noch in demselben Jahre 1820 ist es dann Biot mid Savart 
gelungen, für die von Oebstbd entdeckte Erscheinung ein quanti- 
tatives Gesetz sm ermitteln. Sie wiesen nämlich durch eine Beihe 
verschiedenartiger Experimente nach, daß sich die Wirkung eines 
geschlossenen linearen und stationären Stromes auf einen Magnetpol 
in Übereinstimmung mit der Beobachtung ergibt, wenn man annimmt, 
daß jedes einzelne Element des vom Strome durchflossenen Leiters 
in einem beliebigen Aufpunkte der Umgebung eine magnetische Feld- 
stärke von der Größe hervorruft 



(1) 






wenn J die Stromstärke, d s das Leiterelement, r der von dem Leiter- 
element zu dem Aufpunkte gezogene Badiusvektor und / ein noch un- 
bekannter Froportionalitätsfaktor ist. 

Weiterhin stellten Biot und Savart fest, daß die magnetische 
Kraft auf der Ebene, die durch die Strecken ds und r bestimmt ist, 
senkrecht steht. Der Eichtungssinn dermagneti- 
scheb Kraft ergibt sich aber wiederum auf Grund 
der bekannten Schwimmerregel, dieAMP&RB bald 
nach Obrstbds Entdeckung aufstellte. Ihr zufolge 
hat $ dieselbe Richtung wie der ausgestreckte linke 
Arm einer mit dem Strome schwimmenden Person, 
deren Gesicht dem Pole zugewendet ist. In Fig. 85 
ist denmach der auf der Figurenebene senkrechte 
Vektor $ nach aufwärts gerichtet. Man erkennt 
^ somit, daß, von seiner Spitze aus gesehen, diejenige 
Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die 
den Vektor d s in die Richtung des Vektors r über- 
führt (und nicht etwa umgekehrt, den Vektor r in 
die Richtung des Vektors ds). 

Man kann also, da d ^ . r .sin (d s, r) nichts 
anderes ist als der Betrag des Vektorproduktes [d s . t] 
zufolge der Definition des äußeren Produktes (§ 11) die magnetische 
Feldstärke gleichsetzen 

(2) rf^-i^y^ija, 

oder zufolge Gl. 6 des § 89 

(3) rfÖ=-7«^[d5.grad,(-i)]. 

Was nun den Proportionalitätsfaktor / betrifft, so erkennt 
man durch eine einfache Dimensionsbetrachtung, daß er bei der bisher 




Fig. 85. 
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besprochenen Art der Messung von ^ und J die Dimension einer 
Geschwindigkeit besitzen muß. 0enn ^ hat ja die ]>imension 
g*/« cm-*^« sec-^, J die Dimension g*^« cm*/« sec-*.) Man kann jedoch den 
Proportionalitätsfaktor / auch ganz aus der Gl. 8 beseitigen, wenn man, 
abweichend von der elektrostatischen Art der Stromstärkemessung, 
eine besondere elektromagnetische Einheit der Stromstärke 
einfährt. Nach Gl. 1 übt nämlich ein homogener kreisförmiger Strom 
vom EEalbmesser a auf einen im Kreismittelpunkte befindlichen Magnet- 
pol von der Stärke m eine Kraft aus, die gleich ist 

, A\ zr 1 IT 2Gn 2nJffi 
(4) K^j-Jm^ ^.- 

(denn für den betrachteten Eall ist der in der GL 1 auftretende Sinus 
immer gleich Eins). Definiert man somit als elektromagnetische Ein- 
heit der Stromstärke die Stärke des Stromes, der bei dem Durchfließen 
eines kreisförmigen Leiters vom Badius der Längeneinheit auf eine im 
Mittelpunkte befindliche Magnetismusmenge Eins die Kraft von 2 n Dynen 
ausübt, so wird in der Tat in den Gl. 1 — i der Proportionalitätsfaktor 
gleich Eins.^ Im elektrostatischen Maße hat hingegen ein Strom, der 
bei dem Durchfließen eines kreisförmigen Leiters von dem Badius Eins 
die Kraft 2 n auf eine im Zentrum befindliche Magnetismusmenge Eins 
ausübt, die Stärke /. 

Diese Beziehung muß ganz allgemein gelten; ist die Stärke eines 
Stromes gleich n elektromagnetischen Einheiten, so ist sie gleich nf 
elektrostatischen Einheiten und umgekehrt. Ln Jahre 1856 ist es nun 
in der Tat Wilhblm Wbbbr und Kohlrausoh gelungen, den 
Zahlenwert von / experimentell zu ermitteln. Sie maßen nämlich 
zunächst (wegen der Einzelheiten sei auf die Darstellungen in der Ex- 
perimentalphysik verwiesen) mittels eines Elektrometers die Ladung 
einer Leidener Flasche in elektrostatischem Maße und bestimmten dann 
mittels eines ballistischen Galvanometers in elektromagnetischem Maße 
das Zeitintegral der Stromstärke des Entladungsstromes, das jedenfalls 
der gesamten vorhin in der Leidener Flasche enthaltenen Elektrizitäts- 
menge gleich sein muß. Durch Vergleichung der so erhaltenen Zahlen 
fanden Wbbbr und Kohlrausoh für / den Wert 8,1 .10^^ cmsec-^ 
also eine Zahl, die ganz auffallend mit dem Werte der Lichtgeschwinclig - 
keit (8,0. 10^® cmsec"^) übereinstimmte. Spätere Messungen ergaben 
eine noch genauere Übereinstimmung. 

Man kann somit in Gl. 3 den Proportionalitätsfaktor der Licht- 
geschwindigkeit c gleichsetzen und demnach dem Biot - Savart sehen 



^ Die elektromagnetiflohe Stromstärkeemheit hat demnach die Dimension 
g* 'cm'^*sec'~\ Die teohnisohe Einheit wiid bekanntlich Vi»°^ ^ klein angenommen 
und als Ampdre bezeichnet. Wegen der übrigen elektrotechnischen Einheiten 
(Volt, Ohm, Coulomb, Farad usw.) sei auf die Lehrbücher der EzperimentalphyBik 
▼erwiesen. 
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Gesetze in der durch die Beobachtung allein überprüfbaren Integral- 
form* die Gestalt geben 

(6) ^._lj/[ds.gtad.(-^)]. 

In den folgenden theoretischen Betrachtungen sollen alle physikalischen 
Größen grundsätzlich nur in elektrostatischem oder magnetostati- 
schem Mafie angegeben und das elektromagnetische Maßsystem somit 
völlig vermieden iverden. 

Übertragen wir die Gl. 6 aus der vektoriellen in die analytische 
Schreibweise» so finden wir, wenn wir die Koordinaten des Aufpunktes 
^^ ^af Vay ^»7 ^^ <i|BS Qucllpunktes, in diesem Falle also des Strom - 
elementes, mit Xg, y^, z^, demnach die Komponenten von ds mit dar^, 
dy^, dzg bezeichnen, 

Diese Gleichung läßt aber nun eine wichtige Vereinfachung zu> da 
sich die partielle Differentiation und die Integration auf verschiedene 
Veränderliche beziehen. Für die Differentiation stellen nämlich die 
Koordinaten des Aufpunktes fl^i, y^, z^ die Variablen dar, für die Inte- 
gration hingegen die Koordinaten des Stromelementes Xq, y^, Zg. Man 
kann somit die Beihenfolge der darauf bezüglichen Operationssymbole 
vertauschen. Da schließlich auch die Stromstärke unabhängig ist 
von der Lage des Aufpunktes, J somit für die partielle Differentiation 
nach ya und z^^ als konstanter Faktor anzusehen ist, so kann man Gl. 6 
auch in der Form schreiben 

Führt man somit einen Vektor ein 

den man nach Maxwbll das Vektorpotential des elektrischen 
Stromes nennt, so wird einfach 

(9) ö=rot.^. 

Aus der Tatsache, daß sich die magnetische Feldstärke als Botation 
eines anderen Vektors« darstellen läßt, folgt nach Gl. 6 des § 85, daß 

(10) div $ = 

und somit das von einem elektrischen Strome erzeugte Magnetfeld 
quellenfrei ist. 

Unter Benutzung des Begriffes der Stromdichte kann man nach 
Gl. 4 des § 41 dem Vektorpotential auch die Form geben 



* Es sind beliebige IVurmen von Differentialgeeetzeii denkbar, die doch zq dem- 
selben, von der ErfahroQg bestätigten Integralgeeetse fühlen. 
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Daraus folgt auf Grund der 61. 28 des § 89 sogleich die wichtige Be- 
ziehung 
(12) j<p._J^{. 

Nachdem nun schon früher gezeigt worden ist, daß das Quellenfeld des 
Vektors ^ verschwindet, wollen wir nunmehr dessen Wirbelfeld be- 
rechnen, also die Botation von $ bilden. Nach Gl. 7 des § 86 ist 

(18) rot. ö = rot„ rot« ^ = grad« div« ^ - ^^ ^ . 

Für J ^ ist dabei der Wert aus Gl. 12 einzusetzen; um den Wert von 
div« ^ zu finden (wobei wir also als Veränderliche die Koordinaten des 
Aufpunktes anzusehen haben), berechnen wir unter der Voraussetzung, 
daß der Strom homogen sei. 



y a«. dx^lc J r t 



Hierbei kann man aber, da J von der Lage des Aufpunktes und somit 
von Xa unabhängig ist und da sich die partielle Differentiation und die 
Integration auf verschiedene Variable beziehen, so wie irüher die 
Reihenfolge der entsprechenden Operationssymbole vertauschen 
und somit schreiben 

dxa c J « a«. \r ) 
oder, da (zufolge^ Gl. 6 des § 89) 

Der Ausdruck in der geschlungenen Klammer dieser Gleichung stellt 
aber nichts anderes dar als das vollständige Differential von 1/r 
bei festgehaltenem Aufpunkte. Für einen geschlossenen Strom, 
aber auch nur für einen solchen (nicht auch für einen sogenannten 
offenen), muß somit das Integral der Gl. 14 verschwinden. Folglich muß 

(16) div.?P = 

und somit nach 61. 18 und 12 

(16) rot$-^i 

sein. (Daß für die Bildung von rot § der Aufpunkt als veränderlich 
anzusehen ist, ist selbstverständlich.) 

Denken wir uns nun eine beliebige geschlossene Kurve ge- 
zogen, die (Fig. 86) den ebenfaUs geschlossenen Stromleiter einmal 
umschlingt, und zwar in einem Sinne, der von der Spitze eines Vektors 
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von der Bichtung von i aus gesehen, dem Uhrzeiger entgegengesetzt 
erscheint, so ist nach dem Satze von Stokbs das über diese Kurve 

ers^treckte Linienintegral der magneti- 
schen Feldstärke* 

(17) /öd5-/rot,$.rf/-, 

wenn df das Element einer ganz belie- 
bigen Fläche ist, die von der geschlossenen 
Kurve (über die das Linienintegral er- 
streckt wird) begrenzt wird, und die 
Flächennormale n einen solchen Bichtungs- 
sinn hat, daß sie mit i einen spitzen Winkel 
bildet. 




Flg. 86. 



Es wird somit nach Gl. 16 

(18) /^'^»-T^A''/ 
oder nach 61. 8 des § 41 

(19) f^di~^J, 

also gleich der mit 47t multiplizierten elektromagnetisch gemessenen 
Stromstärke.* Diese wichtige, für geschlossene Ströme erfüllte Be- 
ziehung, die man sowohl durch 61. 16 als auch durch GL 19 ausdrücken 
kann, bezeichnet man als die erste Hauptgleichung des elektro- 
magnetischen Feldes. 

§ 43. Sie ponderomotoriiohe Wirkung zwiiohen elektrischen Strömen. 

Für einen geschlossenen linearen Strom läßt sich das Vektor- 
potential, das nach Gl. 8 des §42 gleich ist 

(1) - •* <■'• 



9-ip 



in ein Flächenintegral über eine von dem linearen Strome um- 
schlossene Fläche verwandeln. Wir benutzen dazu den Kunstgriff, 
daß wir beide Seiten der Gl. 1 skalar mit einem ganz beliebigen, 
jedoch konstanten, nach Größe und Bichtung also vom Orte völlig 
unabhängigen Vektor multiplizieren, der a genannt werde. Wir finden 
dann 

iPa-4^/f.d«. 

^ Dieses Linienintegral ist also numerisch gleich der Arbeit, die bei dem 
Herumführen eines Magnetpoles von der Stärke der Einheit in der gesohloasenen 
Kurve verrichtet wird. 

* Umschlingt die geschlossene Kurve den Stromleiter in entgegengesetztem 

Sinne, so wird das Linienintegral der magnetiiohen Feldstärke natdriich J. 
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Nunmehr können wir aber das Linienintegral der Vektorgröße a/r nach 
dem Satze von Stokbs in ein Flächenintegral umformen. Es ergibt 
sich derart die Beziehung 

(2) ?ßö = 4-/nrot,(-f)rf/-. 

wobei der normale Einheitsvektor n nach dem/STOKBSSchen Satze einen 
solchen Eichtungssinn haben muß, daß, von seiner Spitze aus gesehen, 
der geschlossene Strom dem Uhrzeiger entgegengesetzt zu kreisen scheint. 
Da für die Integration nur die Koordinaten des Quellpunktes als Ver- 
änderliche anzusehen sind, so mußte natürlich auch dem Operations- 
symbole rot in 61. 2 noch der Index q hinzugefügt werden. 
Um nun rot,, {alr) zu berechnen, bilden wir 

Hierfür kann man aber, da ja der Vektor a und somit auch seine Kom- 
ponenten nach der Voraussetzung vom Orte unabhängig sind, setzen 

rot., (f ) - «. grad„ (1) - a,grad., (^) • 
Es ist somit 

(3) rot,(-l)-[grad,(|).«]. 

Da mm (nach Gl. 18 des § 11) ganz allgemein für drei beliebige Vektoren 
%, JB, C die Beziehung gilt 

9i[JB6;]=95[6;9I]=Q:[?I95] , 
so kann man nach 61. 8 setzen 

[^) ttrot,(^)-o[ngrad,(l)]. 

Setzt man diesen Wert in die 61. 2 ein, indem man zugleich den vom 
Orte unabhängigen, konstanten Vektor a vor das Integralzeichen setzt, 
so findet man 

5..ii/[„g^,(i.)],^. 

Da diese 61eichung erfüllt sein muß, welche Kichtung auch immer man 
dem beliebig gelassenen Vektor a gibt, so muß sein 

und somit 

(«) Ö=:JrotJ[ngrad,(l)]rf/-. 

Da sich die Operationen rot unä I auf verschiedene Variable beziehen, 
jene nämlich auf die Veränderlichen x«, y«, z^, diese aber auf die Ver- 
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änderlichen x^, y^, Zg, so kann man (wie in Gl.6 des §42) die Beihen* 
folge der beiden Symbole vertauschen mid setzen 

(7) ö ifrot,h.df, 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist (vgl. 61. 6 des § 89). 

(8) b=-[ngrad,(l)]-[„grad.(l)]. 
Die Komponenten des Vektors h sind also 

w , '.-».K:(T)-.it(T). 

'■-"•4:(t)-".-5^(t)- 

Nun ist 

. , db. Bbj^ 

rot— O =■ "5 3""^ 9 

««*^ öy. d*m ' 

und somit, da itt konstant und von o;«, y«, z^ unabhängig ist 

Da aber zufolge der Gleichung von Laplaob 

ist (vgl. Gl. 12b des § 89), so kann man in Gl. 10 setzen 

Formt man mittels dieser Beziehung die Gl. 10 um, so findet man, 
da ja n und die Komponenten von n völlig unabhängig von j«, t/a, ^ 
sind und demnach bei der partiellen Differentiation nach x^. yar ^« ^Is 
konstant angesehen werden können, 

1 -'..*-^{..^(4)+..^(^)+-.^(i)i 

Setzt man diesen Wert in die Gl. 7 ein, so findet man für die x-Kom- 
ponente der magnetischen Feldstarke 

oder, da wiederum die Eeihenfolge der Symbole für Integration und 
partielle Differentiation vertauscht werden können, weil sich diese Ope- 
rationen auf verschiedene Veränderliche beziehen, 
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Man erkennt demnach, daß die von einem gesohlossenen linearen Strome 
erzeugte magnetische Feldstärke ein magnetisches Potential vt>n 
der Größe besitzt 

(16) y'=4jn.grad,(l)rf/-. 

Ein Vergleich dieser Formel mit der Gl. 18 des § 40 führt nmi 
ZQ dem wichtigen Ergebnis, daß hinsichtlich der magnetischen Wirkung 
ein geschlossener linearer elektrischer Strom äquivalent ist 
einer magnetischen Doppelfläche, die von dem Stromleiter be- 
grenzt wird und deren Dichte des magnetischen li^omentes {er a) gleich 
ist der elektromagnetisch gemessenen Stromstärke (J/c), Da der Ein- 
heitsvektor n der Gl. 16 dem Vektor n' der Gl. 18 des § 40 entspricht, 
so muß somit ein normaler Einheitsvektor, der von der negativen zur 
positiven Seite der äquivalenten magnetischen Doppelfläche führt, einen 
solchen Bichtungssinn haben, daß, von seiner Spitze aus gesehen, der 
geschlossene Strom dem Uhrzeiger entgegengesetzt zu kreisen scheint. 

Das magnetische Potential, das ein geschlossener Strom in einem 
beliebigen Auf punkte hervorruft, ist demnach zufolge Gl. 17 des § 40 

(16) '^-T'»' 

wenn co der räumliche Winkel ist, unter dem, von dem Aufpunkte 
aus betrachtet, die Stromfläche erscheint Befindet sich in dem Auf- 
punkte ein Magnetpol von der Stärke m, so hat demnach die mecha- 
nische Kraft, mit der der Strom und der Magnetpol einander wechsel- 
seitig anziehen oder abstoßen, ein Potential von der Größe 

(17) ^ F= "^ wm. 

c ^ 

Nun ist aber bereits in § 89 (Gl. 14) gezeigt worden, daß der elek- 
trische Kraftfluß durch eine beliebige Fläche gleich ist dem Produkte 
aus der das Feld erzeugenden Mektrizitätsmenge und aus dem räum- 
lichen Winkel, unter dem, von ihr aus betrachtet, die Fläche erscheint. 
In durchaus analoger Weise ist das Produkt com gleich dem Flusse 
der von dem Pole erzeugten magnetischen Feldstärke $' durch 
dib Stromfläche. Es ist somit - 

(18) V = ^JH',df. 

Aus dem Prinzipe der Äquivalenz von geschlossenem Strome 
und magnetischer Doppelfläche ergibt sich nun die wichtige Folgerung, 
daß ebenso wie zwischen einem Strome und einem Magnetpole auch 
zwischen zwei geschlossenen Strömen anziehende oder abstoßende meoha- 
nisebe Kräfte bestehen, daß also die beiden Ströme aufeinander ßo- 
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genannte pond eromotorische elektrodynamische Wirkungen 
ausüben müssen. Diese Wirkungen sind in der Tat kurz nach Obbbthds 
Entdeckung durch AmpAbb experimentell nachgewiesen und auch 
theoretisch untersucht worden. 

Es ist klar, daß auch für das Potential der mechanischen Kraft 
zwischen zwei Strömen die Gl. 18 gelten muß, wofern unter dem Vektor $' 
jetzt die Stärke des von dem anderen Strome erzeugten Magnetfeldes 
verstanden wird. Andererseits ist aber ja dann (nach Gl. 9 des § 42) 
§' gleich der Kotation des Vektorpotentiales ^' des zweiten Stromes 
und somit 

(19) fH'„df~Jrot,^'.ctf. 

Nach dem Satze von Stokbs ist aber wiederum dieser Ausdruck 
gleich dem über den ersten Stromkreis erstreckten Linienintegral 
des Vektorpotentiales Sß\ Es ist demnach 

(20: jH\df^^^\d%. 

Bezeichnet man die Stärke des zweiten Stromes mit J', ein beliebige 
seiner Leiterelemente mit d s' und dessen Abstand von einem beliebigen 
Leiterelemente ä^ des ersten Stromes mit r, und setzt man sodann in 
Gl. 20 für gj' den Wert ein, der sich nach Gl. 8 des § 42 ergibt, so 
findet man 

(21) v^^f^-^''. 

Hierfür kann m^n auch, wenn man den Winkel, den die beiden Leit^r- 
elemente miteinander bilden, c nennt, schreiben^ 

JJ' rds.ds^eoBB 



(221 r = ^p 



Bezeichnet man schließlich mit d Sj und d $2 zwei beliebige Elemente 
eines und desselben geschlossenen Stromes, so stellt der Ausdruck 

(23) F*= l ^-f^^ 

das Potential des Stromes auf sich selbst dar. (Der Faktor J 
muß deshalb noch hinzugefügt werden, weil ja jedes Stromelement 
doppelt vorkommt, einmal als ds^ und einmal als ds^') 

Abschließend sei noch kurz darauf hingewiesen, daß das Prinzip 
der Gleichwertigkeit von geschlossenem Strome und magnetischer Doppel- 
fläche es selbstverständlich gestattet, sämtliche magnetischen Erschei- 
nungen als Wirkungen verborgener elektrischer Ströme aufzufassen. 



* Die Größe V/J nennt man in Analogie sku dem elektrostatischen und dem 
magnetostatisohen Potential das elektiodynamisohe Potential des «weiten 
Stromes auf den ersten und ebenso den Quotienten VfJ' das elektiodynamisohe 
Potential des eisten Stromes auf den zweiten. 
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Diese Vorstellung ist zuerst von Ampübb zu einer Theorie aus- 
gestaltet worden, die den Magnetismus völlig aus der Beihe der physi- 
kalischen Grundphänomene eliminiert und an die Stelle der Elementar- 
magnete molekulare Elementarströme setzt.^ 

§ 44. Sie Induktionutröme und die sweite Hauptgleiohung des elektro- 
magnetischen Feldes. 

Obbstbds Entdeckung, daß ein elektrischer Strom ein magnetisches 
Feld zu erzeugen vermag, brachte wie viele andere Forscher auch Faba- 
DAY auf den Gedanken, daß umgekehrt vielleicht auch ein Magnetfeld 
einen elektrischen Strom hervorbringen könne. Andererseits war es 
^ja schon lange bekannt, daß eine elektrische Ladung in einem benach- 
barten ungeladenen Konduktor einen elektrischen Zustand hervorrufen 
kann. Diese Tatsache der elektrostatischen Induktion legte wiederum 
den Gedanken nahe, daß vielleicht auch ein elektrischer Strom in einem 
benachbarten Leitungsdrahte einen zweiten Strom verursachen könnte. 

Alle Versuche Faradays, derartige Wirkungen aufzufinden, schei- 
terten indessen zunächst. Viele Jahre mühte sich Fabaday vergeblich 
ab, bis ihm endlich im Jahre 1881 durch Zufall eine Entdeckung von 
ungeheurer Tragweite glückte. Er fand nämlich, daß in einem ge- 
schlossenen Leiter ein kurz andauernder, schwacher Strom entstand, 
wenn in der Nähe ein anderer Strom geöffnet oder geschlossen wurde. 
Fabaday verfolgte diese Erscheinung weiter und überzeugte sich durch 
seine Experimente bald davon, daß in einem geschlossenen Leiter ein 
kurz andauernder Strom in jedem der folgenden vier Fälle entsteht: 

1. Wenn ein anderer elektrischer Strom geöffnet oder geschlossen 
oder aber auch geschwächt oder verstärkt wird; 

2. wenn ein anderer elektrischer Strom entfernt oder genähert 
wird; 

8. wenn ein benachbarter Magnet geschwächt oder verstärkt wird; 

4. wenn ein benachbarter Magnet entfernt oder genähert wird. 

Fabaday bezeichnete diese ganze Gruppe von Erscheinungen als 
Induktion; die entstandenen Ströme nannte er Induktionsströme 
und unterschied im besonderen die ersten zwei Fälle als Voltainduk- 
tion von den beiden anderen Fällen, die er als Magnetinduktion 
bezeichnete. Als das Wesentliche aller dieser Erscheinungen erkannte 
aber bereits Fabaday, daß die Induktionsströme nur solange an- 
dauern, als der induzierende Strom oder Magnet seine Stärke oder 
seine Lage gegenüber dem Induktionsleiter verändert.^ 

Bald nach Fabadays Entdeckung stellte im Jahre 1884 Lbnz 
das wichtige, nach ihm als LsNZsche Begel benannte Qesetz auf; 



* Vgl. § 74. 

^ Hierin liegt eben auch der Grand dafüi, daß Faradays Versuche durch so 
viele Jahre erfolglos geblieben waren. 
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dieeem znfolge hat der induzierte Strom stets eine solche Bichtnng, 
daß er durch seine elektromagnetische oder ponderomo torische Büok- 
wirkung die induzierende Bewegung des Magneten oder Stronüeiters 
zu hemmen sucht. Die Verstärkung des Magneten oder des Strom* 
leiters entspricht dabei einer Annäherung, die Schwächung einer Ent- 
fernung. 

Das exakte quantitative Gesetz, wie es zuerst Fbanz Neu- 
MANN im Jahre 1845 aufstellte, ergibt sich nun leicht auf Grund des 
Prinzipes von der Erhaltung der Energie. Nach der Begel 
von Lbnz muß ja bei dem induzierenden Vorgang stets eine von dem 
erzeugten Induktionsstrom ausgehende hemmende Wirkung über- 
wunden und somit stets Arbeit aufgewendet werden. Andererseits 
ist mit dem Fließen des Induktionsstromes immer das Entstehen von 
JoüLBscher Wärme verbunden, die natürlich nur von der aufgewandten 
Arbeit herrühren kann. Nach dem Satze von der Erhaltung der Energie 
ist es klar, daß die aufgewandte Arbeit und das mechanische Äqui- 
valent der in derselben Zeit gebildeten Wärmemenge untereinander 
gleich sein müssen. 

Nun ist das Potential der mechanischen Kraft, die auf den indu- 
zierten Strom in dem (von dem Magneten oder dem primären Strome 
erzeugten) Magnetfelde wirkt, nach Gl. 18 des § 48 

(1) '^-4/^.rfA 

wenn J die Stärke des Induktionsstromes, ^ die von dem indu- 
zierenden Strome oder Magneten erzeugte magnetische Feldstärke ist 
und das Integral über eine von dem Leiter des Induktionsstromes um- 
schlossene Fläche erstreckt wird. In dem Zeitelemente dt ändere sich 
nun das Potential (z. B. infolge der Annäherung eines induzierenden 
Stromes oder der Schwächung eines induzierenden Magneten) um die 
Größe dV/dt X dt Die hierbei angewandte Arbeit ist der Änderung 
des Potentials (nach Gl. 12 und 26 des § 9) entgegei^esetzt gleich und 
ist somit 

(2) -i^-or. 

In demselben Zeitelemente dt wird nun von dem induzierten Strome eine 
Wärmemenge erzeugt, die nach dem JouLBschen Gesetze äqui- 
valent ist der Arbeitsgröße 

' r 

(8) dt.J.J(£.ds. 

Das über den Leiter des Induktionsstromes erstreckte Linienintegral 
der elektrischen Feldstärke stellt ja nichts anderes als die elektro- 
motorische Kraft des Induktionsstromes dar (die nach dem 
OHHschen Gesetze wiederum dem Produkte aus der Stromstärke 
und dem Widerstände gleich ist). 
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Die AnsdrOoke (2) und (8) mfissen nun nach dem Energieprinmp 
gleich groß sein; seist man für V den Wert ans 61. 1 ein, so folgt somit, 
wenn der Induktionsstrom als stationär angesehen werden darf, 

(4) S^-^^'-i-nf^ndf. 

Man bezeichnet diese wichtige Beziehung als die zweite Hauptgleichung 
des elektromagnetischen Feldes. (Sie ist indessen, wie in § 46 
gezeigt werden wird, genau nur im leeren Baume erfüllt.) 

Da in elektromagnetischem Maße die elektromotorische Kraft c mal 
größer ist als in elektrostatischem, so kann man die 61. 4 auch in der 
Form aussprechen, daß (in elektromagnetischem Maße) die induzierte 
elektromotorische Kraft ihrem Betrage nach gleich ist der auf die Zeit- 
einheit bezogenen Änderung des durch den Stromkreis hindurchgehenden 
magnetischen Kraftflusses.' Der Induktionsstrom ist im allgemeinen 
daher um so stärker, je rascher sich der magnetische Kraftfluß (oder, 
wie man auch sagt, die Zahl der durch die Leiterfläche hindurchgehenden 
magnetischen Kraftlinien) ändert. 

Da jeder elektrische Strom auch auf sich selbst ein Potential von 
der durch 61. 28 des § 48 bestimmten 6röße ausübt, so muß in einem 
Stromkreise jede Änderung der Stromstärke (nach QU. 2 n. 8) eine 
elektromotorische Kraft von der 6röße induzieren 
,f.. dV 1 L dJ 

wenn man zur Abkürzung setzt 

(6) i;«Jl»Ll^«. 

Man nennt darum auch die 6röße L den Koeffizienten der Selbst- 
induktion. Die induzierte elektromotorische Kraft ist der von Baus 
aus in dem Stromkreise vorhandenen, die mit E bezeichnet werde, ent- 
gegengesetzt, so daß also nach dem OHHschen 6esetze die Beziehung 
bestehen muß 

(7) E^JRJ+f,.^' 

Hieraus lassen sich ohne weiteres für ein System von zwei einander 
beeinflussenden Stromkreisen die 61eichungen ableiten 



(8) 



( E-i2^ + ^ 


dJ , L" dJ' 

dt ' c« ■ d« 


e:^b'J' + ^ 


dr L" dJ 

dt ' e» ■ dt 



^ Es Isönnen IndnktionsstTÖme also auch durch bloße Drehungen oder Form- 
ämlerimgeii eines geeohlossenen Drahtes, da sie im Felde des EidmagDetismus erfolgen, 
hervorgerufen werden. 

. ' DoK^ Integration dieser Gleiohnng eigibt sieh die Formel für die StAtke des 
Eitiastiomes, der bei dem Schließen oder öffnen eines Stromes entsteht. 
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L und L' sind hierbei die beiden Selbstinduktionskoeffizienten; L", das 
dem Integrale der 61. 22 des § 48 gleich ist, wird der Koeffizient 
der gegenseitigen Induktion der beiden Stromkreise genannt. 

§ 46. Der Eiiifliiß des ZwlBohenstoffes auf die elektriiohen und magne- 

titohen Erscheinungen. 

In den bisherigiüi Betrachtungen sind die elektrischen Erscheinungen 
so behandelt worden, als ob die mechanische elektrostatische Kraft 
zwischen zwei Elektrizitätsmengen durch deren Größe und gegenseitige 
Entfernung und als ob in derselben Weise die mechanische Wirkung 
zwischen zwei Strömen durch die beiden Stromstarken, durch die Form 
und die wechselseitige Lage der beiden Stromkreise vollkommen be- 
stimmt wäre. In der Tat hängt aber die Wechselwirkung noch von 
einem weiteren Faktor ab, der in der Theorie bis in die Mitte des 19. Jahr- 
hunderts allerdings unberücksichtigt geblieben ist. Es ist dies die Be- 
schaffenheit des Mittels, das sich zwischen den Elektrizitätsmengen 
oder den elektrischen Strömen befindet. 

Im Jahre 1888 hat Fabaday die für die weitere Entwicklung 
der Elektrizitätstheorie ungemein bedeutungsvolle Tatsache entdeckt, 
daß sich die Kapazität eines Kugelkondensators ändert, wenn 
der Baum zwischen den beiden konzentrischen Kugeln statt mit Luft 
mit einem anderen Mittel gefüllt wird. Die Kapazität wird z. B. etwa 
2mal so groß, wenn die Zwischenschicht aus Paraffin, 8 mal so groß, 
wenn sie aus Schellack, 6mal so groß, wenn sie aus Glas und etwa 80mal 
so groß, wenn sie aus Wasser besteht. Die Zahl, die angibt, in welchem 
Verhältnis die Kapazität vergrößert ist, bezeichnet man als die l)ielek- 
trizitätskonstante des betreffenden Mittels in bezug auf die Luft. 

Genauere Versuche zeigten, daß die Kapazität eines Kugelkonden- 
sators abnimmt, wenn man die Luft zwischen den beiden Schalen ver- 
dünnt. Bezeichnet man den Grenzwert, dem sich die Kapazität bei 
fortschreitender Verdünnung nähert, mit Cq und die Kapazität bei Fül- 
lung des Zwischenraumes mit Luft von 1 Atm. mit C7*, so nennt man 
das Verhältnis C*/Cq die Dielektrizitätskonstante der Luft in bezug 
auf den leeren Baum oder die Dielektrizitätskonstante der Luft schlechthin. 
Man erhält somit die Dielektrizitätskonstante eines beliebigen Mittels 
in bezug auf den leeren Baum, indem man die Dielektrizitätskonstante 
in bezug auf die Luft noch mit dem Quotienten C*/Cq multipliziert. 
Im übrigen ist die Dielektrizitätskonst>ante der Luft kaum von Eins 
verschieden; sie ist nämlich 1,00059. 

Nun ist aber die Kapazität gleich dem Quotienten aus der elek- 
trischen Ladung und dem Potential. Wenn daher die Kapazität bei 
Fällung des Kugelkondensators mit einem beliebigen Mittel von der 
Dielektrizitätskonstante e im Verhältnis e : 1 gegenüber der Kapazität im 
leeren Baume vergrößert erscheint, obwohl sich die Ladung selbst nicht 
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ge&ndert hat^ so muß das Potential im Verhältnie 1 :e verkleinert 
sein. Das Potential des Kugelkondensators vermindert sich daher, 
wenn der Zwischenraum mit einem Stoffe von der Dielektrizitätskonstante e 
gefällt wird, auf den Betrag (vgl. 61. 61 des § 89) 

(1) v-^-4. 

Ganz allgemein mufi man somit annehmen, daß das von einer Elek- 
trizitätsmenge an einer beliebigen Stelle eines Mittels von der Dielek- 
trizitätskonstante e erzeugte Potential gleich ist 

(2) «'-T^o. 

wenn V^ das Potential ist, das an derselben Stelle unter sonst gleichen 
Umständen im leeren Baume bestünde. Hieraus folgt, daß auch die 
elektrische Feldstärke (als Gradient des Potentials) 



(3) «-T«» 



sein muß, wenn (^ wiederum der Wert ist, den unter sonst gleichen Um- 
ständen an derselben Stelle die elektrische Feldstärke im leeren Baume 
hätte. Andererseits folgt hieraus, daß das Produkt e(E von der Be- 
schaffenheit des Mittels, oder wie man es auch nennt, des Dielektri- 
kums, unabhängig sein muß. Den Quotienten aus dem Produkte c (E 
dnd dem Zahlenfaktor in (dessen Einführung, wie sich später zeigen 
wird, die Formeln sehr vereinfacht) bezeichnet man nun mit dem Buch- 
staben 2) und nennt ihn (mit einem Ausdrucke, dessen Berechtigung 
aus den Betrachtungen des § 46 ersichtlich sein wird) die dielektrische 
VersebiebuQg. "Es ist also 

Die wahre Dichte q der Elektrizität ist natürlich gleich 1/4^ mal 
der Divergenz von (Iq; es ist also 

(6) e « div D . 

Ebenso ist die wahre Flächendichte a durch Gl. 40 des § 89 be- 
stimmt. Es ist, wie man nach einer zweckmäßigen Umformung dieser 
Gleichung auch schreiben kann, 

(«) c^-^^{B:^ + m. 

wenn man den normalen Einheitsvektoren n^ und n^y nach denen die 
Komponenten von ^ und ^ genommen werden sollen, einen solchen 
Bichtungssinn gibt, daß sie beide zu der Fläche hin weisen. Nach 
GL 4 \ti also 

(7) <' = -(Dm + I>,ii). 

Die Normalkomponento der dielektrischen Verschiebung durchsetzt dem- 
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nach die TrennungBfläche zweier Medien stetig (da wahre Ladungen 
auf der Trennungsfläehe — im allgemeinen wenigstens — ja nicht an- 
genommen werden). Aus Ol. 19 des § 89 folgt sohliefilioh, daß der 
Fluß der dielektrischen Verschiebung durch eine beliebige ge* 
schlossene Fläche gleich ist der gesamten von der Fläche umschlossenen 
Menge von wahrer Elektrizität; es ist 

(8) fjD^df^JS'e. 

Von der wahren Dichte der Elektrizität ( ist die freie Dichte g' 
zu unterscheiden. Man setzt sie gleich der wahren Dichte derjenigen 
Ladung, die in dem leeren Baume dieselbe elektrische Feldstärke hervor* 
bringen würde, wie sie in dem Mittel von der Dielektrizitätskonitante # 
die Ladung von der wahren Richte g- hervorruft. Es muß also nach 
dieser Definition sein 

und in analoger Weise 

(10) <^ — llj(J?.t + JP..). 

Nun ist aber nach 61. 4 

(11) ^-^a)- 

Andererseits ist nach der schon öfter benutzten vektoranalytiseheD 
Formel (61. 10 des § 85) 

(12) div(i-.J>)-i.diy!D + 3>.grad(i-)- 
Folglich ist (unter Benutzung von Gl. 5) 

(13) p'-fe+2>.grad(4.). , 

Ein Medium, innerhalb dessen die Dielektrizitätskonstante fiberftU 
denselben Wert hat, bezeichnet man als ein homogenes Dielektrikum. 
Für ein solches wird natürlich grad (1/e) fiberall Null. Befinden sicdi 
im homogenen Dielektrikum auch keine wahren Ladungen, ist also das 
Feld quellenfrei und somit in ihm überall q gleich Null, so muß nach 
61. 18 in ihm auch q' überall verschwinden. Im Inneren eines homo- 
genen, quellenfreien Dielektrikums tritt demnach keine freie Elek- 
tri zi tat auf; hingegen kann in einem elektrischen Felde (wenn also 
2) von Null verschieden ist) überall dort freie Elektrizität hervorgerufen 
werden, wo die Dielektrizitätskonstante mit dem Orte variiert. Ins- 
besondere trifft dies für die Trennungsiläche zweier Medien zu, aul 
der nach Ol. 10 freie Ladung von der Dichte auftritt 

„4, ■ ^--».(i-i). 

wenn D« die die Irezmungsfläche stetig durchsetzende Kömponenio 
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der dielektrischen Verschiebung in der Richtung der nach außen weisenden 
Fl&ohennormalen ist. Im übrigen folgt aus Ol. 39 des § 39, daß, wenn 
auch die Normalkomponente der elektrischen Feldstärke bei 
dem Durchgang durch die Trennungsfläche einen Sprung erfährt, dennoch 
(trotz des Auftretens der freien Flächenladung auf der Grenzfläche) 
die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke die Tren- 
nungsfläche zweier Medien immer stetig durchsetzt. 

Das CouLOMBsche Gesetz (Gl. 4 des §38) nimmt bei Berück- 
sichtigung des Einflusses des Zwischenstoffes zufolge Gl. 8 die Form an 

(15) Ä--^-?V- 

Da die potentielle Ekiergie eines elektrostatischen Feldes (zufolge 61. 29 
des § 89) \ 

(16) r-i-Jy^rfr 

ist, 80 muß nach Gl. 2 auch die potentielle Energie in einem Dielek- 
trikum im Yeihältnis 1 : 6 gegenüber der Energie im leeren Baume unter 
sonst gleichen Verhältnissen verkleinert sein. Die Energiedichte 
des elektrostatischen Feldes ist daher in einem Dielektrikum (nach GL 88 
des § 89) 



oder nach Gl. 4 

(18) 17-nrJ' 

die Energiedichte ist gleich dem halben Produkte aus elektrischer Feld- 
stärke und dielektrischer Verschiebung. 

Li «durchaus analoger Weise wie die elektrischen Erscheinungen 
werden, wie Fabadat entdeckte, auch die magnetischen Erschei- 
nungen durch den Zwischenstoff beeinflußt. In Analogie ta Gl. 8 gilt 
für die magnetische Feldstärke die Beziehung 

(1») ö-ySo. 

wobei n die magnetische Permeabilität des Zwischenstoffes ge- 
nannt wird. (Während die Dielektrizitätskonstante e bei allen Stoffen 
größer als Eins ist, gibt es, wie Faraday fand, eine Gruppe von Stoffen, 
die er diamagnetisch' nannte und zu der z. B. das Wismut gehört, 
für welche /( kleiner als Eins ist.) Den Vektor 



' Hierfür kann man, da die beiden Vektoiten (E und X) stets dieselbe Bichtnng 
haben und somit ihx skakfes Produkt dem arithmetisohen Produkte ihrer Beträge 
gleidi iat^ anoh lohreiben 

* Die Beieiehnung „diamagnetiseh** ist sehr ongltkoklioh gewählt; ala mehx 
linngemäB wurde das Wort „antimagnetisoh** vorgesohlagen. 
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^ — = äB = /iö, 

der der Gröfie in^ entspricht und gleich dieser von der Natur des 
Mediums unabhängig ist, nennt man die magnetische Induktion. 
Das Coulomb sehe Gesetz lautet, wenn die Permeabilität des Zwischen- 
Stoffes berücksichtigt wird, in allgemeinerer Fassung 

(21) ä-2l!2i.J^.. 

Die Erfahrung zeigt nun, dafi das von einem elektrischen Strome 
erzeugte magnetische Potential und somit auch die von ihm hervor* 
gerufene magnetische Feldstärke von der Permeabilität des Zwischen- 
Stoffes unabhängig sind. Das BiOT-SAVARfsche Gesetz und die 
erste Hauptgleichung des elektromagnetischen Feldes (Gl. 16 — 19 
des § 42) gelten daher unverändert wie für den luftleeren Baum auch 
für jedes beliebige Mittel. Man muß demnach die Dichte des magnetischen 
Momentes der dem Strome äquivalenten magnetischen Doppelflftohe 
allgemein gleich setzen 

(22) cawmUijL. 



Da das magnetische Potential dieser Doppelfläche in einem beliebigen 
Aufpunkt nach Gl. 17 des § 40 (und nach Gl. 19 des § 45) gleich ist 

(23) V-i-aa«, 

00 wird in der Tat, wenn für aa der Wert aus Gl. 22 eingesetzt wird, 
V von /A unabhängig. 

Da nun die I^ft zwischen zwei magnetischen Doppelfläcben nach 
Gl. 21 fi umgekehrt proportional ist, so muß nach Gl. 22 die pondero* 
motorische elektrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Strömen 
dem Ausdruck 

also der magnetischen Permeabilität direkt proportional sein, 
und dasselbe muß nach § 44 auch für die induzierte elektromotorische 
Kraft gelten, was in der Tat durch die Erfahrung bestätigt wird. Da 
andererseits der Wert von ^ ja unabhängig von /i ist (weil eben das Biox* 
SAVARTsche Gesetz den Faktor /i nicht enthält), so muß auf der rechten 
Seite der zweiten Hauptgleichung des elektromagnetischen Feldes 
(Gl. 4 des § 44) noch der Faktor /i hinzugefügt werden. Nun ist aber 
das Produkt aus magnetischer Feldstärke und Permeabilität nichts 
anderes als die magnetische Induktion SB, und man kann somit der 
zweiten Hauptgleichung die allgemeine, für jedes beliebige Mittel gültige 
Form geben 

(24) S^äs^-JLlJff,if^.:L^jBM. ' 
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In elektromagnetischem Maße ist also die induzierte elektromotorische 
Kraft stets entgegengesetzt gleich der auf die Zeiteinheit bezogenen 
i^derung des durch die Stromflftche hindurchgehenden magnetisoheii 
Induktionsflusses.' 

Fär die Dichte der magnetischen Energie gilt nach Analogie 
zu GL 17 allgemein die Formel 

(26) « .^^JL?1 

oder 

(26) ,.«|^. 

§ 46. Sie Theorie der dielektrischen Polarisation. 

Die Tatsache, daß das elektrische Feld in einem Dielektrikum 
anders beschaffen ist, als es bei den gleichen wahren Ladungen im leeren 
Baume beschaffen wäre, brachte bereits Faraday auf die Vermutung, 
daß Veränderungen elektrischer Natur auch in den von wahren Ladungen 
freien Teilen eines Dielektrikums vor sich gehen müßten. Um ein Bild 
dieser hypothetischen Veränderungen im Dielektrikum zu gewinnen, 
vergleichen wir miteinander die Potentiale Vq und V, die die in dem 
betrachteten Baume enthaltenen wahren räumlich und flächenhaft 
verteilten elektrischen Ladungen hervorrufen, je nachdem, ob der Baum 
leer oder aber von einem Dielektrikum erfüllt ist. Das Potential ^q ^^^ 
an einer beliebigen Stelle dann (nach 61. 26 und 86 des § 89) 

(1) q,^,fSll+JZll, 

wenn r der Abstand des Aufpunktes von dem betreffenden Volum* oder 
Flächenelement ist. Tatsächlich ist das Potential an derselben Stelle 
aber infolge der Füllung des Baumes mit dem Dielektrikum 

(2) ,ir<Lfl£i+J-£AL, 

wobei q' und o' die freien Baum- und Flächendichten der Elektrizität 
sind. Man findet somit durch Subtraktion 

(8) qf^qr^^ r (9'-9)dt ^ Ci^izSill. 

Nun ist aber nach Ol. 6, 9 und 4 des § 46 

(4) ^ ^'_^.diT(ji-a)) — div(i^(E). 

Ebenso ist nach Gl. 7 und 10 des § 45 

* Dieser ist |ftmal, im weichen Eisen also s. B. etrwa 2000iiaial st&rkei als dei 
magnetische Kraftflaß. Daratis erklärt sich die verstärkende Wiikuiig voo Bisen- 
kernen in Indnktionsspiralen. 
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(6) ,',,._{^_i>,,+^_2,„). 

Dieser Ausdruck nimmt nun eine einfachere Form an, wenn wir die 
wesentliche Voraussetzung machen> daß nirgends zwei Dielektrika 
direkt aneinander grenzen, sondern daß sich zwischen ihnen stets eine 
leere Zwischenschicht befinden soll. Da sich unter dieser Voraus- 
setzung der Index 2 stets auf den leeren Baum bezieht, für den 

(«) -^-^ . 

ist^ so wird 

(7) ^-...-.{^.Dj-l^J?., 

wenn der normale Vektor n aus dem Inneren des Dielektrikums nach 
außen weist. 

Führt man also einen Hilfsvektor ^ ein, der gleich ist 

(8) *-^«> 
80 läßt sich 61. 8 in der Form schreiben 

(9) "P-^^-f^dr+f^df. 

Vergleichen wir nun diese Formel mit der 61. 9 des § 40, so erkennen 
wir, daß das elektrische Potential (V — ^o) ebenso groß ist wie das 
magnetische Potential wäre, wenn das Dielektrikum magnetisiert 
wäre und der den spezifischen Magnetismus darstellende Vektor 
überall den Wert iß hätte. Man kann sich nun jedenfalls das tatsäch* 
lieh im Dielektrikum vorhandene elektrische Feld, dessen Potential an 
einer bestinmiten Stelle V sei, dadurch entstanden denken, daß neben 
den wahren Ladimgen, die das Potential ^q hervorrufen, noch andere 
Ladungen vorhanden wären, die das Potential (V — V^) erzeugen. Jedes 
Bild, das man von dem Zustande des Dielektrikums entwirft, gibt 
daher eine befriedigende EJrklärung für den in § 46 beschriebenen Ein- 
fluß des Zwischenstoffes auf die elektrischen Erscheinungen, wofern 
aus dem hypothetischen Zustande ein Potential von der 6röße (V — VJ 
folgt. 

Das einfachste, überhaupt mögliche Bild erhält man nun offenbar, 
wenn man auf 6rund der 61. 9 annimmt, daß sich das Dielektrikum 
im elektrischen Felde wie ein magnetisierter Körper verhalte, 
daß also die kleinsten Teilchen des Dielektrikums im elektiischen Felde 
je zwei gleich starke, aber entgegengesetzte elektrische Pole erhalten. 
Wenn man mit a die von dem negativen zum positiven Pole gerichtete 
Achse, mit e die Polstärke bezeichnet und die in dem Volumelement dx 



^ ]Saoh Gl. 4 des § 45, da ja im leeren Räume • gleich Eins ist. 
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enthaltene Zahl von Dipolen d n nennt, bo muß natürlich die Beziehung 

erfüllt sein 

(10) dn.ea = ^dT . 

Ans der Bichtungsgleichheit der Vektoren $ und (E (nach Gl. 8) folgt 
dann, daß die Achse der Dipole stets Bichtung und Bichtungssinn der 
elektrischen Feldstftrke haben muß. 

Man nennt den d^ Magnetisierung ähnlichen Zustand, in den man 
sich im elektrisdien Felde das Dielektrikum versetzt denkt, dielek- 
trische Polarisation und bezeichnet daher mit diesem Namen auch 
den Vektor % der (da er dem spezifischen Magnetismus entspricht), 
als Maß dieses Zustandes anzusehen ist. Die übliche Bezeichnung für 
den Vektor 2) erkl&rt sich daraus, daß man ja annehmen muß, daß das 
Entstehen eines elektrischen Momentes in den kleinsten Teilchen mit 
einer Verschiebung von Elektrizität in den Teilchen verbimden ist. 

Fabaday nimmt also an, daß das alleinige Vorhandensein einer 
einzigen Ladung bereits genüge, um physikalische Zustandsänderungen 
(eben durch die Polarisation des umgebenden Dielektrikums) hervor- 
sumfen. Diese Auffassung bedeutete eine völlige Abkehr von dem 
Standpunkte, den bis dahin die Physiker in der Elektrizitätstheorie 
eingenommen hatten. Denn für die ältere Theorie, die von dem Vor- 
handensein* des Zwischenstoffes völlig abstrahiert hatte (was seit Fara- 
DATS Kondensatorversuchen natürlich nicht länger möglich war), war 
das von einer Ladung erzeugte elektrostatische Feld eine rein geo- 
metrische Konstruktion, wenigstens so lange ohne phjrsikalische 
Bedeutung, als keine zweite Ladung vorhanden ist. Li Faeadays 
Theorie hat hingegen das elektrische Feld stets eine reale physi- 
kalische Bedeutung. Jede Ladung wirkt zunächst auf die ihm un- 
mittelbar benachbarten Teilchen des Dielektrikums und erst durch 
diese mittelbar auf entfernte andere Ladungen. Man bezeichnet darum 
die FARADATsche Theorie auch als eine Nahewirkungstheorie, im 
Oegensatze zn den älteren Theorien, die man ihr als Fernwirkungs- 
theorien gegenüberstellt. 

( 47. Sie Onmdlagen der KAXWlLLiohen Theorie. 

Fabadats Ideen über das physikalische Verhalten der Dielek- 
trika bilden die Grundlage der großartigen Theorie, die durch einheit- 
liche Zusammenfassung der Erscheinungen der Elektrizität, des Magne- 
tismus und des Lichtes die Entwicklung der Physik in völlig neue Bahnen 
lenkte und die nach ihrem Schöpfer als die MAXWBLLsche Theorie 
bezeichnet wird. 

Wesentlich sind für diese Theorie: Erstens die auf dem Boden der 
FA&Al>AT8chen Vorstellungen entstandene Hypothese der Verschie- 
bQngsstr<5me in den Nichtleitern; zweitens die Annahme, daß 
es in der Natur infolge des Vorhandenseins der Verschiebungsströme 
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nur geschlossene Ströme gebe; dritten^ die Übertragung der 
in der filteren Theorie für stationäre Leiterströme gewonnenen Ergebnisse 
auf alle beliebigen Ströme, sei es, daß diese Leiterströme oder 
Yerschiebmigsströme oder aus beiden zusanmiengesetzt sind, sowie femer 
die Übertragung der für konstante elektro- oder magnetostatische 
Felder abgleiteten Beziehungen auf beliebig rasch veränderliche 
elektromagnetische Felder. 

Den Ausgangspunkt der MAXWBLLschen Theorie bildet die Be- 
ziehung, der zufolge der Fluß der dielektrischen Verschiebung 
durch eine beliebige geschlossene Fläche gleich ist der gesamten von dei: 
Fläche umschlossenen Menge von wahrer Elektrizität. Wenn aber 
zufolge dieser Beziehung (Gl. 8 des § 45) 

(1) e^fD^.df 

ist, dann muß, wie Maxwell schloß, auch umgekehrt. jede Änderung 
des Felde^ des Vektors X>, die eine Änderung des Vektorflusses durch 
die Fläche herbeiführt, gleichbedeutend sein mit einer Vermehrung oder 
Verminderung der von der Fläche umschlossenen Elektrizitätsmenj;e, 
also gleichwertig sein einer Strömung von Elektrizität durch 
die Fläche. 

Eine derartige hypothetische, im Dielektrikum nach allen Sich- 
tungen ausgehende (positive oder negative) Strömung nennt Maxwbll 
einen Verschiebungsstrom. Seine Stärke ist natürlich gleich der 
auf die Zeiteinheit bezogenen Änderung, die die von der Fläche um- 
schlossene Elektrizitätsmenge erfährt, also gleich de /dt Nennt man 
die Dichte des Verschiebungsstromes g, so muß natürlich die Strom- 
stärke gleich dem über die ganze Fläche erstreckten Litegrale der Normal- 
komponente der Stromdichte sein (vgl. Gl. S des § 41). Es muß also 

sein. Andererseits folgt aber aus Gl. 1 

oder, da ja die Gestalt und die Größe der Fläche von der Zeit völlig 
unabhängig sind, 

Die Gl. 2 und 4 können aber nur dann gleichzeitig für jede beliebige 
Form der umschließenden Fläche gelten, wenn ganz allgemein die Be- 
ziehung besteht 

Dafür kann man nach Gl. 4 des § 46 auch schreiben 



(») «-1^17. 
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durch welche Formel die Dichte des Verscbiebungsstromes an einer 
Stelle in Beziehung zu der zeitlichen Änderung der elektrischen Feld- 
stArke an derselben Stelle gebracht ist. 

Durch die Hypothese der in den Nichtleitern — und nach Gl. 6 
natürlich auch im leeren Baume (für den 6 = 1 ist) — auftretenden 
Yerschiebungsströme gelang es Maxwbll, eine arge Schwierigkeit aller 
früheren Theorien zu überwinden, die durch das Problem der sogenannten 
offenen Ströme verursacht war, eine Schwierigkeit, die auch deshalb 
störte, weil ja die erste Hauptgleichung des elektromagnetischen Feldes 
(nach § 42) nur auf geschlossene Ströine anwendbar ist. Die Maxwell • 
sehe Theorie kennt keine offenen, sondern nur geschlossene'Ströme. 
Dort, wo ein sogenannter offener Leitungsstrom endet (wie etwa auf 
der Platte eines Kondensators), findet er nach Maxwbll seine Fort- 
setzung in dem durch die Anhäufung der Elektrizität verursachten 
Verschiebungsstrome in dem umgebenden Dielektrikuüi. 

In kühner Willkür, die ihre glänzende Bechtfertigung indessen 
durch die auBerordentliche Fruchtbarkeit der dadurch gewonnenen 
Ergebnisse fand, schrieb nun Maxwbll den hypothetischen Verschiebungs- 
strömen ganz dieselben Eigenschaften zu, wie sie an den Leiter- 
strömen beobachtet worden waren. Es soll also auch ein Verschiebungs- 
strom ein Magnetfeld, eine Änderung eines Magneitfeldes aber einen 
Verschiebungsstrom erzeugen und derart auch jeder Verschiebungsstrom 
aiff einen zweiten und auf sich selbst induzierend wirken. Maxwbll 
sieht aber auch davon ab, daß die beiden Hauptgleichungen des elektro- 
magnetischen Feldes nicht einmal für alle beliebigen Leitungsströme 
als gültig nachgewiesen sind, daß sie nur unter der Voraussetzung ab- 
geleitet wurden, daß der geschlossene Strom homogen und stationär sei, 
und daß auch ihr experimenteller Beweis auf lineare Ströme beschränkt 
ist. Im Gegenteil nimmt Maxwbll ohne weiteres an, daß die beiden 
Hauptgleichungen ebenso wie in der (durch die Erfahrung allein über- 
prüfbaren) Integralform auch ganz aUgemein in der Differentialform 
gelten, und zwar sowohl für Leiter als auch für Nich,tleiter. 

Dies bringt Maxwbll dadurch zum Ausdruck, daß er die Strom- 
dichte in der ersten Hauptgleichung ganz allgemein gleichsetzt der 
Summe aus derjenigen Stromdichte, die infolge des Leitungsvermögens 
und derjenigen, die infolge der dielektrischen Eigenschaften der Sub- 
stanz vorhanden ist. Indem Maxwbll femer das OHMsche Gesetz 
in der eigentlich nur für stationäre, lineare, homogene Ströme bewiesenen 
Differentialform (GL 7 des § 41) als allgemein gültig ansieht, kann er 
die Dichte des Leitungsstromes gleichsetzen dem Produkte aus dem 
spezifischen Leitvermögen der Substanz X und aus der elektrischen Feld- 
stärke d; die Dichte des Verschiebungsstromes g ist durch Gl. 6 be- 
stimmt, so daß also ganz allgemein, wenn die Substanz die Eigenschaften 
eines Leiters mit denen eines Dielektrikums vereinigt, die Stromdichte f 
den Wert hat 
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(7) f-i(g + _i.^. 

(Fär vollkommene Isolatoren verschwindet das erste Glied auf der rechten 
Seite dieser Gleichung.) 

Die erste Hauptgleiohung haben wir bereits in der Differential* 
form in § 42 (Gl. 16) kennen gelernt, nfimlich in der Gestalt 

(8) rot§-lff. 

Setzt man in ihr ffir { den Wert von {' aus GL 7 ein, so ergibt sich die 
erste Grundgleichung der MAXWBLLschen Theorie in der Form 

(9) «>tö-*-f^« + T17- 

Um die Differentialform der zweiten Hauptgleichung zu erhalt^i 
(GL 24 des § 46), derzufolge 

(10) /«•^» — ■^Ti/^.''/'. 

vertauschen wir die Beihenfolge der Symbole für die Differentiation 
nach der Zeit und fär die Integration über die M&che; dies können wir ja 
ohne weiteres tun, weil die Gestalt der beliebig gew&hlten und ruhend 
gedachten Fl&che von der Zeit ganz unabhängig ist. Wir finden derart 

(11) j(g.ds— ^/^rf^ 

Formen wir Jetzt die linke Seite der Gleichung mittels des Satzes 
von Stokbb um, so erhalten wir 

(12) Jrot.(g.5/— ^/^rf/-. 

Da aber diese Formel nach Maxwbll stets gelten soll, welche Gestalt 
und Größe auch immer die Fläche hat, über die das Integral erstreckt 
wird, so ergibt sich schließlich die wichtige Beziehung, die die zweite 
Grundgleichung^ der Maxwbll sehen Theorie darstellt, nämlich 

(18)' rote — -J^.' 

Für die Maxwbll sehe iSi^rie ist nun die Azmahme von funda- 
mentaler Bedeutimg, daß die beHen Grundgleichungen 9 und 18 
stets gleichzeitig für einen und denselben Punkt des ele'ktro- 
magnetischen Feldes erfüllt sein sollen, wenn (E und ßdie äugen- 
blicklichen Werte der elektrischen und der magnetischen Feldstärke in 
dem betreffenden Punkte darstellen. 

Schließlich fiberträgt die Maxwbll sehe Theorie auch die beiden 
Grundgleichungen des konstanten elektrostatischen und des lK)n- 

^ ZMe heute übliche Form der MAXWiXAsohen OleichungeD lührt übxigens nicht 
von Haxwbu; selbet, eoudeni von Hbatxsidb und von Hbbts her. 
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istanten magnetostatischen Feldes auf beliebig schnell veränderliche 
elektromagnetische Felder; auch für solche soll, wenn q die wahre Dichte 
der Elektrieität bedeutet, die Oleichnng erfüllt^sein 

(14) div (ed) = inQ 

(nach 61. 4 und 6 des § 45), und da auch die MAXWBLLscijbe Theorie 
ebenso wie die ältere keinen wahren Magnetismus kennt', soll 
der Ol. 14 auf magnetischem Gebiete stets die Gleichung entsprechen 

(16) div OkS) = . 

Auch die elektrische und die magnetische Energiedichte sollen 
nach der Maxwbll sehen Theorie im beliebig rasch veränderlichen 
elektromagnetischen Felde durch dieselben Beziehungen mit der elek- 
trischen und der magnetischen Feldstärke verknüpft sein, wie in dem 
rein elektrostatischen oder rein magnetos^tischen Felde; die Dichte 
der gesamten elektromagnetischen Energie ist demnach in der Maxwbll- 
schen Theorie gleich der Sunome der Dichten der beiden Arten von 
Energie und somit nach Gl. 17 und 25 des § 45 

(16) fi^±^[,E^ + (,H% 

Für die Maxwbll sehe Theorie ist dabei die Annahme wesentlich, daß 
die Energie im elektromagnetischen Felde tatsächlich derart ver- 
teilt sein soll, daß jedes Volumelement — auch im leeren Baume — 
Träger einer Energiemenge i/dr ist, wobei der Wert von i; eben nach 
Gl. 16 durch die Werte bestimmt ist, die an der betreffenden Stelle die 
elektrische und die magnetische Feldstärke haben.' 

§ 48. Der Sati von Pothtihg. 

Aus den beiden Grundgleichungen der Maxwell sehen ffheorie (Gl. 9 
und 13 des § 47) hat durch eine einfache Umrechnung Poynting (1884) 
einen wichtigen Satz al^eleitet, der sich auf die Energieänderungen 
im elektromagnetischen Felde bezieht. Multipliziert man nämlich 
die erste Gleichung skalar mit (E und die zweite skalar mit $, so erhält 
'man 



(1) 



(g.rotS- l£i^. + i.(E.4f. 



Ö.rot(E = -^$ 



dt 



' Vgl. GL 10 des § 42 sowie die in § 40 aiisfühdicher besprochene Tatsache, 
dafi anoh in dem kleinsten Volnmelement die Summe des darin enthaltenen Magne* 
titmua und somit auch die wahre Dichte des Magnetismus stets Null ist. 

* Die ältere Femwirkungstheorie hatte bloß angenommen, dafi sich der Wert 
der gesamten Energie des Feldes ergibt, wenn man die Energiedichte über- das 
ganse Feld integriert. Hier war 17 nur eine Rechengröfie ohne reale physikalische 
Bedeutung. 
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Bubtrahiert man nun die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt 

sich' 

(2) (g.«>tö-^.rot(E.±^i?« + -iA{±^51^j. 

Nun ist aber nach OL 16 des § 47 der Ausdruck in der geschlungenen 
Klammer nichts anderes als die mit 4n multiplizierte Eneigiedichte 
7/ des elektromagnetischen Feldes. Andererseits ist nach dem Ohm* 
sehen Gesetze (vgl. Gl. 7 des § 47) 

(8) ^^'-T' 

wenn • die Stromdichte des Leitungsstromes ist, und dies ist wiederum 
nach Gl. 10 des § 41 nichts anderes als das Arbeitsäquivalent w der in 
der Zeiteinheit in der Yolumeinheit entwickelten JouLBschen W&rme. 
Schließlich ist nach der durch Gl. 8 des § 35 ausgedrückten vektor- 
analytischen Formel # 

(4) V. (E . rot $ - $ . rot (£ =s - div [(£$] . 

Gl. 2 läßt sich somit, wenn man ihre beiden Seiten mit e/in multi- 
pliziert, in die einfache Form bringen 

(6) -^diy[(gS]-»+-|f. 

Wir wollen nun einen Hilfsvektor einführen 

(6) 6--^[«Ö]. 

der als der PoTNTiNOsche Vektor bezeichnet wird und der also 
sowohl auf der Bicbtung der elektrischen als auch auf der der magne- 
tischen Feldstärke senkrecht stehen soll. Integriert man dann die Gl. 6 
über ein beliebig im elektromagnetischen Felde abgegrenztes Volumen, 
so wird nach dem Satze von Gauss das Integral der rechten Seite 
der Gl. 6 gleich dem Flusse des PoYNTiNOschen Vektors durch 
die Begrenzungsfläche. Das Volumintegral von w ergibt (durch die 
äquivalente Arbeit gemessen) die in dem ganzen Volumen in der Zeit- 
einheit entwickelte JouLBsche Wärme W, während 

den zeitlichen Differentialquotienten der gesamten in dem Volumen 
enthaltenen elektromagnetischen Energie V darstellt. Die Integration 
der Gl. 6 führt somit zu der Formel 

(8) ^J8^df^r+^. 

Nach dieser Gleichung ist also der Fluß des Vektors Q durch die 
geschlossene Fläche in deren Inneres ^ gleich der im Innern in der Zeit- 

^ Der nach innen gerichtete Fluß ist ja negativ zu rechnen, da n die nach außen 
weisende Fl&ohennormale ist. 
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einheit in JouLBsche Wärme verwandelten Energie plus der Vermehrung, 
die die im Innern der M&che enthaltene elektromagnetische Energie 
in der Zeiteinheit erfährt. Diese Tatsache kann man in der Form des 
FoTNTiNO sehen Satzes dahin aussprechen, daß an jeder Stelle 
eines elektromagnetischen Feldes eine Strömung von Energie senk- 
recht zu den Bichtungen des elektrischen und des magne- 
tischen Feldes stattfindet. Die Strömung erfolgt im Bichtungssinne 
des durch dieJGrl. 6 definierten Potntiko sehen Vektors, dessen Betrag 
sragleich die Menge der Energie angibt, die an der betreffenden Stelle 
in det Zeiteinheit eine zur Strömungsrichtung normale Flächeneinheit 
passiert. 

( 49. Die HlzwiLLtchen Gleichungen f&r homogene quellenfMe 

Isolatoren. 

Befindet sich ein elektromagnetisches Feld in einem vollkommenen 
Isolator, ffir den also überall X verschwindet, so nehmen die beiden 
Gnmdgleichungen der Maxwell sehen Theorie eine besonders einfache 
Form an, in der auch besonders deutlich die Beziprozität der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärke zum Ausdruck kommt, nämlich 

(1) «)*fr- flT' 

(2) «,t(g — f^. 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich nun zwei weitere, ungemein 
wichtige Gleichungen ableiten, wenn man von den beiden Vektoren 
rot^ und rot(E abermals die Botation bildet und dabei die vektor-> 
analytische Formel benutzt (Gl. 7 des § 86) 

(8) rotrotSt — graddivSt --4« . 

Man findet dann zunächst 

(4) graddivö-^ß- T-^M(g), 

(6) graddivC- J(E --y -^(rotg), 

(da die Beihenfolge der Symbole für die voneinander völlig unabhängigen 
Operationen djdt und rot vertauscht werden kann). Setzt man jetzt 
für rot (E und rot j^ die Werte aus den Gl. 2 und 1 ein, so findet man 

(6) graddivö-/rs -F-T^' 

(7) giaddiv(E-./f(g -^-^- 

Diese Gleichungen lassen nun noch eine weitere Vereinfachung zu, 
wenn man annimmt, daß der Isolator homogen sei, d. h. daß in ihm 
6 und fi vom Orte (und von der Zeit) unabhängig sind und weiter, daß 
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sich in ihm auch ursprünglich keine wahren elektrischen 
Ladungen befanden. Denn ist q gleich Null, so folgt, wenn e vom Orte 
unabhängig ist, aus 61. 14 des § 47 

(8) div(£ = 0*, 

und ebenso folgt, wenn fi für das ganze Feld konstant ist, aus 61. 16 
des § 47 

(9) divö = 0. 

Da die Divergenz eines Vektors, der seinerseits die Botätion eines anderen 
Vektors darstellt, nach 61.6 des § 86 stets verschwindet, so mufi anderer- 
seits zufolge 61. 1 

sein. Hieraus folgt, wenn e vom Orte unabhängig ist, da wieder die Beihen* 
folge der Operationssymbole div und djdt vertauscht werden kann, 

(11) X -^(div^-O. 

War also das elektrische Feld ursprünglich, d; h. zu irgendeiner ie& 
quellenfrei, so muß stets 

div (E « 

sein. Für einen ursprünglich von wahren elektrischen Ladungen freien 
homogenen Isolator nehmen somit die 61. 6 und 7 die besonders ein* 
fache, für die elektrische und die magnetische Feldstärke gleiche Form 
ah 



(18) 






Die Bedeutung dieser ungemein ^chtigen Gleichungen wird auf Grund 
der im n&chsten Kapitel zu behandelnden allgemeinen Theorie der Sohwin- 
gongen klar werden. 
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VIH. Kapitel 

• Allgemeine Theorie der Schwingungen. 

$ 60. Die lineare barmonisehe Sehwinpms. 

Viele in der Natur beobachtbare physikalisohe Vorg&nge zeigen 
die Eigentfimlichkeit^ daß bei ihnen, solange sie andauern, ein bestimmter 
lihysiluliscber Zuetand in gewissen, gleich bleibenden Zeitintervallen 
stfaidig wiederkehrt. Man nennt solche Vorg&nge periodisch und 
beieichnet als Periode die Zeit, innerhalb deren sich das Bild des Vor« 
gapges wiederholt. Der sich periodisch ändernde Zustand kann quanti- 
tativ durch eine skalare oder vektorielle QröBe bestimmt werden; bei 
einem genau periodischen Voi^jange muß diese Größe eine derartige 
Funktion der Zeit sein, daß sie denselben Wert wieder annimmt, wenn 
die Terinderliche Zeitgröße um ein ganzes Vielfaches einer Periode 
Termehrt wird. 

Wir betrachten zunftchst eine skalare Größe, die S genannt werde 
(denn die Änderungen von Vektorgrößen lassen sich ja stets auf Ände« 
rangen von skalaren Größen zurückfahren). Ist die zeitliche Ver* 
lnderlichkeit»von S durch die Gleichung gegeben 

(1) 5-9(0. 

so muß also, wenn die Periode mit r bezeichnet wird und n eine ganzf 
Zahl ist, die Beziehuilg gelten 

(2) V(h + nr)^ip{t^ . 

Wiederholt sich der Vorgang in stets genau gleicher Weise, so muß auch, 
wenn zur Zeit ^ di^ Funktion den Wert fif^, zur Zeit (t^ + di) den Wert 8^^ 
zur Zeit (^ + 2 di) den Wert 8i' hat und so fort, die Funktion zur Zeit 
(h + nx + dt) wieder den Wert S^' haben, zur Zeit {t^ + nx + 2dt) 
wiederum den Wert 8i" usw. Es müssen also für einen genau periodischen 
Vorgang auch die Gleichungen erfällt sein 

I d^ I d^ I 

dt Itmit't'nt "" dt \tmt^* 

I ^^ I 

I dp Itmti't'nt 

Die einfachsten periodischen Funktionen sind nun bekanntlich 
die Sinus- und die Gosinusfunktion; denn es ist einfach 



<8) 



dP \tmt^ 
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sin (« + 2nn) ^ sin x 
008 (x + 2nn) ^eoB X , 

und überdies sind auch sämtliche Ableitungen dieser beiden Funk- 
tionen wiederum nur Sinus- oder CSosinusfunktionen. Es besitzt also 
in der Tat sowohl die Funktion sin x als auch die Funktion cos x die 
durch die Ol. 2 und 8 geforderten Eigenschaften, wofern man x als 
derartige Funktion der Zeit bestimmt, d^ß einem Zuwachs von < um die 
Periode r eine Vermehrung von x um 2n entspricht. Man h^t also za 
setzen 

(4) .-*?i 

und erhält somit (Sinus« und Cosinusfunktion sind in dieser Hinsicht, 
wie gleich gezeigt werden soll, völlig gleichwertig) als mathematischen 
Ausdruck für einen einfachsten periodischen Vorgang die Gleichung 

(6) Ä-Ä^-^sin^. 

wofern man mit 8q das arithmetische Mittel des größten und des Ueiniten 
Wertes der veränderlichen Größe bezeichnet und die Zeit so mißt, daß 
zu Beginn der Zeitmessung, also zur Zeit < «=> die veränderliche Größe S 
den Wert Sq hat, dS/di aber positiv ist. Ist im besonderen S^o ** 0, d.h. 
fällt der Durchschnittswert der veränderlichen Größe mit dem Nullpunkt 
der Skala zusammen, an der man sie mißt, so nimmt die GL 6 die noch 
einfachere Gestalt an 

(6) 5i.^Bin^- ' 

Einen Vorgang, der durch diese Gleichung beschrieben werden 
kann, bezeichnet man als eine harmonische Schwingung oder als 
eine reine Sinusschwingung ^ genauer gesagt als ein^ harmonische- 
Schwingung der physikalischen Größe 8. Die jeweilige Abweichung 
der veränderlichen Größe 8 von der Größe 8^ bzw. von dem Nullwerte 
wird als Ausschlag' bezeichnet, der also positiv o?er negativ sein 
kann. Die Eonstante A, die dem größten Werte des Ausschlages nach 
beiden Seiten entspricht, nennt man die Schwingungsweite oder 
die Amplitude; die Periode t nennt man auch die Schwingungs« 
dauer', ihren reziproken Wert, der die Anzahl der Schwingungen in 
der Zeiteinheit angibt, die Schwingungszahl oder Frequen-z. 

^ Statt voll Sohwingongen i^^cht man auch von Oszillationen. 

s Oder Elongation. 

* Bisweilen wird auch die Hftlf te dieser Zeit so benannt, indem man dann ak 
Schwingung die Zeit zwischen zwei Augenblicken rechnet, in dcöien i6f .gleich 8^ wird; 
hierbei wiid dann nicht berücksichtigt, daß das eine Mal der Differenüalqnotient dSldi 
positiv, das andere Mal negativ ist. Eine volle Schwingung ist die Z^t zwischen 
Ewei Augenblicken, in denen nicht nur der Wert von 8, sondern auch der Wert von 
d8/dt M Gleichheit des Vorzeichens wiederkehrt. 



Digitized by 



Google 



§ 60.. Die lineare harmonische Sohmngung. 225 



Aus Gl. 6 folgt, daß man die schwingende Größe 8 ebensowohl wie 
als Funktion der Zeit auch als Funktion einer mit der Zeit periodisch 
veränderlichen W^inkelgröße y nach der Formel 

(7) S«-4siny> 

baw. 

8 — Ä^ = -4 sin y f 

darstellen kaiin; die Größe y, zu deren Angabe ein Wert zwischen 
und 2n genügt, wird als die augenblickliche Phase des 8chwingungs- 
zustandes bezeichnet. Da sie eine Funktion der Zeit ist, hängt ihr Wert 
davon ab, wie groß die Phase zur Zeit t = ist. Ist, wie angenommen 
wurde, in dem Augenblick, der als Nullpunkt der Zeitskala gewählt 
wurde, die Phase der Schwingung ebenfalls Null, so gilt die einfache 
Formel (7). Betrachtet man nur eine einzige Schwingung, so kann man 
natürlich di^ Zeitskala stets so wählen, daß zur .Zeit ^ :=>i die Phase 
verscbwiadetw Dies ,ist im allgemeinen hingegen nicht mehr m^^lich, 
wenn zwei oder mehr gleichzeitig vorhandene Schwingungen zu betrachten 
sind ; ist zur Zeit ^ «■ die Phase einer Schwingung gleich e, so tritt, 
wie ohne weitere^ klar ist, an die Stelle der Gl. 7 die Formel 

S = -4 sin (y + fi) , . 
bzw. nach Gl» 6 

0) - 5«^sin(^ + a)- 

Die Größe f, die die Phase zur Zeit ^ = angibt, wird als die Phasen- 
konstante der Schwingung bezeichnet. Sie entspricht einer Zeitgröße 

(9) 'o'-f^' 

um die der Zeitpunkt, in dem* S Null wird, gegen den Nullpunkt der 
Zeitmessung verschoben erscheint; Gl. 8 kann man somit auch in der 
Form schreiben 

Den Unterschied der Phasenkonstanten zweier auf das gleiche Zeitmaß 
bezogener Schwingungen nennt man ihren Phasenunterschied. Da 
zwei Schwingungen, deren Phasendifferenz ein ganzzahliges Vielfaches 
von 2n beträgt, identisch sind, so genügt zur Angabe eines Phasen- 
unterschiedes stets eine Winkelgröße zwischen — jr und +n (bzw. zwischen 
und 27t). 

\.Zwei Schwingungen, deren Phasenunterschied gleich n ist, be- 
zeichnet man als entgegengesetzt, da für sie in den gleichen Augen- 
blicken die Ausschläge verschwinden, jedoch in demselben Augenblicke, 
in dem eine Schwingung am stärksten nach der einen Seite ausschlägt, 
es die andere nach der entgegengoset^n Bichtung tut. Haben beide 
Schwingungen gleiche Amplitude, so sind die Ausschläge der beiden 

HiLAS, BliifObnmg in die theor. Physll^ 16 
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Schwingungen stets entgegengesetzt gleich. Beträgt die Phasendifferens 
zweier Schwingungen 7i/2, so muß in allen Augenblicken, in denen bei 
der einen Schwingung der Ausschlag Null wird, bei der anderen Schwin- 
gung der größte Ausschlag nach einer der beiden Seiten stattfinden. 
Da 



cos 1^ » sin f V^ + y) 



ist, so erkennt man, daß eine harmonische Schwingung ebenBOWohl wie 
durch OL 8, 10 und 6 auch durch die ibrmel darstellbar ist 

(11) S^AooB[^+e) 
oder* 

(12) S^AcoB^^i^Llld.. 

Mißt man im besondei^en die Zeit so, daß zur jSeit < «> gerade der 
Schwingungsausschlag den größten Wert nach der positiven Seite hin 
hat, so wird einlach 

(18) ^-.^ooi-^^ 

Bisher wurden nur solche Schwingungen betrachtet, in denen die 
veränderliche Größe ein Skalar ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn sich 
die Temperatur eines Körpers oder wenn sich die Dichte einer konti* 
nuierlich verbreiteten Masse periodisch ändert, oder, was der ein&ohste 
Fall ist, wenn sich ein Massenpunkt nur auf einer geraden Linie bewegt 
und der Skalar die veränderliche Entfernung von einem festen Punkte 
dieser Geraden darstellt. 

Komplizierter sind die Schwingungen von Yektorgröflen; 
doch liegt offenbar ein besonders einfacher Fall vor, wenn periodische 
Änderungen eines Vektors 93 durch die Gleichung beschrieben sind 

(14) »»ai-8in(;^+«). 

Diese Gleichung ist drei Gleichungen zwischen skalaren Größen ftqui* 
valent, nämlich 

(Iß) i r,-^,8in(^+.). 

r.-^.Bm(^+e). 

Da in jedem Augenblicke die drei Partialsohwingungen die gleiche 
Phase haben, so mässen die Verhältnisse 

F. V^ r. 

^ J>3T Wert von a ist in dieser Qleichuog natürlich von dem Werte von • in Ol. 8^ 
falls diese denselben Vorgang beschreibt, um n/2 Tendüeden. 
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TTfihrend des ganssen Sohwingmigsvorganges konstant bleiben; es muß 
also die YektorgröBe ihre Biohtmig unverändert beibehalten und 
kann nur ihren absoluten Betrag ändern (der in Intervallen von der 
Größe t/2 periodisch verschwindet). Man bezeichnet solche Schwin- 
gungen, bei denen entweder eine skalare Größe oder aber eine Vektor^ 
größe-mit ständiger Beibehaltung ihrer Bichtung schwingt, als gerad-* 
linige oder als lineare Schwingungen. 

$ 61. Sitf Sifferentialgleicliiuig der liarmoniiclien Sohwingnng. 

Da die Si^us* und die Gosinusfnnktion die Eigentümlichkeit haben, 
daß sie ihren zweiten Ableitungen mit entgegengesetztem Vorzeichen 
gleich sind, so erkennt man, daß jede harmonische Schwingung einer 
Größe S, da diese dann als Sinus- oder als Gosinusfunktion der Zeit 
darstellbar ist, auch durch eine Differentialgleichung von der Form 
beschrieben werden kann 

(1) 7F — «•^' 

Den Proportionalitätsfoktor auf der rechten Seite dieser Gleichung 
setzen wir dabei gleich dem Quadrate einer beliebigen reellen Größe, 
um es auszudrücbdn, daß die rechte Seite immer entgegengesetztes Vor- 
zeichen haben muß wie 8 selbst. Setzt man in Gl. 1 für fif den Wert 
aus der GL 8 des § 60 ein, so ergibt sich für die Eonstante a der Wert 

(2) a-±L. 

Man nennt eine Gleichung von der Form der Gl. 1 eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, weil die höchste Ableitung, in der die 
unbekannte Funktion der Zeit (nämlich S) erscheint, die zweite ist; 
man nennt sie linear, weil S und die Ableitungen von iSin keinen höheren 
Potenzen auftreten als in der ersten; man nennt sie schließlich homogen, 
weil in ihr kein Glied vorkommt, das von S frei ist. Eine besondere 
Eigentümlichkeit der vorliegenden linearen, homogenen Differential- 
gleichung der zweiten Ordnung ist es schlie^ch, daß die Koeffizienten 
der unbekannten Funktion und ihrer Ableitungen keine Funktionen 
der Zeit, sondern Konstanten sind. 

Nach dem früher Gesagten ist es klar, daß die Differentialgleichung (1) 
eine Lösung in der Form der Gleichung besitzen muß 

(8) S^AQm(at + e) , 

wodurch eine harmonische Schwingung mit der Fieriode 2n/a beschrieben 
wird; es bleibt nur noch die Frage offen, ob diese Lösung, in der die 
Amplitude und die Fhasenkonstante e willkürliche Konstanten sind, 
auch in der Tat die allgemeinste ist, somit die durch Gl. 8 gegebene 
Funktion der Zeit £f das vollständige Integral der Differentialgleichung 
darstellt. 
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Das vollständige Integral einer Differentialgleichung muß natürlich 
soviel unbestimmte In tegrations konstanten enthalten^ daß es hier- 
durch möglich ist, die allgemeine Lösung den Anfangsbedingungen 
anzupassen, die für den Fall vorgeschrieben werden köiinen,.dafi die 
unabhängige Veränderliche (im besonderen also die Ziit) Null ist^ In 
dem vorliegenden Falle sind zur Charakterisierung des Anfangszustandes 
zwei Integrationskonstanten notwendig, nämlich die Werte» die tfix 
die Zeit t = die Größe S und der erste Differentialquotient dieser 
Größe, also dS/dt annehmen. (Der Wert des zweiten Differential- 
quotienten d^S/dt^ f ür i « ist ja bereits durch den Wert von S für 
i «= zufolge Gl. 1 gegeben.) Da GL 8 nun zwei unbestimmte Integra- 
tionskonstanten, nämlich A und e enthält, stellt sie in der Tat das voll- 
ständige Integral der Differentialgleichung (1) dar. 

Man kann dieses vollständige Integral au<^h in anderer Form schreiben, 
wenn man den Ausdruck sin (a^ + e) nat^h der bekannten goniometeisöhen 

Formel für den Sinus einer Winkelsumme entwickelt. Man findet dann 

-« - 

S »^ Asin (aQ cos e -|- A cos (at) sin e 

oder, wenn man zur Abkürzung das konstante Produkt • 

(4) -4sine==G 

und das andere konstante Produkt . 

(6) ^ cos e =: fi 

setzt, 

(6) S^G cos (at) + H sin (at) . 

6 und H sind hierbei zwei unbestimmte Konstanten, die einen bestimmten 
Wert erst durch die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen eihalten; 
denn in der Tat ist G der Wert, den für i = die Größe S und ofl der 
Wert, den f ür i = der erste Differentialquotient dS/di annimmt. 

Da sowohl die Funktion sin (at) als auch die Funktion cos (a() so- 
genannte partikuläre Integrale darstellen, erhält man, wie Gl. 6 
zeigt, die allgemeine Lösung der Gl. 8, indem man jedes dieser beiden 
partikulären Integrale mit einer ganz beliebigen Konstanten multi-» 
pliziert und dann die beiden Produkte addiert (ein Satz, der in ent- 
sprechender Verallgemeinerung für alle Differentialgleichungen gilt). 
Hieraus folgt aber, daß ein Ausdruck von der Form der Gl. 6 auch dann 
die Differentialgleichung (1) befriedigen muß, wenn in ihm H eine ima- 
ginäre Größe ist. Gibt man also G den Wert 1 und H den Wert ♦, so 
muß auch 

(7) J == cos (a^) + isin (a<) 

ein partikuläres Integral der Differentialgleichung sein, wie man 
auch ohne weiteres durch Einsetzen dieses Wertes für 8 erkennt. 

Das partikuläre Integral (7) läßt sich aber nun leicht auf eine wesent- 
lich einfachere Form bringen, die sich für viele Bechnungen als sehr 
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bequem und vorteilhaft erweist. Entwickelt man nämlich die trigono- 
metrischen Funktionen nach den bekannten (aus dem Mac Laueiii- 
sehen Satze folgenden) Beihenformeln 

(8) co8,-i-|i+^-lf+i;-... 

und 

(9) siii*-^-^ + 3j---^ + -5j-..., 

8o*folgt, da 

»«--1, ♦» = -♦, »«-=+1 
ist usw., 

(10) co., + i8m,-H.if + 4f + ^ + 4fl + ... 
Da andererseits 

(11) ^.i+JL+^ + |i+i;.+... 

ist, so ergibt ein Vergleich mit Ol. 10 die wichtige, nach ihrem Entdecker 
als MoiYBBsche Formel benannte Beziehung 

(12) C084P + iBUiS 1« e<*. 

Man kann also Gl. 7 auch in der Form schreiben 
(18) /-«<•', 

und erkennt durch Einsetzen dieses Wertes für fif in die 61. 1 in der Tat, 
daß J ein partikuläres Integral der Differentialgleichung darstellt. Denn 
es ist ja ' 

(U) 4^ ii«e*-'--aV. 

um aus dem partikulären Integral J das vollständige Integral zu 
erhalten, braucht man, wie Gl. 6 zeigt, nur in dem partikulären Integral, 
nachdem man es mittels der Mofvrb sehen Formel umgestaltet hat, 
den reellen und den imaginären Teil voneinander zu trennen, jeden 
(unter Weglassung des Faktors t) mit je einer willkürlichen Konstanten 
zu multiplizieren und sodann btide zu addieren. 

Da andererseits auch natürlich jede Funktion ein partikuläres Integral 
darstellen muß, die sich durch Multiplikation von J mit einem kon- 
stanten Faktor ergibt, so erhält man auch ein partikuläres Integral, 
wenn man J-mit dem Faktor d** multipliziert, in dem e eine beliebige, 
willkürliche, den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen anzupassende 
Eonstante bedeutet. Die Funktion 
(16) /'»«<(«« + «) 

stellt demnach ebenfalls eine Lösung der Differentialgleichung dar, aus 
der man zu dem vollständigen Integral (entweder in der Form der 61. 8 
oder der 61.11 des §60) gelangt, indem man den Ausdruck mittels 
der MoiVBB sehen Formel in einen reellen und einen imaginären Be- 
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fitandteil zerlegt und entweder jenen oder diesen mit einem beliebigen 
(die Amplitude darstellenden) Faktor multiplizier t,^ 

§ 62. Die elliptisolie Sohwingiing. 

Wie die Schwingung einer skalaren Größe durch die Differential- 
gleichung bestimmt ist 

(1) Ir — «•^' 

60 ist die allgemeinste Schwingung einer Vektorgröße durch *die 
vektorielle Differentialgleichung darstellbar 

(2) 4»--.a«». 

Da diese Gleichung drei Gleichungen von der Form der Gl. 1 äquivalent 
ist, so hat sie (zufolge Gl. 6 des § 61) ihre allgemeinste Lösung in einer 
Vektorgleichung von der Form 

(3) 35 « (5 cos {at) + $ sin {ai) , 

wenn in dem willkfirlich als Nullpunkt der Zeit gewählten Augenblicke 
der Vektor 93 den Wert (8 und der zeitliche Differentialquotient des 
Vektors 35 nach der Zeit den Wert a $ hat. 

Analytisch kann die Gl. 8 auch in der Form geschrieben werden 

F. « 6. cos (at) + fl. sin (a*) 

(4) { F» = 6y cos (at) + fl^sin^at) 

l V^r^O^ coB \at) + fl, sin (oO . 

Die Werte der sechs Konstanten 6«, G^, Gg, fl«, fl,» fl« h&ngen hierbei 
sowohl von der Lage des Koordinatensystems als auch davoi^ ab, von 
was für einer Phase des Schwingungsvorganges an man die Zeit zu 
zählen beginnt. 

Durch geeignete darauf bezügliche Festsetzungen kann man es 
nun stets erreichen, daß von diesen sechs Konstanten vier verschwinden. 
Man kann nämlich zunächst einmal die Bichtung des Vektors (S (also 
die Eichtung, die zur Zeit t = der Vektor 35 hat) als x-Achse wählen 
und hierdurch es erreichen, daß Gy und G. verschwinden müssen. Femer 
kann man die Ebene, die durch die Eichtungen der Vektoren (5 und ^ 
bestimmt ist ($ hat ja die Bichtung, die zur Zeit t^O der zeitliche 
Differentialquotient des Vektors 35 hat) als o^-^-Ebene wählten und hier- 
durch es erreichen, daß auch j?« verschwindet. 

Hieraus erkennt man bereits, daß wegen des Verschwindens der 
Anfangswerte Gg und H^ nach Gl. 4 F« stets Ntill sein muß. Trägt man 
also von einem beliebigen festen Funkte aus eine gerichtete Strecke 
auf, deren Endpunkt man sich derart bewegen läßt, daß die Strecke in 

^ Der Wert der PhaseiikonBtante e wird natttrlich in beiden lUlen um n/8 
Tenchieden sein. . . 
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jödem Aogenblicke den momentanen Wert und die momentane Bicb* 
tong der ver&nderliohen Vektorgröfie S darstellt, so muß der Endpunkt 
dieser gerichteten Strecke stets in derselben Ebene bleiben und 
in ihr eine und dieselbe Kurve mit der konstanten Periode 2^/a 
durchlaufen. 

ffind durch die bisherigen Festsetzungen bereits drei der Konstanten 
sum Verschwanden gebracht, so kann man schließlich noch eine vierte 
gleich Null machen, wenn man den bisher ganz willkürlich gelassenen 
Nullpunkt der Zeitmessung so wählt, daß für ihn die Phase des Bchwin- 
gungszustandes eine besondere Eigentümlichkeit besitzt. Als Nullpunkt 
der Zeitmessung soll n&mlich ein Augenblick gewählt werden, fär den 
der zeitliche Differentialquotient des absoluten Betrages der Vektor- 
größe S verschwindet, so daß also 



(5) 



-^1 -0 
di 1.0 



sein soll, ^tweder also bleibt dieser absolute Betrag während des 
ganzen Schwingungsvorganges ungeändert (so daß also 93 nur seine 
Bichtung ändert) — dann kann jeder beliebige Augenblick als Nullpunkt 
der Zeit gewählt werden — oder aber n^uß als Zeit t^O ein Augen- 
blick gewählt werden, ffir den der absolute Betrag des Schwingungs- 
ausschlageB ein Maximum oder ein Minimum (allgemeiner gesc^t 
ein Extremum) darstellt. 

Nun folgt aber aus der Beziehung 

(«) F««F.« + F/+F,« 

durdi Differentiation nach der Zeit 

Da fär ( s aber nach der getroffenen Festsetzung die Bichtung von 93 
mit der Bichtung der x-Achse zusammenfällt, somit für ^ == sowohl 
F, als audi F, verschwindet, so wird f ür ^ = 

Der Quotient VJV kann natürlich nicht Null werden, weil ja (wegen 
des Yersohwindens von F, und V,) für t = der Betrag von SB gleich F, 
wird. 61. 6 kann somit nur dann erfüllt sein, wenn 



ist. Nun ist aber nach 61. 4 



dV 
(10) • Ä— C,*«8iJi(«^ + -ö.*«C08(a^, 
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und somit kann Gl. 9 (da ja für ^ = auch sin (a<) yerschwindei) nur 

dann erfüllt sein, wenn 

(11) H. = 

ist. 

Darob die hinsichtlich des Nullpunktes der Zeit getroffene Fest- 
setzung erreichen wir es also, daß außer G^, 6, und 5« als vierte der 
sechs Eonstanten auch noch J?« verschwindet. Die 61. 4 nehmen somit 
die einfache Gestalt an - ' 

,.oN i ^. = G.cos(aO 

^ ^ . \ F» = H»sin(aO. 

Hieraus folgt, da 

cos* {at) + sin* {ai) == 1 
sein muß, die Beziehung 

(18) -sV + ^gV-l- 

• f 

Der Endpunkt der gerichteten Btrecke, die für jeden Augenblick 
momentane Größe und momentane Bichtung der schwingenden Vektor- 
große 93 darstellt, beschreibt also in konstanten Perioden von der 
Dauer ^nfa den Umfang einer Ellipse, deren Achsen G^ und 5, sind. 
Man nennt eine solche Verändenmg der Vek^iorgröße 93 eine elliptische 
Schwingung und erkeimt in ihr die allgemeinste Lösung der durch 
die Formel (2) dargestellten vektoriellen Differentialgleichung. 
In dem besonderen Falle, daß 

(14) H.==±G. 

ist, wobei also die Ellipse die Gestalt eines Kreises anninimt, be- 
zeichnet man die Schwingung als Kreisschwingung oder als zirkuläre 
Schwingung. Die Schwingungen der Komponenten F, und V^ erfolgen 
dann mit derselben Amplitude, jedoch ist die Schwingung von F, gegen- 
über der Schwingimg von F^ um eine Viertelperiode voraus oder 
zurück, je nachdem, ob in Gl. 14 das positive oder das negative Vor- 
zeichen gilt.^ Haben G, und Hy dasselbe Vorzeichen, so fällt 93 dem- 
nach zuerst in die Eichtung der positiven x-Achse und eine Viertel- 
periode später in die Bichtung der positiven y-Achse; die Kreissohwingung 
hat dann einen solchen Sinn wie die Drehung, die auf kürzestem Wege 
die Bichtung der positiven 2-Achse in die Bichtung der positiven yAchse 
überführt. Haben hingegen G^^ und H^ entgegengesetztes Vorzeichen, 
so hat auch die Kreisschwingung entgegengesetzten Drehungssinn. 

Die Größe fl« verschwindet natürlich nur dann, wenn die 05- und 
die t/-Achse mit den Achsen der Ellipse zusammenfallen. Ist dies nicht 
der Fall, sondern macht man lediglich, wie früher erwähnt^ die Bich- 



* Denn es ist ja 

cosvai sin/a; + -r-J 
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iüng von S zur os-Aohse und die durch (S und ^ bestimmte Ebene zur 
0?- jf-Ebene, dann verschwinden von den secb* Konstanten der GH. 4 
nur 6y, (?g und H«, und die Ol. 4 nehmen daher dann die Form an 

I F. = G. cos {ai) + fl. sin {at) , ^ 

^ ^ 1 F^ = fl,sin(aO . 

Hierfür, kann man aber nach 61. 8 und 6 des § 61 auch schreiben 

^ / l F^ = ^"sin(aO , 

wenn man mit ^' und A" die Amplituden der schwingenden Größen 
F« undFg bezeichnet. {A" ist dabei mit H, identisch.) 

Man kann somit ganz allgemein jede ellip.tisohe Schwingung von 
bestimmter Periode aus zwei zueinander senkrechten linearen 
'Bohwingu)igen von der gleichen Periode, jedoch von untereinander 
verschiedener Amplitude und von bestimmter Pha&endifferenz sich 
zusammengesetzt denken. Derart kann man jede elliptische Schwin- 
gung in zwei lineare zerlegen und umgekehrt stets zwei lineare Von 
gleicher Periode, jedoch beliebig verschiedener Airplitude und von be- 
liebigem Phasenunterschied zu einer elliptischen zusammensetzen. In 
dem besonderen Falle, daß die Amplituden beider Schwingungen 
gleich sind und die Phasendifferenz gerade eineViertelperiode (oder 
ein ungerades Vielfaches einer Viertelperiode) beträgt, wird die resul- 
tierende Schwingung zirkulär, während in dem anderen speziellen 
JVüle, daß der Phasenunterschied ein gan^zahliges Vielfaches einer 
halben Periode ist, auch bei Verschiedenheit der Amplituden wiederum 
eine lineare Schwingung* resultiert.' 

Setzt man schließlich zwei entgegengesetzt zirkuläre Schwin- 
gungen von gleicher Amplitude und Periode zusammen, so resultiert 
daraus nach Gl. 14 eine lineare Schwingung von einer Amplitude, die 
doppelt so groß ist wie die der zirkulären Schwingungen. Ihre Eichtung 
ist durch die beiden diametral gegenüberliegenden Stellen des Kreises 
bestimmt, in denen die\ entgegengesetzten zirkulären Schwingungen 



* Denn dann wird 

F. = -4' sin (at) , Fy » -4'' sin (at) , 

80 daß die die EibhinngskoBinnsse darstellenden Quotienten VJV und Fy/ V während 
des SchwingungsYorganges ungeändert bleiben. 

' * Eine von diesen geometrischen Tatsachen unabhängige» besondere Frage 
ist es natürlich, ob, wenn zwei gleichzeitige gleichartige physikalische Vorgänge 
*diircJi Soh^dngungeQ beschrieben werden können, auch der aus den beiden Teil- 
Torgängen resultierende physikalische Vorgang durch die Schwingung richtig be- 
schrieben wird, die sich durch geometrische Superpoeition der die TeilTorgänge be- 
schreibenden Schwingungen ergibt. Ob für physikalische Schwingungen bestimmter 
Art das einfache Superpositionsprinzip gilt, ist eine Frage, die nur durch Ver- 
gleiohung der mittels des Prinzipes gewonnenen Ergebnisse mit der Erfahrung 
entschieden werden kann. 
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st&ndig amsammentreffen. Man kann daher stets zwei entgegengesetst 
gleiche zirkuläre Sohwingongen zu einer linearen zusammensetzen und 
nmgekehrt eine lineare immer in zwei entgegengesetzt gleiche zirkuläre 
zerlegen. 

§ 68. Die i^d&Bipfto Sehwingaiif. 

Während bei einer harmonischen Schwingung nach Ablauf einer 
Periode der einfachen Theorie zufolge immer wieder die gleiche Schwin- 
gungsweite erreicht werden sollte» beobachtet man in der Natur bei 
allen wirklichen Schwingungsvorgängen eine Erscheinung, die man 
als Abklingen der Schwingungen bezeichnet. Die Amplitude Ter- 
ringert sich von Schwingung zu Schwingung, bis nach einiger Zeit die 
Oszillationen völlig aufhören. Es entsteht somit die Frage, in welcher 
Weise die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung 
modifiziert werden mflsse, um das Bild einer abklingenden Bcbwin* 
gung zu ergeben. 

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir als besonders einfediez 
Beispiel eines Schwingungsvorganges zunächst den Fäll betrachten, in 
dem die harmonisch schwingende Größe die Entfernung eines in einer 
geraden Linie beweglichen Massenpunktes von einem festen Funkte 
dieser Geraden ist. Nezmt man diese Entfernung x, so gilt {nach Gl. 1 
des § 61} die Differentialgleichung 

(1) ^ TF — «•'• 

Andererseits ist die wirksame Kraft K nach i^mx zweiten Naw^onsofaen 
Bewegungsgesetze gleich 

(2) ^««41f' 

wenn m die Masse des materiellen Punktes bedeutet. Man erkennt somit, 
daß ein in einer geraden Linie beweglicher Massenpunkt dann um einen 
festen Punkt dieser Geraden eine lineare harmonische Schwingung^ 
ausführt, wenn er gegen einen festen Punkt mit einer Kraft gezogen 
wird, die derEntfernung von diesem Punkt direkt proportional ist. 
Eine Schwingung, die durch 61. 1 beschrieben wird, maßte natür- 
lieh unaufhörlich andauern, ohne daß sich die Schwingungsweite dabei 
verringern würde. Li der Tat bemerkt man aber bei derartigen Schwin- 
gungen (sie werden beispielsweise mit ziemlicher Annäherung von einem 
Pendel ausgeführt, wofern die Winkel der Ausschläge klein sind), daß 
sich die Amplitude von Schwingung zu Schwingung verringert und 
infolgedessen der in schwingender Bewegung b^piffene Körper allmfth* 



^ Statt Ton schwingender Bewegung spricht man aaoh von Schwingung aohledit- 
hin» da die üieor ie zuerst schwingende Bewegungen betrachtete und dann erst durch 
die Verallgemeinerung der Eigenschaften der sdiwingenden Bewegung su dem all* 
gemeinen Begriffe der Schwingung, gelangte. 
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lioh snr Buhe gelangt. Die Ursache hierfür erblickt man in dem Wider- 
stände der Luft. 

Die Erfahrung hat nun gezeigt, daß ganz allgemein eine ziemlich 
gute Übereinstimmung mit den beobachteten tatsächlichen Erschei- 
nungen erzielt werden kann, wezm man eine Bewegung in einem 
widerstehenden Mittel so behandelt, als ob die Bewegung frei von 
Hindernissen wäre, als ob jedoch außer der tatsächlich angreifenden 
Kraft flberdies noch eine fingierte Beibungskraft angreifen würde, 
die für nicht allzu große Geschwindigkeiten der augenblicklichen Ge- 
schwindigkeit proportional* und ihr entgegengesetzt gerichtet ist. 
Die Bewegung eines Massenpunktes in einem widerstehenden Mittel 
läßt sich somit durch die Gleichung beschreiben 

(8) mi5.«Ä.^,,p. 

Schwingt also ein Massenpunkt geradlinig um eine Buhelage, jedoch 
in einem widerstehenden Mittel, das seine Schwingungen „dämpft'S 
so lautet seine Bewegungsgleichung, wenn der Quotient HJm mit h 
bezeichnet wird. 

Dementsprechend bezeichnet man allgemein jeden Vorgang, der 
durch eine Differentialgleichung von der Form dargestellt werden kann 

(6) g. + k^ + a>8^0, 

als eine gedämpfte Schwingung; die Größe h nennt man die Dämp- 
fungskonstante. Es ist klar, daß die ungedämpfte, in den früheren 
Abschnitten behandelte rein harmonische Schwingung nur einen Spezial- 
fall der gedämpften darstellt, der eintritt, wenn die Dämpfungskonstante 
verschwindet. 

Es entsteht nun die Frage, wie ein Vorgang verläuft, der durch 
eine Gleichung von der Form der 61. 6 beschrieben wird, in der wir eben- 
falls eine homogene lineare Differentialgleichung von der zweiten 
Ordnung erkennepa. Man gewinnt, wie ohne weiteres klar ist, ein parti- 
kuläres Integral dieser Gleichung, wenn man 

(6) 8^e^* 

setzt, wofern X der quadratischen Gleichung genügt 

(7) X^ + hX + a^^O . 
Die Wurzel dieser Gleichung ist 

(8) A--.|±j/^-a«. 

* Für größere Geschwindigkeiten ist, wie die Erfahrung zeigt, die Reibungskraft 
dem Quadrate der Geschwindigkeit gleichzusetzen. ^ 
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Nennt man die beiden Werte, die Bioh demnach fär Jl ergeben, i^ nnd jt^ 
so ist die allgemeine Lösung, die ja nur zwei unbestimmte Kon^ 
stauten enthält, 

(9) 8^(\e^* + C^€^K 

Wenn nun Jli^2a ist, wenn also die Dämpfung hinreidiend 
stark ist, so sind A^ und X^ reell, und da der Wurzelausdruok in seinem 
absoluten Betrage jedenfalls kleiner als k/2 ist, so sind auch Xi und ^ 
unbedingt negativ. In diesem Falle erscheinen also in der Losung keine 
trigonometrischen Funktionen; der Vorgang verläuft in diesem Falle 
(auf den hier nicht näher eingegangen zu werden braucht) aperiodisch, 
er stellt also keine Schwingung dar. 

Ist hingegen h<2a, so wird der Wurzelausdruck in GL 8 ima- 
ginär und A also komplex. Setzt man zur Abkürzung 

(10) a»--f-/J», 
SO wird also 

(11) i — ^±iß. 

Aus Ol. 9 ergibt sich somit ffir 8 der Wert 

(12) 5-e 2 [C^e'/^'+Cje-«^']. 

Wenn man nun den Ausdruck e*^* nach der Moivbb sehen Formel in 
einen reellen und einen imaginären Teil spaltet, so muß (nach § fil) 
jeder Teil für sich (bei Weglassung des Faktors i) ein partikuläres Integral 
darstellen. Man erhält denmach, wenn man 

C^ + C^^G 



und 



Ol ~ C, = fl 



setzt, die allgemeine Lösung der 61. 6 in der zwei willkürliche Kon- 
stauten enthaltenden Form 

(18) 5«e 2 [öcos(/9<) + Ä^8in(/S0]• 

Setzt man wiederum 

G = i4 sin c , • 

H = Acos e , 
so wird nach der Formel für den Sinus einer Winkelsumme 

(14) S^Ae 2 ün{ßi + B). 

Die Phasenkonstante 6 verschwindet, falls die Zeit von dem Augen- 
blicke an gezählt wird, in dem 8 Null, d8/dt jedoch positiv ist; in diesem 
besonderen Falle nimmt Gl. 14 die einfachere Form an 

(15) S^Ae ^ sm{ßt). 
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Denkt man sich also eine ungedämpfte Schwingung von der Periode 2«//? 
und der Amplitude A, so kann man für jeden Augenblick den Wert von 
S bei der gedämpften Schwingung erhalten, wenn man den Schwingimge- 
auBschlag, den in demselben Augenblicke die ungedämpfte Schwingung 

aufweist, in dem Verhältnisse 1 :e* verkleinert. (Vgl. Kg. 87, wo die 
Ordinate S als Funktion der Abszisse i dargestellt ist. Die punktierte 



..•^-^ 




Xv_<, 



Pig.87. 



Kurve bedeutet die ungedämpfte Schwingung von der Periode 2^//}, die 
ausgezogene die gedämpfte, die gestrichene zeigt den Verlauf von S, 
wenn fc > 2d ist, der Vorgang also aperiodisch verläuft.) 

Wie bei einer img^oämpften Schwingung ist auch bei einer ge* 
däinpftai die Schwingungsdauer stets dieselbe; auch die gedämpfte 
Schwingung verläuft, wie man sagt, isochron. Wohl wird die Ampli- 
tude imfner kleiner; dafür verringert sich aber auch die Geschwindigkeit, 
mit der die immer kleiner werdenden Schwingungen erfolgen. Die Schwin- 
gungsdauer ist gleich ' ^ 



v/--f 



Sie erscheint also gegenüber der Periode 27i:/a, mit der bei gleichem 
Werte von a eine ungedämpfte Schwingung erfolgen würde, vergrößert, 
und zwar wird die Schwingung um so mehr verlangsamt, je stärker 
die Dämpfung ist. 

Die Amplitude verringert sich von Schwingung zu ^ Schwingung 



^ei-- • - ^' 



im VerbSltnis 1:«^ . Das Produkt 

(17) ■Ir-.r , 

bezeichnet man als das logarithmische Dekrement der Schwingung, 
weil die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander folgender größter 
Ausschläge gleich c ist. Umgekehrt kann man durch Beobachtung des 
Unterschiedes zweier aufeinander folgender größter Ausschläge die 
Dämpfungskonstante h ermitteln.' 



' Eb ist zu beachten (worauf hier nicht nfther eingegangen werden soll), daß 
der Augenblick des größten Schwingungsansscblages (falls • » ist) nicht genau 
der Phase 9r/2, sondern einer etwas kleineren I^ase entspricht; die Verschiebung ist 
um so größer, je stärker die Dämpfung ist. 
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Aus den Betrachtungen des § 52 folgt ohne weiteres, daB die vekto- 
rielle Differentialgleichung 

(18) 4f- + *^ + «'»-0 

ihre allgemeine Lösung in der zwei wiUkfirliche vektorielle Konstanten <B 
und ^ enthaltenden Gleichung hat 

(19) ö-CSr^ cos{ßt) + ^e''^'mn{ßi), 

wodurch eine gedftmpfte elliptische Schwingung dargestellt ist. 

§ 64. Bio enwuigeiie Sehwingoiig: 

Für mehrere Zweige der Physik sind die Erscheinungen von grofier 
Bedeutung, die auftreten, wenn ein bestimmter Schwingungsvorgang 
durch einen anderen ebenfalls periodisch verlaufenden Vorgatlg 
beeinflußt wird. Ein besonders einfacher Eall solcher Art liegt vor, 
wenn auf einen um eine Buhelage linear schwingenden materiellen Punkt 
eine Kraft einwirkt, die selbst wiederum eine periodische Funktion der 
Zeit ist. Ist im besonderen der zeitliche Verlauf der Kraft durch eine 
Sinusfunktion, also durch die Formel darstellbar 

(1) K^K^axi(pt), 

so lautet dann die BewegungsgUichung des materiellen Punktes, wenn der 
Quotient JT^/ifi mit P bezeichnet wird, 

(2) 4^ + A4^ + a«*-P8m(p/), 

(Hierbei soll gleich der allgemeine Fall betrachtet werden, daß die 
Schwingung gedämpft sei; die Formeln, die sich ergeben werden, gelten 
natürlich auch für die ungedämpfte Schwingung, wenn k gleich Null 
gesetzt wird.) 

Im allgemeinen ist somit jeder sinusförmige Schwingungsvorgang, 
der durch eine äußere Ursache beeinflußt wird, deren Größe ylbst 
wieder eine harmonische Funktion der Zeit ist, durch eine Gleichung 
von der Form darstellbar 

4er willkürliche Nullpunkt der Zeit ist hierbei so festgesetzt, daß für ihn 
Psin{pt) verschwindet, der zeitliche Differentialquotient hiervon jedoch 
positiv ist. Um die Eigenschaften einer solchen von einer periodischen 
äußeren Ursache beeinflußten Schwingung zu erkennen, ist es nur not* 
wendig, das vollständige Integral der Gl. 8 zu finden; diese stellt ebenso 
wie die Differentialgleichung der freien harmonischen Schwingung eine 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten dar, ist jedoch im Gegensatz zu ihr nicht homogen^ 
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da das Glied auf der reobten Seite die unbekannte Funktion 8 niobt . 
entb&lt. 

Die Integration der Ol. 8 Iftfit sieb aber nun auf die Integration 
einer bomogenen Differentialgleiobung zurückfübren, deren linke 
Seite mit der linken Seite der GL 8 fibereinstimmt, deren recbte Seite 
jedoob Null ist, die also die Form bat \. 

(4) *^ + A*S. + ..«.0. 

Nebmen wir nftmliob an, Si und 8^ seien irgendwelche partikuläre 
Integrale der inbomogenen GL 8, dazm mfissen ffir jede beliebige Zeit 
die Oleicbungen erffillt sein 

&)foIgedeBsen mnä auch ffir jede beliebige Zeit die Oleicbtmg erffillt 
gein, die aioh doroh Snbtraktion der beiden 61. 5 voneinander ei^ibt, 
nimlicb 

(«) ^{8^''8,) + k±{8,-8,) + a^{8,-a;i^0. 

Der Ausdruck {8i — 8^ stellt demnacb ein Integral drr bomogenen 
Differentialgleichung (4) dar. Umgekehrt gilt der ffir die folgende Be* 
trachtung wichtige Satz: Sind ein partikuläres Integral der inbomogenen 
Gleichung und fiberdies ein partikuläres Integral der bomogenen Glei- 
chung bekannt, so stellt die Summe dieser beiden Größen ebenfalls 
ein Integral der inbomogenen Differentialgleichung dar. 

Andererseits sind nur zwei willkfirliche Integrationskonstanten 
notwendig, um die allgemeine Lösung der homogenen GL 4 stets den 
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen anpassen zu können. Nun ist 
die allgemeine Lösung der bomogenen GL 4 

(7) 8'^e^^ Amk{ßi + $) 
(GL 14 des § 68, wobei 

ist). Da diese Lösung bereits zwei willkfirliche Integrationskonstanten, 
nämlich A und e enthält, sp genfigt es also vollkommen, ein einziges 
partikuläres Integral der inbomogenen Differentialgleichung 
zu finden; ist dieses 8'\ so stellt nach dem frfiber Gesagten die Summe 

(8) 8 ^8' + 8" 

die allgemeine vollständige Lösung der inhomogenen Gl. 8 dar. 
Die in dem partikulären Integral 8" auftretenden Eonstanten dfirfen 
dabei natfirlicb nicht mehr als willkürlich angesehen werden, sondern 
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Betzt man die Werte aus den Gl. 10 und 11 in die GL 9. ejn, so nimmt 
diese die Fonn an 



mässen durch die Konstanten k^ a und p derart ausgedrückt werden, daB 
eben die Summe (S' + S'O d^^ Gl. 8 genügt. 

Man kann nun den naheliegenden Versuch machen, als partikuläres 
Integral S'^ probeweise eine harmonisch mit derselben Periode wie 
die äußere Ursache schwingende Größe anzusetzen; man hätte dann 
zu setzen 
(9) a:'^Bsm(pt + d) , 

wobei die Schwingungsweite B und die Phasenkonstante d erst zu be? 

stimmende Konstanten sind. Durch Differentiation nach der 2Seit ergibt 

sich danii , ' ' ' 

j fl " 

l ^"-p'SOnipi+g),. 

Andererseits kann man die rechte Seite der Gl. 3 itiittels der Identität 
umformen - . . ' 

(11) 6m{p t) wm Bin[{pt + S) ^ S] ■■ sin(pt+ 8) cos 8 ^ cos{pt+ S)Bm8. 

leerte aus den Gl. 10 und 11 in die GL I 
an 

{ \ +cos{pt + d)[kpB + Psin6]-^0 . 

Soll aber nun die Funktion S^', die probeweise als Litegral d^ 
inhomogenen Differentialgleichung angenommen wurde, tatsächlich 
ein Integral dieser Gleichung darstellen, dann muß die Gl. 12, die sich 
durch Einsetzen des Wertes von S" in die Differentialgleichung ergibt, 
für jeden beliebigen Wert der unabhängigen Veränderlichen t erfüllt 
sein. Sie muß sowohl für einen Wert ^ gelten, für den 

(18) .p^ + Ä = 0, 

als auch für einen Wert t^, für den 

(14) Pt, + 9^T 

wird. Setzt man nun in der Gl. 12 t gleich ti, so ergibt sich aus der 
Gleichung, daß der Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer verschwinden 
muß. Setzt man in der Gl. 12 hingegen t gleich ^, so folgt, daß der 
Ausdruck in der ersten eckigen Klammer Null werden muß. Die . GL 12 
kann somit nur dann für alle Zeiten erfüllt sein, wenn jeder der Aus* 
drücke in den beiden eckigen Klammem der GL 12 für sich verschwindet. 
Es müssen also die Beziehungen gelten 

f..y J B(a«-p«)»Pcosa 

^ ^^ t fcpB"» -Psin«. 
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Ans diesen beiden Gleichungen lassen sich die beiden bisher noch nn- 
bestimmt gelassenen Konstanten R und 6 stets bestimmen, so daß die 
I»:obeweise als Lösung angenommene Funktion 8" in der Tat ein parti« 
kol&res Integral der inhomogenen Differentialgleichmig darstellt, wenn 
'man fär 6 mid B die Werte einsetzt, die sich aas den Gl. 16 ergeben; 
es ist 

(16) i.arctgp^, 
und da 

(17) mnim ^ Hf^ , ^ ^y 

ist, ergibt sieh ifir die Konstante B der Wert 



|/(pi-«y + 4ipi 



Die allgemeinste Lösung der nicht homogenen Difterentialgleiehung 
lautet somit nach OL 7, 8 und 9 

(18) 8 mm e""^* Asinißt + $)'i' Bmi(pi+ S). 

Der Vorgang, der durch die inhomogene Differentialgleichung be- 
schrieben wird, setst sich also aus swei Schwingungen susammen. 
Die eine ist eine abklingende Schwingung, deren Konstanten A und b 
durch die Anfangswerte rar Zeit < « gegeben sind. Sie gebt so vor 
sich, als ob eine ftufiere Ursache gar nicht ^ vorhanden wäre und wird 
darum als Eigeinschwingung bezeichnet. Die zweite Schwingung 
lagert sich über die allm&hlich abklingende Eigenschwingung und er« 
folgt mit der Periode der ftuBeren Ursache oder, wie man auch 
sagt, mit der Periode der anregenden Schwingung« Sie wird darum 
als erzwungene Schwingung bezeichnet. Sie ist trotz der vorhandenen 
Dämpfung ungedämpft (solange die äußere Ursache ebenfalls har- 
monisch schwingt), so daB also stets nach hinreichend großer Zeit die 
anfänglich vorhandene Eigenschwingung völlig unmerklich wird und 
nur mehr die erzwungene Schwingung beobachtbar bleibt. 

Die Formeln, die für die erzwungene Schwingung gelten, gewinnen 
an Übersichtlichkeit, wenn man an Stelle der Konstanten p und a die 
'Eigenschwingungszahl (für den Fall verschwindender Dämpfung) und die 
Schwingungszahl, mit der die erzwungene Schwingung vor sich geht, 
einföhrt. Nennt man jene i^o, so ist (nadh Gl. 2 des § 51, da ja die 
Sohwingungszahl der reziproke Wert der »hwingungsdauer ist) 

(20) a=^2ntg 

imd 

(81) p=»2«r . / 

Hieraus folgt 
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(22) ^-ard^^^^^i!^ 

und 

(28) JB « ^ 



AuB 61. 23 erkennt man, daß die Amplitude der erzwungenen 
Schwingung der Amplitude der anregenden Schwingung direkt propor- 
tional ist und daß sie bei gegebenen Werten vpn k und P und bd 
schwacher Dämpfung ihren größten Wert dann erreicht, wenn v gleich % 
wird, wenn also die Periode der anregenden Schwingung mit der der 
Eigenschwingung übereinstimmt« (Bei starker D&mpfung tritt das 
Maximum nicht auf, wenn, v gleich v^ ist, sondern für eijie etwas kle^n^»« 
Schwingungszahl). Das starke Anwachsen der Amplitude für ddi Fäll, 
daß f gleich oder nahezu gleich i^o wird, bezeichnet man als Beson^ni 
oder Mitschwingen. Die Amplitude des Mitschwingens wird um so 
größer, je. kleiner die Dämpfung ist, und wird der Theorie zufolge, pogar 
unendlich, wenn U gleich Null ist. Die Fhasjenverschiebung der er- 
zwungenen Schwingung gegenüber der anregenden wird, wie OL 22 
zeigt, um so größer, je geringer der Unterschi^ zwischen v und p^ ial^ 
für den Fall vollkommener Besonanz wird sie gleich n/2 oder einer 
Viertelperiode; sonst ist die Phasenverschiebung um so 'größer, je 
stärker die Dämpfung ist. . ^ 

§ 66. Die ebene Welle. 

In vetschiedenen (Jebieten der Physik gibt es eine Art von Vor- 
gängen, bei denen ein eigentümlicher Zusammenhang besteht zwiseh^ 
dem zeitliphen Verlaufe von Zustands&nderungen an einer 
und derselben Stelle und der koniinuierlichen räumlichen An- 
einanderreihung verschiedener Zustände längs einer von dem Punkte 
aus. gezogenen Geraden in ^inem und demselben Augenblick. 
Um diesen Zusammenhang zu beschreiben^ wollen wir zunächst einen 
einfachen Spezialfall betrachten. 

Vergleichen wir in diesem besondereii Falle miteinander die ^- 
stände, die längs einer von dem Punkte aus gezogenen Geraden 
in einem und demselben Augenblick zur Zeit (^ gleichzeitig vorhanden 
sind, so finden wir in einer bestimmten Entfernung, die gleicb sd 
V Längeneinheiten, einen Zustand, der gleich ist demjenigen, der im 
Punkte eine Zeiteinheit vor der ZMt t^ bestand ; in einer Entfernung, 
die gleich ist 2 v Längeneinheiten, finden wir einen Zustand gldch dem- 
jenigen, der im Punkte zwei ZeiteiiJieiten vor der Zeitig vorhanden 
war, usw. Ganz allgemein entspricht also der Zustand, der zur Zeii t$ 
in einer Entfernung x vom Punkte vorhanden ist, demjenigen Zu- 
stande, der im Punkte zur Zeit fi^ — ^| bestanden hat. Den , Zu- 
stand, der im Punkte zu einer bestimmten Zeit vorhanden ist, find» 
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wir demnach eine Zeiteinheit später in einem Punkte wieder, der von 
um V Längeneinheiten entfernt ist, usf. Man kann daher auch sagen, 
daß sich der Zustand von dem Funkte längs der Geraden mit einer 
Geschwindigkeit v fortpflanze oder ausbreite. 

Man nennt eine derartige Ausbreitung ein^s Zustandes eine fort- 
schreitende ebene Welle („eben" aus einem Grunde, der später 
ersichtlich werden wird) und bezeichnet die Größe v als die Fortpflan- 
sungsgeschwindigkeit der Welle. Die Bichtung der Geraden, in 
der der besprochene Zusammenhang besteht, nennt man die Fort- 
pflanzungsrichtung der Welle. 

Wir nehmen nun an, daß die veränderliche Zustandsgröße durch 
einen Skalar S darstellbar sei (der allgemeinere Fall, daß der Zustand 
durch eine Vektorgröße bestimmt sei, läßt sich auf diesen einfacheren 
Fall dann leicbC zurückführen). Der Verlauf der Zustandsänderung im 
Punkte Möge durch eine Gfeichung beschrieben werden von der Form 

(1) S»9(0. 

wobei ip{t) eine ganz beliebige (jedoch stetige und differentiierbare) 
Funktion der Zeit sei. Da jeder Zustand im Punkte P, der von dem 
Punkte um eine Strecke x entfernt ist, um x/v Zeiteinheiten später 
eintritt als im Punkte 0,ast dann der Verlauf der Zustandsänderungen 
in dem beliebigen Punkte P durch die Gleichung dargestellt 

(2) S-9(«--f)- 

Gl. 2 stellt 4en allgemeinen Ausdruck für eine ebene Welle dar, die 
von dem Punkte aus fortschreitet. Wenn hingegen die Welle auf 
den Punkt zuschreitet, dann ist ein Zustand, der in dem Punkte 
zur Zeit Iq eintritt, in dem Punkte P, der von dem Punkte die Ent- 
fernung X hat, bereits um x/v Zeiteinheiten früher eingetreten. Der 
Zustand im Punkte P zur Zeit Iq entspricht somit demjenigen, der im 

Punkte erst zur Zeit iL + — | vorhanden sein wird. Die Zustands- 
änderung im Punkte P ist somit, wenn die Welle auf den Punkt 
sus(direitet, durch die Gleichung beschrieben 

(8) s^<p[t+^y 

Bisher haben wir nur den speziellen Fall betrachtet, daß der Zu- 
stand im Punkte P z^r Zeit iL 7 — ] gleich sei dem Zustande, der 

im Punkte zur Zeit t^ besteht. Im allgemeinen braucht jedoch das 
Verhältnis dieser beiden Größen nicht eins zu sein, sondern kann 
selbst wiederum zwar unabhängig von der Zeit, jedoch eine bestimmte 
Funktion von x sein. Den allgemeinen Ausdruck für eine Welle stellt 
demnach eine Gleichung von der Form dar 

(4) «-V(«).?>(<Tf)- 
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Ist im besonderen 

(6) ii,{x)^e-^'t 

wobei a eine Konstante ist, so sagt man, daß eine Absorption der 
ebenen Welle stattfinde. Ist fp{x) gleich Eins, so haben wir es mit 
^dem früher besprochenen Falle einer absorptionsfreien ebenen Welle 
zu tun. 

Ein sehr wichtiger Spezialfall liegt nun vor, wenn die Punktion q>{t) 
periodisch ist und wenn im besonderen durch die bisher unbestimmt 
gelassene, beliebige Funktion q>{t) eine harmonische Schwingung 
dargestellt wird. Dann ist (nach 61. 8 des § 60) 

(6) 9(r-^8m(l^+«). 

Hat ^ (t) diese Form, dann wird die Welle, die man in diesem FtkUe als 
harmonische Welle oder auch als Sinuswelle bezeichnet, (faÜ8 sie 
überdies eben ist) durch die Qleidiung beschrieben 

(7) ' s-^am[^(«T^) + .]. 

Hierbei gilt das negative oder das positive Vorzeichen, je nachdem, ob 
die Welle zu dem Funkte, von dem aus die Entfernung x gemessen 
wird, fort oder aber zu ihm hin schreitet. 

Da an der Stelle derselbe Zustand — und zwar in demselben 
Änderungssinn* — in Perioden von der Dauer t wiederkehrt, so 
muß sich auch in einem und demselben Augenblicke längs der Fbrt- 
pflanzungsrichtung der Welle derselbe Zustand in regelmäßigen Ab- 
ständen von einer Länge wiederholen, die derjenigen gleich ist, um 
die sich die Welle in der Zeit t fortpflanzt. Nennt man diese Länge jl, 
so muß sie also mit der Größe r durch die Beziehung verknüpft sein 

(8) A = t?r, 

oder auch, wenn man die Schwingungszahl t einführt, die ja dem rezi- 
proken Werte von t gleich ist, 

(9) v^kr. 

Die Größe X bezeichnet man als die Wellenlänge. Gl. 7 kann somit 
auch in der Form geschrieben werden 

(10) S-J8in[2ii(4-T-x).HT)].. 

Betrachtet man nur eine einzige Welle, so kann man durch geeignete 
Festsetzui^ des Nullpunktes der Zeit die Phasenkonstante e stets aom 
Verschwinden bringen. 

^ D. h. abgesehen dayon, daß 8 dentelben Wert Jiat, muß auch d8/di da«elba 
Voneiohen habäi. 
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Treffen hingegen^ in einem Punkte zwei Wellen zusammen, die 
Ton verschiedenen Punkten 0^ und 0, kommen, wobei OiP gleich ar^ 
und 0|P gleich 2s sei, so werden die beiden Wellen auch dann, wenn 
ihre Phasenkonstanten gleich sind, dennoch im Punkte P im allgemeinen 
verschiedene Phase besitz^en, und zwar wird bei Gleichheit der 
Phasenkonstanten der Phasenünterschied gleich sein 

(11) a«2jr-5i^. 

Die Größe 9 wird also dann gleich einem ganzen Vielfachen von 2n 
sein, der Phasenunterschied also dann verschwinden, wenn die Diffe- 
tenz x^-^-Xi, die man als den Gangunterschied der beiden Wellen 
bezeichnet, ein ganzzahliges Vielfaches einer Wellenlänge beträgt. Bii 
einem Gangunterschied, der gleich ist einem ungeraden Vielfachen einer 
halben Wellenlänge, ist der Phasenunterschied gleich n; die Schwin- 
gungen d^r beiden Wellen sind also dann im Punkte P einander ent- 
gegengesetzt. 

Ebenso wie Schwingungen lassen sich natürlich auch Wellen zu - 
fiammensetzen und zerlegen. Von besonderem Interesse ist nun 
die Erscheinung, die durch Snperposition zweier Wellen von gleicher 
Amplitude, Periode und Phase entsteht, deren eine jedoch auf einen 
Punkt zukommt, während die andere von demselben Punkte aus fort- 
schreitet. Die resultierende Welle ist dann durch die Gleichung be- 
stimmt 

(12) S-y<8m[2«(-l--f-)]+48in[2«(-J- + -f)]. 

Da aber nach einer bekannten goniometrischen Formel 
(18) sin(a-/?)+8in(a + i8) =2sina.cos/J 

ist, so kann man Gl. 12 auch in der Form schreiben 

(14) 'S„24c08ip.8inl^. 

Durch Snperposition der beiden Wellen ergibt sich also ein Schwin- 
gungszustand, bei dem in jedem Augenblick an allen Orten die Schwin- 
gung die gleiche Phase hat; für ^ = 0, t/2, t, 8t/2 usw. verschwindet 
8 überall. Was an den verschiedenen Orten zu derselben Zeit ver- 
schieden ist, ist nicht wie bei dejc tortschreitenden Welle die Phase, 
sondern die Amplitude der Schwingung, die in der Geraden, längs 
deren sich die beiden Einzelwellen fortpflanzen, eine periodische Ver- 
schiedenheit aufweist. In Abständen von einer halben Wellen- 
länge gibt es nämlich Stellen, für die, unabhängig von der Zeit, 

ist. An diesen Stellen, in denen also x ein ungerades Vielfaches einer 
Viertelwellenlänge ist (« «= X/4, 8A/4, SX/A usw.), ist S demnach stets 
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Null. An diesen Stellen unterbleibt überhaupt jede Schwingung; man 
bezeichnet sie darum als Sohwingungs knoten. Zwischen ihnen liegm 
Stellen, für die x gleich ist einem Vielfachen einer halben WellenUnga 
[x = 0, A/2, A, SA/2, 2A usw.) und für die daher 

ist. An diesen Stellen ist in jedem Augenblicke der Ausschlag (in seiner 
Abhängigkeit vom Orte imd hinsichtlich seines absoluten Betrages) ein 
Maximum; diese Stellen bezeichnet man als Schwingungsb&uche. 
Der größte Ausschlag, der in den Schwingungsbäuohen in Perioden 
von der Dauer t/2 abwechselnd nach beiden Seiten eintritt, ist sa- 
folge Ol. 14 doppelt so groß wie die Amplitude der beiden Binzelwellen. 
I .Die besondere Art von Wellen, die durch 61. 14 beschrieben wird» 
nennt man stehende Wellen. Bei ihnen ist also in einem bestimmten 
Augenblicke (*= 0) S überall gleich Null. Dann wird 8 in der Entfernung 

zwischen x= und x^ XJi positiv, hin- 
gegen zwischen x=X/4: und a^»SA/4 
negativ und so fort, w&hrend 8 für 
X s= A/4 und x « SA/4 selbst st&ndig 
Null bleibt (Fig. 88). Zu der Zeit 
t =3 t/4 ist überall ein Maximum des 
Ausschlages erreicht. Dann wird der 
absolute Betrag von 8 wieder kleiner, bis zur Zeit <=t/2 der Wert von 8 
wiederum überall gleiöh Null ist. Hernach wird 8 zwischen x^Q und 
a;=A/4 sowie zwischen x=s8A/4und x^bXji negativ, zwischen x^X/4 
und X = 8A/4 hingegen positiv, und zur Zeit t « 8t/4 ist der Aus- 
schlag wiederum überall am größten, jedoch überall entgegengesetzt 
wie zur Zeit i = t/4. Dann nimmt der Betrag des Ausschlages wied» 
ab, und zur Zeit t = t ist 8 wiederum überall gleich Null. 

Was die Differentialgleichung einer ebenen Weile betrifft, 
so erkennt man aus 61. 10, daß (in Analogie zu der Differentialgleiohui^ 
der harmonischen Schwingung, 61. 1 des § 61) der zweite Differential- 
quotient von 8 stets mit entgegengesetztem Vorzeichen proportional 
ist 8 selbst, wenn man jetzt nur eine bestimmte Stelle betrachtet, x 
also als konstant ansieht. Es ist 




Fig. 88. 



(15) 

Andererseits ist aber auch 

(16) 



6^8 

drs 



4iv* 



4i»« 



Durch Kombination der 61. 15 und 16 ergibt sich somit, wenn man 
den Quotienten A/t (der nach Ol. 8 gleich • ist) mit n bezeichnet, die 
wichtige Beziehung 



(17) 



dt* 



a«* 
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§ 56: Die KugeltixUe. 24T 

Umgekehrt folgt aus den bisherigen Betrachtungen, daß jede par- 
tielle Differentialgleichung von der Form der/Gl. 17 eine partikulare 
Lösung in der Form besitzt 

(18) S-if8in[^(<Tv-) + «]; 
* , -. 

Man erkennt indessen leicht, daß auch die durch die Ol. 2 und 8 be- 
stimmten Funktionen der OL 17 gexiügen. In der Tat ist die all- 
gemeinste Lösung der partiellen Differentialgleichung (17) durch den i 
Ausdruck gegeben 

(19) s~C^'9,(t^^) + C,'ip,(i+^), 

'wobei (pi und (p^ zwei ganz beliebige Funktionen, Ci und C, zwei will- 
kürliche Konstanten sind.* 

Die wichtige partielle Differentialgleichung (17) pflegt man als die 
Differentialgleichung der schwingenden Saite zu bezeichnen, 
weil (worauf hier nicht näher eingegangen werden kann) sie fü^ die 
elastischen Störungen gilt, die sich längs einer gespannten Saite fort- 
pflanzen. 

§ 66. Die Kugelwelle. 

Mit der sogenannten Differentialgleichung der schwingenden Saite 
ist eine andere partielle Differentialgleichung nahe verwandt, die 
in Terschiedenen Zweigen der theoretischen Physik eine große Bolle 
spielt; sie hat die Form . 

(1) If^«*-^^- 

um eine partikulare Lösung dieser Differentialgleichung zu 
finden, betrachten wir in dem Oebiete, innerhalb dessen sie erfüllt ist, 
den ganz beliebigen Funkt und denken uns nun durch ihn als Ur- 
sprung ein rechtwinkliges Koordinatensystem gelegt; die Entfeniung, 
die ein beliebiger, anderer Punkt von dem Punkte habe, werde r ge- 
nannt. Dann ist (zufolge Ol. 2 u. 8 des § 85) 



(2) 




JS 


S*8 


+ «•« + 


a»5 
dt* 


sowie 












(8) 
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= «» 


+ !/• + *• 
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wiedenun fo^t 
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dr 
dx " 


-f , usw. 





2jft 
' Setzt niaa ipi{i) tmt (p^{Jt)^ sin und Ci^ C^, so ergibt sich eine harmo- 

nifcb« stellende Welle, die natürlich saoh eine partikulare Läsiing der allgemeinen 
DiflerentialgleidraDg danteilt. In diesem Zusammenhange sei nur ganz kurz auf 
einen wichtigen Satz von Foubixb hingewiesen, demzufolge jede beliebige Wellen - 
form dvreh Superposition einer Reihe- Ten Sinuswellen dargestellt werden 
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Nun ist 

^ 6lS^ djl^ dr 88 ^ < 

^^ 8a? "■ dr * da? "TT f 

und somit 

Nach Ol. 5 ist aber 

.m e (d8\ a«5 « 

Andererseits isl , 

/Q\ a / x\ 1 « ar 

Ol. 6 nimmt somit bei Benutzung der Ol. 7 und 8 die Form an 

f^s f a«s a«Ä «• , a^sr /i «m 

(9) -ai*-a7är-7«- + -a7lT-1^)- 

Bildet man- die analogen Oleichungen nun aueh fär d^8/dy^ and 
d^Sjdz^ und addiert man dann alle drei Oleichungen, so findet man 
(bei Benutzung von Ol. 8) 

(10) js.|:|+i4|.. 

Nun ist andererseits 

(U) . '-^-S + r4f 

tind somit 

(12) -?;i--2-«r+'7^* 

61. 10 läßt sich daher auch in der Eorm schreiben 

(18) ^S-T^' 

und da f Ton t unabhängig ist, kann man der OL 1 auch die Gestalt 
geben >- 

Setzen wir nun aber (r ä) gleich 17, so erkennen wir in OL 14 die so- 
genannte Differentialgleichung der schwingenden Saite (Ol. 17 des § 55), 
nur daß eben jet^t an die Stelle von 8 die Oröße XJ und an die Stelle 
von X die Oröße r getreten ist und man somit jetzt jede beliebige, 
von dem Punkte in irgend welcher Bichtung ausgebende (Gerade als 
Fortpflanzungsrichtung einer Welle ansehen kann. Aus OL 18 des {66 
wissen wir aber, daß die OL 14 eine partikulare Lösung in der 
Form besitzt (die Phasenkonstante können wir ja weglassen) 



(16) u^A^[l^(t-^]\ 

oder 

(>•) . s->[¥('-t)]- 

Google 
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Im Ealle der Qültigkeit dieser partikularen Lösung kann sich also 
Ton jedem beliebig gewählten Punkte aus eine ^elle derart 
gleiohm&fiig nach allen Bichtnngen mit der Geschwindigkeit h 
fortpOaiUBen, daB zwar an jeder Stelle der Skalar S eine harmonische 
Sohwingimg ausführt, jedoch mit einer vom Orte abhängigen Ampli* 
tttde, die der Entfernung von dem Zentrum umgekehrt pro- 
portional ist. In allen Punkten, die einer um den Punkt beschriebenen 
Kugelfläohe angehören, ist in einem bestimmten Augenblicke der 
Wert Ton S der gleiche. Man nennt deshalb einen Vorgang von der 
Art, wie er durch Gl. 16 dargestellt ist, eine Kugelwelle. 

Betrachten wir von dem Gebiete, das zu einer Kugelwelle gehört, 
nur einen Teil, dessen lineare Dimensionen klein sind gegenüber der 
Entfernung dieses Teilgebietes von dem Zentrum der Kugelwelle, so 
können wir in diesem Gebiete die entsprechenden Stücke der Kugel* 
flächen als eben ansehen. Wir können dann mit einer beliebigen Stelle 
als Ursprung ein Koordinatensystem derart konstruieren, daß die x-Achse 
die Richtung des Kugelradius hat, die y-z-^hene also mit einem als 
eben anzusehenden Teile einer Kugelfläche zusammenfällt. Da auf der 
Kugelfläche der Wert von 8 für einen bestimmtejt Augenblick überall 
der gleiche ist, ist dann in bezug auf ein solches Koordinatensystem 

und somit 

(18) ^S-l^- 

Die Differentialgleichung (1) nimmt somit in diesem besonderen Falle 
die einfachere Form an 



Diese Gleichung ist aber nichts anderes als die Differentialgleichung 
einer ebenen Welle. Die ebenen Wellen, deren Name durch das zu- 
letzt Gesagte verständlich erscheint, stellen somit einen Spezialfall 
der Kugelwellen dar. 

Haben wir schließlich eine vektorielle Differentialgleichung 
von der Form 

(19) .^-«»J» 

(die drei skalaren Differentia^leichungen von der Form der Gl. 1 
äquivalent ist), so erkennen wir aus Gl. 2 und 8 des § 62, daß die 
Gl. 19 eine partikulare Lösung in der Form besitzen muß 

(«, «_J.„.[l:(,_^)]+A.i.[i:(,_i)]. 

Der Vektor S führt also an jeder. Stelle eine elliptische Schwingung 
au«, während der geometrische Ort aller Stellen^ die in einem und dem* 
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selben Augenblick den gleichen Schwingungszustand haben, also die 
sogenannte ^ellenfläche, wiederum kugelförmig ist- Die Gl. 19 hat 
also stets eine partikulare Lösung in einer mit der Gkschwindigfeeit x 
sich fortpflanzenden harmonischen Kugelwelle, die im besondereD 
auch eine ebene sein kann, und innerhalb deren die Schwingangen 
des Vektors im allgemeinen elliptischer Art sind. 

Diese theoretische Möglichkeit einer wellenförmigen Ausr 
breitung der Größe 93 ist stets vorhanden, wenn^die Differential- 
gleichung (19) erfüllt ist. 
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IX. Kapitel. 

Theorie des Lichtes. 

§ 67. Die Welleimatnr dei lichtei.^ 

Die geradlinige Ausbreitung des Lichtes» seine Beflexion 
und seine Brechung sind wohl Erscheinungen, die schon lange vor 
dem Beginne einer wissenschaftlichen Optik bekannt waren. Schon 
im Altertum wurde (ohne daß ein bestimmter Entdecker überliefert 
würde) die Gleichheit des Einfalls- und des Beflexionswinkels entdeckt, 
während das exakte Brechungsgesetz allerdings erst in der Mitte 
des 17. Jahrhunderts durch Snbllius aufgefunden wurde. 

Eine Fülle neuer optischer Phänomene lernten die Physiker in 
der zweiten Hälfte des 17. Jahrhunderts kennen. Grimaldi ent- 
deckte die Beugung des Lichtes, Bartholinus die Doppel- 
brechung, HooKB die Farben dünner Blättchen, Newton 
die Farbenringe und die Dispersion, Bobmer bestimmte zuerst 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes. Eine solche Fülle 
damals neu entdeckter Grunderscheinungen mußte die Physiker natür- 
lich auch zur Ausbildung bestimmter Vorstellungen über das Wesen 
des Lichtes anregen. 

Newton bildete, ohne sich eigentlich für eine bestimmte Hypo- 
these entscheiden zu wollen, eine optieijhe Emissionstheorie aus, 
die das Licht substantiell auffaßte und aus kleinsten Teilchen be- 
stehen ließ. Eine wichtige Stütze fand diese Anschauung jedenfalls in 
der geradlinigen Ausbreitung der Lichtstrahlen, die ohne weiteres auf 
die Trägheit der Lichtpartikehi zurückgeführt werden konnte. Beflexion 
und Brechung erklärte die Emissiopstheorie durch die Annahme von 
abstoßenden und anziehenden Kräften, die die gewöhnliche Materie 
auf die Lichtteilchen ausübe. Die Verschiedenheit der Farben führte 
die Emissionstheorie auf die verschiedene Größe der Lichtpärtikeln 
zurück (die roten sollten am größten, die violetten am kleinsten sein). 
Da die von der Materie auf die Lichtteilchen ausgeübten Kräfte aber 
offenbar von deren Größe abhängen müßten, so ließ sich durch diese 
Annahme auch eine Erklärung für die Dispersion des Lichtes gewinnen. 

^ TgL hierzu 0. Wixnsb, Entwicklung der Wellenlehre des Lichtes, im Bande 
»•FbjBik** des Sammelwerkea ^^\% JCultur der Gegenwart" (Leipzig 1915). 
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Sehr komplizierte Annahmen brauchte die Emissionstheorie, um die 
NswTONschen Farbenringe und die Farben dünner Blättchen zu er- 
klären, und besonders komplizierte waren notwendig, um auch die Er* 
scheinungen der Doppelbrechung deuten zu können. Aber inunerhin 
war eine Erklärung möglich auf Grund der wesentlichen ATinAhmA 
Nbwtons, daß längs eines Lichtstrahles gewisse Eigenschaften 
periodisch in gleichen Abständen wiederkehren, und zwar 
erkannte auch bereits Nbwton, dafi diese Abstände bei dem violetten 
Lichte am kürzesten, bei dem roten am längsten sein müßten. 

Nbwtons geniale Idee einer Periodizität des Lichtes berührte 
sich eng mit einer Theorie des Lichtes, die ungefähr gleichzeitig Huy- 
43BNB entwickelte. Huygbns, der Schöpfer der sogenannten Undu- 
lationstheorie (zu der sich übrigens erste Ansätze bereits vorher bei 
Grimaldi und bei Hookb fanden), fährte alle optischen Erscheinungen 
auf wellenförmige Bewegungen eines hypothetischen Äthers 
zurück, der als ungemein feines und elastisches Mittel das Weltall er- 
füllen, aber auch in dem Lineren der Körper enthalten sein soll. Die 
Lichtwellen dachte sich dabei Hutgbns longitudinal, gleich den 
Schallwellen der Luft. 

Die glänzendste Leistung der HuYOBNQschen Undulationstiieorie 
war die schöne und recht ungezwungene Erklärung, die sie für die Doppd- 
brechung zu geben vermochte. Die Erscheinungen der Beflexion und 
der Brechung konnte sie ganz gut veranschaulichen, wenn auch nicht 
erklären. Der Dispersion des Lichtes gegenüber versagte sie, ebenso 
gegenüber den NswroNschen Farbenringen, und völlig unerkUrlidi 
blieb ihr zunächst auch noch die geradlinige Ausbreitung des Lichtes. 
Erst im Beginne des 19. Jahrhunderts erneuerte Youno die mittler- 
weile fast ganz in Vergessenheit geratene Undulationstheorie von Hur- 
OBNB, indem er zugleich mittels des Superpositionsprinzipes die Nbwton* 
sehen Farbenringe in den ^reich der durch die Undulationstheorie 
erklärten Erscheinungen einbezog. Schließlich gelang es im Jahre 1815 
auch Frbbnbl, den scheinbaren Widerspruch zu lösen, der zwischen 
der Wellenhypothese und der geradlinigen Fortpflanzung des Lichtes 
besteht, und hierdurch zugleich auch eine Erklärung für die Beugungs- 
erscheinungen zu gewinnen. 

Wir wollen im folgenden, ohne uns die besonderen Anschauungen 
von Nbwton oder Huygbns zu eigen zu machen, ebenfalls annehmen, 
daß längs eines Lichtstrahles eine bestimmte Eigenschaft periodisch 
wiederkehre und sich in Kugel wellen, die im besonderen auch eben 
sein können, ausbreite. Der Einfachheit halber wollen wir zunächst 
annehmen, daß diese Eigenschaft durch einen Skalar S darstellbar 
sei, dem wir vorderhand gar keine besonderen Eigenschaften zuschreiben 
wollen. (Sollte es sich später herausstellen, daß die optischen Eigen- 
schaften durch einen Vektor dargestellt werden müssen, so wird sich 
ja dieser allgemeinere Fall leicht auf den spezielleren zurückführeu 
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lassen» da ja jede yektorielle Gleichung drei skalaren gleichwertig ist.) 
Nach Ol. 16 des § 66 ist dann zu, setzen 

(.j s.4*.[i:(,-r)]. 

wenn v die Geschwindigkeit des Lichtes in dem betreffenden Mittel 
und f die Entfernung von dem Zentrum der Kugelwelle ist. 

Da die Amplitude der Schwingung umgekehrt der Größe r pro- 
portional ist> andererseits aber die Intensität des Lichtes im um- 
gekehrt quadratischen Verhältnis zur Entfernung von der 
Lichtquelle abnimmt, so muß man aus Gl. 1 schließen, daß die 
Liohtintensität durch das Quadrat Aer Amplitude bestimmt ist. 

Ist im besonderen die Welle — wie wir im folgenden stets annehmen 
wollen — eben, so nimmt die GL 1 die Gestalt an 

(2) S'«^'«in[^(,--1)], 

wobei jetzt die Länge x in der Fortpflanzungsrichtung der Welle positiv 
zu rechnen ist. 

§ 68. SU Lit«iftrtiiz iM UehtM. 

Die Hypothese der wellenförmigen Ausbreitung des Lichtes fand 
eine 'wichtige Ergänzung durch das von Youmo im Jahre 1800 auf- 
gestellte Superpositionsprinzip, demzufolge der Ausschlag der Licht- 
schwingung bei gleichzeitigem Zusanmuentreffen von mehreren Licht- 
strahlen sich durch einfache Superposition der einzelnen Ausschläge 
ergeben soll. Wirken also zwei Lichtstrahlen von gleicher Periode zu- 
sammen, deren Ausschläge durch die Gleichungen bestimmt sind 

S..^,.u.(^{,-f)], 

'^.^*.[ii{f-f) + *], 

so ist nach dem Prinzipe von Younq der resultierende Ausschlag 
<2) S^S^+8i 

oder nach Gl. 1 

S-^«n[^(t--f)] + ^co8^,8ii»[li(«-^)] 

+ J,»ma.ooB[^(«--f)]. 
Setzt man zur Abkürzung 

so kann man S in der Form darstellen 

i4, s.ac«[ii(,-£.)]+H^[^(,_i)], 
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und man erkennt dann (durch einen Vergleich mit Gl. 6 des § 61), daß 
sich durch Superposition der beiden Strahlen wiederum eine harmo- 
nische Schwingung ergibt. • 

Ist im besonderen der Winkel d gleich Null oder einem beliebigen 
Vielfachen einer halben Peiiode, so verschwindet G, und die resultierende 
Amplitude, die A genannt werde, wird dann einfach gleich fl. Ist spesiell 
d ein gerades Vielfaches einer halben Periode, so wird cos d gleich +1 
und somit (nach Gl. 8) 

(5) A^A^+A^. 

Ist hingegen d gleich einem ungeraden Vielfaehen einer halben Periode, 
lio wird cos d gleich ( — 1) und somit 

(6) A^A^-A^. 

Ist im besonderen Ai gleich A^, d. h. haben die beiden Strahlen anBer 
gleicher Periode auch gleiche Amplitude, so wird A gleich Null. 
In diesem Falle zerstören also die beiden Strahlen einander völlig; es 
wird die Lichtintensität an der betreffenden Stelle Null (falls nicht 
überdies noch andere Strahlen einwirken). Durch Hinzufügung von 
Licht zu licht entsteht also in diesem Falle nach der Theorie Dunkel- 
heit. Man bezeichnet dieses Phänomen sowie alle komplizierteren, auf 
ihm beruhenden Erscheinungen (auf die hier nicht näher eingegMigen 
werden soll) als Interferenz des Lichtes. 

Damit jedoch zwei Lichtstrahlen miteinander interferieren, ist es 
unbedingt notwendig, daß durch eine Zeit, die hinreichend groß ist, 
um einen bestimmten Lichteindruck hervorzurufen, ihr Phasenunter- 
schied konstant sei. Lichtstrahlen, die diese Bedingung erfüllen, 
nennt man kohärent. Die Erfahrung zeigt nun, daß zwei von ver- 
schiedenen Lichtquellen stammende 
Strahlen nie kohärent sind. Frbsnbl 
wies deshalb die Interferenz des lichte 
nach, indem er eine natürliche Licht- 
quelle vor zwei, unter einem sehr ge- 
ringen Winkel gegeneinander geneigte 
Spiegel brachte. Die beiden, infolge der 
geringen Neigung einander sehr nahen 
Spiegelbilder (Fig. 89) verhalten sieh dann 
wie zwei verschiedene Lichtquellen, die 
jedoch kohärente Strahlen aussenden« In 
der Tat konnte) [Fbbskbl auf einem 
Schirme, den er vor den beiden Spiegeln aufstellte, bei Verwendung von 
einfarbigem Lichte deutliche schwarze Interferenzstreifen wahrr 
nehmen. Sie stellen die geometrischen Orte aller derjenigen Funkte 
auf dem Schirme dar, für die der Unterschied der Entfemung^i von 
den beiden Spiegelbildern ein bestimmtes ungerades Vielfaches einer 
halben Wellenlänge beträgt. 
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Mittels des Interferenzprinzipes konnte bereits auch Young seine 
bekannte Erklärung der NBWTONschen Parbenringe geben, indem 
er diese auf die wechselseitige Interferenz der lichtstrahlcn zurück- 
führte, die von der durch die Linse begrenzten Luftschicht und von 
der ebeQen Glasplatte zurückgeworfen werden (Fig. 40). Um die Tat- 
sache, zu erklaren, daß an der Stelle, wo die Linse die ebene Glasplatte 
berührt, im reflektierten einfarbigen Lichte Dunkelheit herrscht, mußte 
YouNO allerdings zu der ad hoc erfundenen Annahme greifen, daß 




Fi«. 40. 



bei der einen der beiden Reflexionen, und zwar bei der Reflexion an 
der Glasplatte, sich die Amplitude umkehre, mit anderen. Worten also, 
(Bjne halbe Wellenl&nge verloren gehe. Bei senkrechtem Ein- 
iail muß somit thmkelheit dann auftreten, wenn die Summe aus der 
doppelten (veränderlichen) Dicke der Luftschicht d und aus der bei der 
Reflexion an der Glasplatte verloren gegangenen halben Wellenlänge 
gleich ist einem imgeraden Vielfachen einer halben Wellenlänge, wenn also 



oder wenn 



2<J + T 



(2f+l)-f 



(7) 2d=^zX 

ist (wobei für z die Reihe der ganzen Zahlen einzusetzen ist). Nennt 
man den Radius der Linse B und den Halbmesser eines dunklen Ringes r, 
so ist (da^r die Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Hypote- 
nnsenabsohnitten 2 B — d und d darstellt) 

f««(2B-(i).d 
oder, wenn d klein ist gegenüber dem Durchmesser der Linse, 



2B 
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Es ist daher 

(8) '^\ 

Durch Abmessung der Badien der verschiedenen dunklen Bmge 
konnte somit Youno die Wellenlänge des angewandten Lichtee und 
damit auch seine Schwingungszahl berechnen. Er fand so» daß 
sich die Wellenlänge innerhalb des Spektrums kontinuierlich ändert, 
für das rote Licht ungefähr 0,8 /i, ffir das violette 0,8 /i beträgt.^ 
Dem entsprechen für das sichtbare Spektrum Frequen/ken zwischen 
400 und 800 Billionen in der Sekunde^ wobei natürlich das rote 
Licht verhältnismäßig am langsamsten, das violette am raschesten 
schwingt. Wie die Lichtintensität durch das Quadrat der Amplitude, 
ist also die Farbe durch die Schwingungszahl oder, was in einem 
und demselben Mittel aas gleiche ist, durch die Wellenlänge bestimmt. 

§ 69. Die TrantTersalität d«r LicktfolLWÜifunf«ii. 

Zu der Zeit, da durch Fbbsnbls Spiegelversuch die EnussicttHh 
theorie des Lichtes endgültig widerlegt erschien, waren die Physiker 
eben mit einer neuen Gruppe optischer Phänomene bekannt geworden, 
die man als Polarisationserscheinungen bezeichnet. In dem Be* 
streben, auch diese durch die Undulationstheorie zu erklären, suchte 
Fbbsnbl gemeinsam mit Abaoo nach den Wirkungen, die sich 
durch Interferenz des ordentlicben und des aufiexordentlichea Strahles 
in einem Kristall ergeben könnten. Zu ihrer großen Überraschung 
fanden aber nun die beiden Forscher, dafi sich die beiden Strahlen, in 
die sich ein Lichtstrahl infolge der Doppelbrechung spaltet, obwohl sie 
doch zweifellos kohärent sind, dennoch unter keinen Umständen 
zu vollständiger oder partieller Interferenz bringen lassen; die Oe- 
samtintensität erweist sich stets genau gleich^ der Summe der Intensi- 
täten der beiden Einzelstrahlen. 

Andererseits müßten aber Interferenzwirkungen unbedingt ein* 
treten, wenn die den optischen Zustand charakterisierende schwingende/ 
Größe (wie in § 67 einfach angenommen wurde) ein Skalar wäre; 
Interferenzen müßten aber auch dann wahrnehmbar sein, wenn diese 
schwingende Größe zwar ein Vektor ist, wenn jedoch die beiden 
Vektoren, die den optischen Zustand des ordentlichen und des außer- 
ordentlichen Strahles darstellen, Komponenten nach einer und der* 
selben Bichtung hätten. Die Gesamtintensität kann also nur dann 
stets der Summe der beiden Teilintensitäten gleich sein, wenn diese 
beiden Vektoren immer zueinander normal sind. 

Aus dem Ergebnisse der Versuche von Fbbsnbl und Abaoo sog 
darum schon im Jahre 1817 Youno den Schluß, daß die Licht- 



^ Ein /i (Mikron) iit der tausendote» ein ^ (HiUimikron) der miDiointe IUI 
eine« Millimeteni. 
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sobwingungen nicht, wie man bis dabin angenommen hatte, (gleich 
den Scballscbwingungen) longitudinaler, sondern transversaler Art 
seien, d. b. senkrecht zur Portpflanzungsricbtung des Lichtes 
erfolgen. Wir müssen daher — '- ohne daß wir uns die speziellen mecha- 
nistischen Vorstellungen von Yoünö^ zu eigen machen wollen — an- 
nehmen, daß die den optischen Zustand darstellende schwingende Größe 
ein Vektor sei, der jedoch stets auf der Fortpflanzungsrichtung des 
Lichtes senkrecht stehen muß. (Die für den ordentlichen und den außer- 
ordentlichen Lichtstrahl charakteristischen Vektoren müßten demnach 
in jedem Augenblicke untereinander und zu der — bei dem Versuche — 
gleichen Fortpflanzungsrichtung normal sein.) Ln allgemeinen werden 
wir annehmen müssen, daß die transversalen Schwingungen elliptisch 
seien ; in diesem allgemeinen Falle sind die beiden speziellen eingeschlossen, 
daß die Schwingungen zirkulär oder linear erfolgen. 

Es ist klar, daß, wenn die Schwingungen linear oder elliptisch sind, 
ein Lichtstrahl nach verschiedenen Seiten hin verschiedene 
Bigensohaften besitzen muß. Li dem besonderen Falle, daß die 
Schwingungen zirkulär sind, muß der Strahl wenigstens einen gewissen 
Umlaufssinn zeigen, der dem Gegensatze von rechts und links zirkulär 
schwingendem Lichte entspricht^ Solche seitliche Verschiedenheiten 
haben ,nun in der Tat die Physiker bereits vor der Aufstellung der 
YouKOSchen Trans versah tätshypothese beobachtet, jedoch nie an Licht- 
strahlen, die direkt von einer Lichtquelle kamen, sondern nur an solchem 
Jioht, das bereits irgend welchem optischen Prozesse unterworfen worden 
war. HuYOBNS entdeckte die seitliche Verschiedenheit an Strahlen, 
die durch einen Kalkspatkristall doppelt gebrochen waren, Malus 
im Jahre 1808 an Strahlen reflektierten , bald darauf auch an Strahlen 
(einfach) gebrochenen Lichtes.' 

Licht, das derartige seitliche Verschiedenheiten aufweist, die 
bei natürlichem, d. h. direkt von einer Lichtquelle kommenden Lichte 
nicht beobachtet werden können, bezeichnet man mit einem von Malus 
geschaffenen Ausdrucke als polarisiert, weil ja senkrecht zur Fort- 



^ YouHO dachte an mechanisohe, elastische Schwingungen des hypo- 
thetischen Äthers; für YovKO und Fbssnxl ist also der Vektor eine gerichtete Strecke, 
die die sogenannte Elongation aus der Gleichgewichtdage mifit. Sind die Schwin« 
gongen longitodinal, so ist die Richtung dieses Vektors (als mit der Strahlrichtung 
suBammeniallend) von vornherein gegeben, so daß dann die Elongation bereits durch 
einen Skalar vöUig bestimmt ist. 

' HüTGBNS zeigte, daß unter bestimmten Umstftnden der ordentliche und 
der außerordentliche Strahl, die bei der IX>ppelbrechung entstehen, ihrerseits — im 
Gegensatze zu natürlichen Lichtstrahlen — bei dem Durchgänge durch einen Kalk- 
tpatkristall -(auch, weim sie nicht die Richtung der optischen Hauptachse haben) 
nicht doppelt, sondern nur einfach gebrochen werden. Malus zeigte, daß unter um- 
stAnden ein Lichtstrahl durch zweimalige Reflexion an zueinander senkrechten Spiegeln 
zum Verschwinden gebracht werden kann. Vgl. hierüber und über die Herstellung 
polarisierten Lichtes §5 63—66. 

Haas, BlnfOtirana ia dk theor. Phytlk. 17 ^^^^^Tr^ 
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pflaDzungsrichtuLg bcfstii^jn lo Eicbtunfdi cbclu-o £.u!-^;f zeichnet Find, 
wie (hva in eiiH m iiiiigmlij-icrttii Köi per (ic fo> P(.lo verbindende 
Acli-^e eine Soüca : :.! ' AUig gt g<; i:üb' v ^l;i n an.it i en EicLtungen ein- 
nininit. Erfolg«' n (iv Schwiigurj^;' n in p^iv;<r LiiiJe, fo nfmit man 
das Licht goradlii-j'g C( er liiiir.r puliiT j -i: it. Sind die Schwin- 
gung(n.c]liptiF.cb, ro rpiicbt n.an von ellipti.-ch polarisiertem und 
in dem bihonderi.n Falle, caß die Ellipse zu (iiitm Knise wird, von 
zirkulär polarihiertom Lichte. Zwei linear polarisierte Strahlen 
von gl ichcr Foripf]r-nzung?richlung, deren Schwingungf^iichtungen zu- 
einander e-enkrccht erfolgen, bezeichnet man als zueinander senk- 
recht polari.-iert. 

Aus aen Betrachtungen des § 52 folgt, daß man z^Ti zueinander 
senkrecht polarisierte LichtRtr&hlen im allgemeinen stets zu einem ellip- 
tisch polarisierten Strahle zusammensetzen und umgekehrt einen 
eUiptisch polarisierten Strahl in zwei zueinander senkrecht schwingende 
Komponenten von verschiedener Pha^e zerlegen kann. Ebenso kann man 
einen linear polarisierten Strahl st(ts in zwei entgegengesetzt zirkulär 
polarisierte Strahlen spalten und umgekehrt zwei entgegengesetzt zir- 
kulär polarisierte Strahlen von gleicher Periode, Amplitude imd Fort- 
pflanzungsrichtmig zu einem geradlinig polarisierten Strahle vereinigen. 

Es ist bereits erwähnt worden, daß bei sogenanntem natürlichen 
Licht, d. h. b.i solchem Lichte, das direkt von e^iner Lichtquelle kommt, 
seitliche Verschiedenheiten nicht nachweisbar sind; au(jh ver- 
hält sich natürliches Licht ganz anders als etwa zirkulär polarisiertes, 
elas man durch Zusammensetzimg zweier kohärenter, zueinander seQkiecht 
und linear polarisierter Lichtstrahlen erhält, die bei gleicher IntensitÄt 
einen Gangunterschied von einer \äertel Welleidänge aulweisen. Anderer- 
seits läßt sich aber nun aus natürlichem Lichte durch Reflexion oder 
Doppelbrechung usw. Licht herstellen; das seitliche Verschiedenheiten 
aufweist, oder, wie man ^auch sagt, es läßt sich natürliches Licht durch 
Reflexion oder Doppelbrechung polarisieren. Dieser scheinbare Wider- 
spruch erklärt sich am einfachsten durch eine von Fbbsnel auf- 
gestellte Hypothese, derzufolge das natürliche Licht wohl in jedem 
Augenblick polarisiert ist (linear oder elliptisch), der Schwin- 
gungszustand aber innerhalb eines für die Beobachtung kleinen Zeit- 
raumes so häufig wechselt, daß im Mittel keine Richtung vor der 
anderen irgendwie ausgezeichnet erscheint. Da das sichtbare licht 
innerhalb einer Sekunde Hunderte von Billionen Schwingungen aus- 
führt, 60 könnten selbst Milhonen Schwingungen stets in demselben 
Polarisationszustand aufeinander folgen und dennoch noch immer der 
Polarisationszustand millionenmal in einer Sekunde wechseln. In der 
Tat könnte dann bei natürlichem Licht kein bestimmter Polari- 
sationszustand nachweisbar sein, weil sich die Konstanz einei 
solchen eben nur über Zeitinttrvalle erstrecken würde, die für die Be- 
obachtung zu klein wären. 
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Durch die Hypothese der Tfansversalität der Lichtschwingimgen 
ergab sich die Möglichkeit einer Deutung der Po^risationserscbeinungen, 
dienen gegenüber die Undulationstheorie solange hatte versagen müssen, 
als sie die Lichtschwingungen als longitudinal angesehen hatte . F r e s n b l 
vermochte in der Tat dadurch, daß er die YouNOsche Transversalität.s-^ 
hypotheöe in seine Äthertheorie. übernahm, eine Undulationstheorie 
des Lichtes zu schaffen, die fast alle damals bekannten optischen Er- 
scheinungen umfaßte. Aber dit größte Schwierigkeit der Frbsnbl- 
sohen Theorie lag in der Vorstellung der transversalen Äther-' 
Schwingungen selbst. Nach der Elastizitätstheorie können nämlich 
(worauf hier nicht näher eingegangen werden soll) im Äther, falls er 
flüssig ist, überhaupt nur longitudinale Wellen auftreten; transversale 
sind neben longitudinalen nur dann möglich, wenn man sich den Äther 
fest denkt, und will man longitudinale Wellen ganz ausscbheßen, so 
bleibt nichts anderes übrig, als sich den Äther überdies inkompressibel 
SU denken. Mit dieser Vorstellung li^ sich aber nur schwer die not- 
wendige Annahme in Einklang bringen, daß der Äther der Bewegung 
der Himmelskörper keinen Widerstand darbiete. 

So großartige Erfolge auch die elastische Lichttheorie aufweisen 
konnte, sie war auf einer unhaltbaren Grundlage errichtet. Ihr innerer 
Widerspruch führte zu immer neuen Schwierigkeiten, bis die Ergebnisse 
der MiLXWiLLSchen Elektri^it&tstheorie den Weg erkennen ließen, 
mal dem allein eine gedeihliche Fortentwicklung der Theorie des Lichtes 
möglich erschien. 

I 80. Sie elektremagnetiiehen Wellen und die elektriiohe Natur 

des Lichtes. 

In § 5A ist bereits gezeigt wordep, daß, wenn in dem Felde einer 
Tektorgröße SB die partielle Differentialgleichung erfüllt ist 

hieraus stets die theoretische Möglichkeit einer mit der Geschwindig- 
keit K stattfindenden wellenförmigen Ausbreitung der Größe 93 folgt. 
Nun konnte Mäxwbll aus den Grundannahmen seiner Theorie 
für die elektrische und die magnetische Feldstärke die beiden 
wichtigen Beziehungen ableiten, die in einem von wahren Ladungen 
freien, homogenen Isolator erfüllt sind (Gl. 12 des §49): 

and 

Sb beateht somit die theoretische Möglichkeit, daß sich in einem 
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homogenen Isolator elektrische und magnetische Wellen mit einer 
Oesohwindigkeit 

(4) t,«^ 

fortpflanzen. 

Zur näheren Untersuchung der Eigenschaften solcher theoretisch 
möglicher elektrischer und magnetischer Wellen wollen wir den ganz 
speziellen Fall einer ebenen elektrischen Welle betrachten. Machen 
wir die Fortpflanzungsrichtung zur ä?- Achse eines Koordinatensystems, 
80 ist dann die Wellenebene stets der ^-;;-Ebene parallel, und es müssen 
daher die partiellen Ableitungen der Komponenten von (E nach y und s 
immer verschwinden. Es ist daher dann auch einfach 

(5)* diTC-if 

und somit, da wir ja annehmen, daß das Feld frei von elektrischen La- 
dungen sei, div (£ also (nach 61. 8 des § 49) verschwinden muA 

(6) i|-o. 

Hieraus folgt, daß auch 

sein muß. (Denn da die ersten partiellen Differentialquotienten von E^t 
nach y und z verschwinden, müssen natürlich auch die zweiten ^ioh 
Null sein.) Wenn aber die Ol. 7 erfüllt ist, dann muß zufolge Ol. S 
(die wir uns aus der vektoriellen in die analytische Schreibweise über- 
tragen denken) auch 

(8) ^-0 

sein; d. b. die :t-Komponente von CE beteiligt sich an dem Schwingunga- 
vorgange nicht; die Schwingungen erfolgen senkrecht zur s- oder zur 
Fortpflanzungsrichtung, sie sind also rein transversal. 

Die wellenförmige Ausbreitung der elektrischen Feld- 
stärke läßt sich demnach (wenn wir den allgemeineren Fall elliptischer 
Schwingungen betrachten) durch die beiden Oleichungen beschreiben 



(«) 



^,-B«n[2,(-f-^)], 



Die zweite MAXWSLLsche Hauptgleichung (Ol. 18 des § 47) nimmt 
nun, wenn die partiellen Ableitungen der Komponenten von (E nach 
y und z verschwinden, in analytischer Schreibweise folgende Form an 
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(tO) 



dB. 

dt 

e »t 

M gg. 
c dt 



0, 

dB, 



(11) 



Seist man nun für £, und E, die Werte ans den GL 9 ein, so findet man 

f^--c.¥-[»«(4-T)+'|. 
f^- »-V'-hl-f-T)]- . 

Durch Integration dieser Gleichungen ergeben sich die Beziehungen 
fl,--(7^ain[2«(-f--f) + jJ + 0,> 



(12) 



H.- B^sin[2,(4-f-)] + 0., 



wobei 01 und (P, Punktionen der Koordinaten sein können, von der 
Zeit jedoch unabhängig sein müssen. Hingegen ist stets dHJdt gleich 
Null. Wir erkennen also aus den Gl. 12, daß mit einer ebenen 
elektrischen Welle stets eine ebenfalls transversale magnetische 
Welle von gleicher Fortpflanzungsrichtung und Periode ver- 
bunden ist. Betrachten wir nur die Welle, so können wir die von der 
Zeit unabhängigen Punktionen 0i und 0, weglassen (die ohnedies ver- 
sehwinden, wenn wir annehmen, daß im Felde ursprünglich keine magne- 
tischen Kräfte vorhanden waren). Bei Berücksichtigung der Gl. 9 und 
auf Grund der Tatsache, daß (zufolge Gl. 8 des § 65 und GL 4 des § 60) 



(18) 






(14) 



fl- 



ist, können wir die 61. 12 anoh in der Form schreiben 

^ 

H« können wir hingegen ebenso wie E^ stets Null setzen; denn selbst 
wenn ein ständiges elektrisches oder magnetisches Feld vorhanden ist, 
80 bleibt es doch ohne Einfluß auf die elektrischen und magnetischen 
Schwingungen. 

Aus Gl. 14 ersieht man sogleich, daß 

(15) E^H^^ -E.H, 

ist, und da ja Eg und fl« gleich Null gesetzt werden können, muß somit 

(16) E.H. +JE?,H, +E,H, « « .§ « 
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sein; d. h. (nach GL 8 des § 11) die elektrischen tind die magne- 
tischen Schwingungen einer sogenannten elektromagnetischen 
Welle stehen, wenn die Welle eben ist, stets aufeinander senkrecht. 
Hat im besonderen (£ die Bichtung der positiven y-Achse, ist also E^ 
Null imd E^ positiv, dann verschwindet, wie man aus GL 14 erkennt, 
Hy, während H, positiv wird. Der Vektor § hat demnach die Bich- 
tung der positiven ;?- Achse, wenn der Vektor (E in die Bichttmg der 
positiven ^- Achse fällt. Es muß also nach der Definition des englischen 
Koordinatensystems (das ja den MAXWBLLschen Gleichungen zugrunde 
liegt) stets von der Spitze des Vektors § aus gesehen, diejenige Drehung 
dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheinen, die auf dem kürzesten Wege 
die Fortpflanzungsrichtung der Welle (die ja mit der positiven x-Achse 
zusammenfällt) in die Bichtung des Vektors (E überführt. Nennt man 
einen in die Fortpflanzungsrichtung der Welle fallenden Einheitsvektor f , 
so ist also (nach der Definition des äußeren Produktes) in einer ebenen 
elektrischen Welle zufolge Gl. 14 stets die Beziehung erfüllt 

Quadriert man die Gl. 14 .und addieit sie, so findet man 

(18) ^(fi/ + £;«) = «(j?/ + Ä.«) 

oder, da ja Hg und S^' gleich NuU sind, wenn man die beiden Beitm 
der Gl. 18 noch durch 8 n dividiert, 

d.h. (nach Gl. 17 u. 26 des § 45), daß in einer ebenen elektromagne- 
tischen Welle die Dichte der elektrischen und der magnetischen 
Energie untereinander gleich sind und man somit die Dichte der 
ganzen elektromagnetischen Energie als die Summe aus der elektrischen 
und der magnetischen entweder gleichsetzen kann 



(20) 




oder 




(21) 


«-4«* 


Für den PoTKTiwoschen Vektor linden i 


(22) 


6 - :„ [««] 


oder nach Gl. 17 




(23) 


e-4irl/yC«"<^n- 



Nun ist aber nach einer schon öfter benutzten rektoralgebraischeB 
Formel (Gl. 20 des §11) 

(24) [«[fC]]-fÄ'-«(f(8 
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oder, da ja (£ infolge der Ti*ansversalität der Schwingungen auf f senk- 
recht steht, (f (£) also Terschwindtt, 



(26) S = f^/^ 



E\ 



Hierfür kann man, wenn man den Wert der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit p ans Gl. 4 einsetzt und beachtet, daß n ja die Bichtung von f hat, 
nach GL 20 auch schreiben 

(26) S = 0i7. 

Die Energieströmung, deren Richtung man als die EicLtung drs 
Strahles bezeichnet, erfolgt ako in einem homogenen (d. h. zugleich 
isotropen) Mittel in der Eichtung der WtlLnnonual u und ist ihrtra 
Betrage nach gleich dem Produkte aus der Poi'tpfknzunji'^.T'chwirdig- 
keit und aus der Dichte cler eh ktromagnetihchui Energie arr Welle. 

Aus der Formel für die Fortpfl<mzuni;F;escLv;ii:Ii;-kdt (Gl. 4) er- 
gibt sich ah iiiten^-santrste Fo]j;erung, aa-ß i-ich ii:i leeren RciuPie 
(für den e und fi gldch eins sind) die elektrorcagnetischc n Wellen 
mit Lichtge^?chwiadig.koit au-b:eiten nüs^en. Di' srs wunderbare 
Eesultat seiner Theorie^ brachte beiitr. üaxwell auf dc.i Gedanken, 
die Schwingungen des Lichtes nut Cxn von ihm als tlirorctisch 
möglich erkannten elektromagnetischen Schwingungen zu identi- 
fizieren. 

Im Jahre 1888 gelang es dann Hertz, durch ^eine berühmtHi 
Versuche die wirkliche Existenz der von Maxwell nur als theoretisch 
möglich erkannten elektromagnetischen Wellen nachzuwt i^t n ^ imd auch 
zu zeigen, daß sie ebenso wie Lichtwellcn reflektiert, <:cbrcchcn, pe- 
beugt,^ polarisiert und zur Interferenz gebrr>cbt werden könn:n. 1890 
konnte schließlich Lechbr nachweisen, daß sieh die IlERTZschf n Weilen 
mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen. Der Unterschied zwischen den 
Hbrtz sehen und den Lichtwellen schien also lediglich in der Ungleich- 
heit der Wellenlänge zu bestehen.' 

Die Versuche von Hertz bilden die mächti^^sto Stütze der von 
Maxwell begründeten elektromafjnetischen Theorie des Lichtr.s, 
die in dem letzten Viertel des 19.^ Jahrhunderts die elasti ehe Licht- 
theorie vollkommen verdrängt hat. Ihr großer Vorzug b steht vor 
allem darin, daß die Transversalität der Liciit3chwinii;ungen, 
die der elastischen Theorie ein unlösbare^ Eätsel war, sich aus den 
Grundlagen der Maxwell sehen Theorie mit mathematischer Folge- 
richtigkeit ergibt, daß sich aber auch, wie in den nächsten Abschnitten 



* Dieees Resultat fcigt eben nach §42 darai:s, daß &* li de.^ durch rein elek- 
trische Messungen festzustellende Verl^&Ilnls z^vi^dtn der'c: litrcHtatiüchen und der 
elektromagnetischen StrcmslÄrkecinheijt gleich der Lieh tücprhv, ine zfkeit erciht. 

* Daß bei der Entladung einet Lc: Jener Flr-^clri el- 'rt'if^cbe Schwiiigi'ngen 
auftreten, hat übrigens bereits im Jahre 1859 Feddersen ( nt c k*^. 

» VgJ. 1 75. 



Digitized by 



Google 



264 Thtorit des Lichies. 



gezeigt werden soll, in der elektromagnetischen Theorie auf rein deduk- 
tivem Wege, ohne Zuhilfenahme weiterer Annahmen die Erscheinungßu 
der Beflexion und der Brechung ableiten lassen, während dies der elasti* 
sehen Lichttheorie nur vermittelst einiger eigens zu diesem Zwecke 
konstruierter Hypothesen gelungen war. 

§ 61. Das Beflezions- und das Brachungsgasats. 

Um auf Grund der elektromagnetischen Lichttheorie die 
Erscheinungen der Beflexion und der Brechuiig an der Grenzfläche 
zweier durchsichtiger Medien abzuleiten, nehmen wir zunächst der Ein- 
fachheit halber an, da£ beide Medien vollkommene, homogene Isola- 
toren seien und daß im übrigen die magnetische Permeabilität beider 
gleich Eins sei (was in der Tat mit sehr großer Annäherung bei den 
meisten Isolatoren zutrifft). Die Dielektrizitätskonstanten der beiden 
Mittel wollen wir mit Si und «2 bezeichnen. Die Grenzfläche, die wir 
uns eben denken können, wählen wir zweckmäßig als x-f/-Ebene und 
die durch die Fortpflanzungsrichtung des einfallenden Strahles und das 
Einfallslot bestimmte Ebene als x-z-Ehene; die «- Achse soll von dem 
ersten Mittel zu dem zweiten weisen. 

Aus dem ersten Mittel falle nun eine ebene, linear palarisierte 
elektromagnetische Welle unter einem Einfallswinkel ip auf die 
Grenzfläche ein^; die Amplitude der elektrischen Feldstärke sei % die 
Periode r. Wir machen weiter keine Voraussetzungen, als daß sich der 
einfallende Strahl in zwei ebenfalls ebene Strahlen teile, deren einer 
sich von der Grenzfläche zurück in das erste Mittel bewegt, während 
der zweite im zweiten Medium fortschreitet. Jenen Strahl nennen wir 
den zurückgeworfenen oder reflektierten, diesen den gebrochenen. 
Die Winkel, die sie mit dem Einfallslote bilden, sollen tp' und ip" ge- 
nannt werden, die Winkel, die sie mit der Einfalls-, nämlich mit der 
x-2f-Ebene einschließen*, co' und co", ihre Perioden r' und t". 

Tragen wir nun von dem Punkte, in dem der betrachtete Strahl 
auf die Trennungsfläche auftrifft, drei beliebige Strecken r, r', r" in den 
Bichtungen der drei Strahlen (bzw. entgegengesetzt) auf, so besteht 
zwischen diesen drei Größen- und den Koordinaten ihrer Endpunkte 
(die mit x, y, z; x% vf, z'\ x", y'\ z" bezeichnet werden mögen), wie ohne 
weiteres die geometrische Anschauung (Fig. 41) zeigt, die folgenden ein- 
fachen Beziehungen: 

x = — r sin 9 , ic' = r' cos o)' sin ^\ x" = r" cos cd" sin qi>'\ 
(1) j j/ == , y' = r' sin o>\ y" = r" sin a>", 

2: = — r cos 9> , ;?' = — r' cos ö>' cos 9', z" = r" cos o)" 06s q>'\ 

^ Unter dem Einfallswinkel versteht man bekaimtlioh den Winkel, den die 
Richtung des einfallenden Strahles mit dem Einfallslote bildet. 

* Denn von vornherein dürfen wir ja noch nicht diese Winkel |;leich Null an- 
n^men. Daß sie Null sind, muß erst bewiesen werden. 
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Daraus folgt' 

r == — « uimp — zcoBif, 
(2) { f ' *= «' cos a>' sin q>\ + y' sin ö>' — «' cos w' cos 9»' , 

f " «^ «" cos «>" sin 9" + y" n\n co" + ip" cos w" cos ?>" . 




Die einfallende, linear polarisierte Welle ist nun (nach Ol. 7 des 
1 05, weil 9 SS c yi^ ist) durch die Formel bestimmt 

(8) (g„3l8in[^(* + fy^)]. ^ 

welche vektorielle Formel drei algebraischen Gleichungen zwischen den 

* Mmi multipliziere b. B. die Gleichung fttr 9 mit (^sin 9) und die für x mit 
( — (»•9) und addiere beide. 
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Komponenten von (g und % äquivalent ist. Der reflektierte Strahl ist 
dann durch die drei Gleichungen beschrieben 

(4) E;-^«'8m[^(t-4l/i:) + V] 

und zwei analoge, wobei aber die Größen A^J, A^^\ AJ nicht von vorn- 
herein als Komponenten eines Vektors und auch die Phasenkonstantto 
^{J> ^(y)'> i{J nicht von vornherein als untereinander glei 5h angenommen 
werden dürfen. Ebenso ist der gebrochene Strahl durch die Gleichung 
bestimmt 

und zwei analoge. Für r, /, r" sind in den Gl. 8, 4 und 5 die Werte 
aus den Gl. 2 einzusetzen. 

Aus § 45 wissen wir aber nun, daß die Tangentialkoni\ponente 
der elektrischen Feldstärke die Trennungsfläche zweier 
Medien stetig durchsetzen muß, )a sich die elektrische Feld- 
stärke im ersten Medium aus (g und C zusammensetzt, während sie 
im zweiten gleich (£" ist, müssen daher in dem Punkte der Grenzfläche, 
in dem die Eeflexion stattfindet, die Beziehungen erfüllt sein 

Denn die Tangentialko'mponente der elektrischen Feldstärke mu£ ja 
in die x-t/-Ebene fallen. Nun ist in dem Punkte der Grenzfläche, in 
dem sich der einfallende Strahl spaltet, da er allen drei Strahlen ge- 
meinsam ist, natürlich immer zu setzen ' 

Setzt md^a daher imter Berücksichtigung dieser Beziehimgen und der 
Gl. 2 in der ersten der zwei Gl. 6 für £?«, JS?/ und JE?«" die Werte aus 
den Gl. 8, 4 und 5 ein, so erhält man die Formel 

(7) I + jjfAn [^ [t- '"^»"'«^;' + y-^-' y^) + sj] 

Die Gl. 7 und die analoge für die i/- Komponente der elektrischen 
Feldstärke müssen aber nun für jeden beliebigen Wert von t und 
unabhängig davon für jeden beliebigen Wert von x und unabhängig 
davon wieder für jeden beliebigen Wert von y erfüllt sein. Man erkennt, 
daß dies nur dann möglich ist, wenn folgende Beziehungen erfüllt sind: 

{ Aj^ + A(^) = ^(^) , 
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(9) 
(10) 

(11) 
(12), 



es T — T, 



ffj =* s^' 



S,. 



0, 



/ 



(18) 



sin 9) V^ 
sin 9»" ** V^* 

GL 9 drückt die Tatsache aus, daß der reflektierte und der ge- 
brochene Strahl difeselbe Periode haben wie der einfaUende, daß also 
keine Änderung der Farbe eintritt. GL 10 zeigt, daß bei der Eeflexion 
an einem Isolator, wofern sie mit Brechung verbunden ist, keinerlei 
. Phasenverschiebung stattfindet, daß somit der reflektierte und der 
gebrochene Stral^l wiederum linear polarisiert sind, falls es der ein- 
fallende Strahl war. Aus GL 11 folgt, daß der reflektierte und der ge- 
brochene Strahl in der Einfallsebene liegen, die durch den ein- 
fallenden Strahl und das Einfallslot bestimmt ist. GL 12 drückt das 
Beflexionsgesetz aus, demzufolge der Beflexionswinkel ebenso groß 
ist wie der Einfallswinkel. 

GL 18 enthält das Brechungsgesetz von* Snellius, wonach das 
Verhältnis der Sinus des Einfalls- und des Brechungswinkels 
von dem Einfallswinkel unabhängig ist. Es ist völlig bestimmt 
durch die Dielektrizitätskonstanten der beiden MitteL Das Ver- 
hältnis sia (p I svdl ip" bezeichnet man nun als den Brechungsexpo- 
nenten von dem ersten zu dem zweiten Medium, und in dem beson- 
deren Falle, daß die Brechung von dem leeren Baume in das Mittel 
erfolgt, als den absoluten Btechungsexponenten des Mittels ^n oder als 
seinen Brechungsexponenten schlechthin. Aus Gl. 18 folgt die wich- 
tige, als MAXWBLLSche Belation bekannte Beziehung 
(14) . 6 = n« . 

Die Dielektrizitätskonstante eines Mittels ist gleich dem Qua- 
drate seines Brechungsexponenten.* 

Die Maxwell sehe Belation hat nun Boltzmann (im Jahre 1878) 
für Gase mit großer Genauigkeit erfüllt gefunden, wie die folgende 
Zusammenstellung (die sich auf Licht von gelber Farbe bezieht) zeigt; 





n 


r* 


Luft 


1,000294 


1,000295 


Wasserstoff . . 


1,000188 


1,000182 


Kohlensäare . . 


1,000449 


1,000478 , 


Kohlenoxjd . . 


1,000846 


1,000345 


Stickoxjdol . . 


1,000508 


1,000497 



* Der wechselseitige Brechüngsoxponent von einem Medium zum anderen ist 
nach Gl. 13 — in Übei^instimmung mit dem bekannten elementaren Gesetz — gleich 
dem Verhältnis der Brechungsexponenten der beiden Medien gegen den leeren Kaum 
(od«r, wai praktisch dasselbe ist, gegen die Luft). 
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BoLTZMANNB Unt^rsuchuDgeii an Gasen müssen somit als eine glän- 
zende experimentelle Bestätigung der MAXWBLLSchen Theorie 
angesehen werden. Sonst ist im allgemeinen für Wellen von der Fre- 
quenz des sichtbaren Lichtes die MAXWSLLSche Belation nicht gut er- 
füllt ^ was aber keineswegs mit der elektromagnetischen Liohttheorie 
als solcher in Widerspruch steht, sondern sich aus der später zu be- 
sprechenden Dispersion der Wellen erklärt. Dies beweist auch die 
Tatsache, daß für die HBBTZschen Wellen von mehreren Metern 
Wellenlänge die MAxwBLLSche Belation genau gilt. 

§ 62. Die OlaioliUBgan von FBMnL. 

Die Tatsache, daS die Tangentialkomponente der elektrischen 
Feldstärke die Trennungsfläche zweier Isolatoren stetig durchsetzt» 
findet nach 61. 8 des §61 ihren Ausdruck in den beiden Beziehungen* 

y A^ 4~ Ay == Äff 

Zu diesen beiden Gleichungen gesellen sich noch zwei analoge hinzu, 
die sich auf die Ampliluden der magnetischen Wellen beziehen. Denn 
infolge der völligen Analogie zwischen den magnetostatischen und den 
elektrostatischen Erscheinungen (denen das gleiche GouLOMBSche Gesetz 
zugrunde liegt) muß natürlich auch der Vektor der magnetischen Feld- 
stärke ganz allgemein die Trennungsfläche zweier Medien stetig durch* 
setzen, imd dies um so mehr, wenn in den beiden Medien, wie hier an- 
genommen wird, die magnetische Permeabilität denselben Wert (näm- 
lich Eins) hat. Nun ist aber in der einfallenden, der reflektierten und 
der gebrochenen Welle die magnetische Feldstärke mit der elektrischen 
(nach Gl. 17 des § 60) durch die Beziehungen verknüpft 

(2) ö-y^[f«]» S'-Väf'C']. ö"=ys[f"ei. 

wobei f, f , f" die in die Fortpflanzungsrichtungen der drei Strahlen 
fallenden Einheitsvektoren sind. Da aber die Amplituden der schwin- 
genden Größen (E, (£', (£" gleich sind 31, 31', 31", so ergeben sich aus der 
Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen Feld- 
stärke nach Analogie der Gl. 1 bei Benutzung der MAXWBLLsohen 
Belation die Beziehungen 

,ox I [m3. + [f'«'].=«[f "«"]«. 

^2^ l [W, + [!'«'], -«[!"«"]., 

* Bei Waner ist z. B. die DielektrizitAtekonstante 81, der BrechungsexponcDt 
hingegen nur 1,33; beü Methylalkohol beträgt die Dielektriutfttekonstante 32, dtf 
Br^ungsezponent 1,34. 

^ Da der reflektierte und der gebrochene Strahl nach Gl. 10 des { 61 linear 
polarisiert sind, falls es, wie es angenommen wurde, der einfallende Strahl ist» lo 
können wir A^^^ A^ als Komponenten eines Vektors ansehen und somit die Klammem 
bei den Indizes weglassen. 
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wenn wir mit n kurz den Brechungsexponenten von dem ersten Mittel 
zum zweiten bezeichnen. 

Unsere Aufgabe wird nun jedenfalls darin bestehen, die beiden 
Vektorgrößen W und 51" zu berechnen, weil durch sie die reflek« 
tierte und die gebrochene elektromagnetische Welle sowohl hinsichtlich 
ihrer Intensität als auch hinsichtlich ihrer Schwingungsrichtung 
vollkommen bestimmt sind. Da wir von den Vektoren 91' und W 
bereits zwei Eigenschaften kennen, nämlich wissen, daß infolge der 
Transversalität der Lichtschwingungen W auf der durch das Beflexions- 
gesetz gegebenen Bichtung von f ^ und W auf der durch das Brechungs- 
gesetz gegebenen Bichtung von f " senkrecht stehen müssen, so werden 
in der Tat die vier Gleichungen (1) und (8) genügen^ um die Vektoren W 
und W völlig zu bestimmen. 

Wir zerlegen hierzu zweckmäßig die Vektoren 91, ^\ ^" in je 
zwei zueinander normale Komponenten, die ebenso wie die Vektoren 




>•» 



%, %% W auf der Fortpflanzungsrichtung des Strahles senkrecht 
stehen sollen. Je eine der beiden Komponenten, die A^, bzw. ^/, ^/' 
genannt werde, soll auf der Einfallsebene senkrecht stehen imd 
immer in der Bichtimg der positiven y-Achse positiv gerechnet werden. 
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Die andere Komponente, die also Immer in der Einfallsebene liegt 
mid die mit Aj, bzw. Ap\ A^' bezeichnet werden möge, soll dann positiv 
gerechnet werden, wenn von der Spitze des Vektors f (oder f oder \") 
aus gesehen, die Drehung dem Ulirzeiger entgegengesetzt erscheint, die 
die Komponente J^ (oder A^ oder A^') in die Eichtung der Kompo- 
nente A^ (oder A* oder Ai') überführt. In Fig. 42 (m der nach der 
Definition des englischen Koordinatensystems die y- Achse von der 
Zeichenebene nach vorne gerichtet sein piuß) wären demnach bei der 
gezeichneten Lage alle drei Komponenten A^, -4p', Ap' positiv. 

Die geometrische Anschauung ergibt nun (wenn wir den Brechungs- 
winkel statt mit cp" jetzt zweckmäßig mit y bezeichnen) die folgenden 
einfachen Beziehungen 



A, = 


Ap cos f , 


Ap — 4a , 


Ag = — 4p sin 9? , 


^<' = 


— Ap cos cp , 


Ap ^g , 


Ag' » -- Ap' sin?), 


a:' = 


Ap' cos ip , 




4."« --4p"8inv. 



(4) 



Die Worte aus diesen Gleichungen sind nun in die Gl. 8 einzosetsen. 
Die i/-Komponentän der Einheitsvektoren f, f , f" verschwinden aber, 
weil sich ja alle drei Strahlen in der 2-;zr-Ebene fortpflanzen. Nach der 
Begel für das äußere Produkt zweier Vektoren nehmen daher die Ol. 8 
die Form an 

^ ^ l UA,- U A, + f/A,' - Uä: = n (/."^." -^ U'A,") , 

Nun ist aber 

/« —sin?), /, = cos 9, 

// = sin 9 , /,' = — cos 9> , 

//' = sin y » in" = cos y . 

8etzt man jetzt die Werte aus den Gl. 4 und 6 in die Gl. 1 und 6 ein« 
so erhält man vier Gleichungen, die die vier Unbekannten Äp^ AJ^ 
4p", 4," enthalten. Diese Gleichungen lauten 

(Ap — 4p') cos 9> = Ap" cos V , 
Ag "T Af • = 4, , 

(Ag — Ag') cos y = n Ag" cos ip , 
Ap+Ap' ^nAp" . 



(6) 



(7) 



Aus diesen Gleichungen lassen sich die vier Unbekannten mittels 
einfacdier Bechnungen ermitteln. Wir finden zunächst den Wert von Ap', 
indem wir die erste Gleichung mit n, die vierte mit cos y mnltiplisiereiL 
und sodann die linken Seiten beider Gleichungen einander gleiöbsetien. 
Dann ergibt sich •[ 

{Ap — Ap') n cos y =« (-4p + Ap') eo»f. 
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Hieraus folgt 

^ f 1» "^ p n cos 9) + coB y 

oder, indem man nup gemeß dem Brechungsgesetz 

sin 09 

w 8« —T — 

Bin^ 

setzt und dann Zähler und Nenner des Bruches in Gl. 8 mit isin V' niulti- 
pliziert, 

sin y C08 y — am y cog y 
^ ^ P ^ P sin 9) cos 9) + sin y cos y ' 

Nun ist aber 

(10) 8in9>co89> db sint^cost^ » -^^sin 2^) ± 8iii2t^} » 8iD(^ :i: i^).C09(99 7 1/;). 

Somit wird 

In ähnlicher Weise berechnet man A^ ajis der zweiten und diitten 
der Gl. 7, indem man die zweite Gleichung mit n cos y multipliziert. 
Mfikn findet dann . 

^ {A^ + A,') n cos V == {Ag — A/) cos q> , 

Hieraus folgt 

^ ' » • n cos }ff + cos <p 

oder, indem man wiederum für n den Quotienten sin 7 / sin y einsetzt 
uxkd; Zl^Uer ijnd Nenner mit sin ^ multipliziert, 

(18) j'^-j, '^^;-'^\ . 

Aus d^r vierten der Gl. 7 findet man bei Benutzung Ton GL 9 

• ^ J " A r ^"^y j. (su^ y eos y — sin y cos y ) sin y l 

j» ** J» [ sin 9 * (sin 9 cos 9) + sin y cos v) sin g?J 

Brinjgt man beide Brüche auf gleichen Nenner, so ergibt sich 

. „ j 2 sin q> cos y sin yr 

P i' sin ^ (sin 9 cos 9) 4- sin ^ cos ^) 

oder bei Benutzung der Gl. 10 

(14\ A^'saA 2 cos y sin y 

^ ' P ^ i' sin(9) + V')cos(9) - V') 

Schließlich erhält man aus der zweiten der Gl. 7 bei Benutzung 
Ton Gl. 18 

^' - ^41 - 8in(9 + V')J 

oder 

(161 J"- ^ 2 cos y sin y 

^ ' » • sin(9 + y) 
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Die vier Gleichusgen 11, 13, 14, 15 bezeichnet man nach dem Fmr- 
scher, der sie zuerst (im Jahre 1821) — allerdings auf der Onindlage 
der elastischen Lichttheorie vermittelst einiger ad hoc erfundener Hypo- 
thesen — abgeleitet hatte, als die Gleichungen von Frbsnbl. 

§ 68. Sie Folarisation durch BelL«zioB und Brtdiiuig. 

Durch die Fbbsnbl sehen Gleichungen ist sowohl die Inten- 
sität als auch die Schwingungsrichtung des reflektierten und des 
gebrochenen Strahles bestimmt, und es lassen sich daher auch alle 
Veränderungen in der ^Schwingungsrichtung voraussagen, die 
durch die Beflexion oder die Brechung hervorgerufen werden. Aw der 
ersten der FBBSNBLSchen Gleichungen, der zufolge 

erkennt man, daß A^ immer verschwinden muß, wenn 

(2) V + Vf 

wird. Dies wird für einen ausgezeichneten Wert des Einfalltwinkek 
eintreten, für den 

sin y s« 008 9> 

oder nach dem Breohungsgesetz 

— sin 9 ■• cos ip 

ist. Der ausgezeichnete Winkel tp^ ist also durch die Beziehung be- 
stimmt 

(8) tgy* = n. 

Fällt Licht von welchem Zustande auch immer unter diesem Winkel 
ein, so erfolgen doch (da wohl A^'^ nicht aber A^' verschwindet) ob 
Schwingungen der reflektierten elektrischen Welle ausschließlich senk- 
recht zur Einfallsebene. Es muß daher auch durch Beflexion eines 
unter diesem Winkel einfallenden natürlichen Lichtstrahles linear 
polarisiertes Licht entstehen. Den Winkel tp^ nennt man darum 
auch den Polarisationswinkel. Die Tatsache, daß seine trigono- 
metrische Tangente dem Brechungsexponenten gleich ist^, wird nach 
dem Forscher, der diese Beziehung zuerst (und zwar im Jahre 1815) 
auffand^ das Gesetz von Bbbwstbb genannt. 

Da Malus, der die Polarisation durch Beflexion im Jahre 1808 
entdeckte, die Einfallsebene als Polarisationsebene bezeichnete, so 
ergibt sich also, daß in linear polarisiertem Lichte die elektrischen 
Schwingungen senkrecht zur Polarisationsebene erfolgen, wäh- 
lend natürlich die magnetischen Schwingungen, da sie zu den elek- 



^ Für Glas betrflgt s. B. der PolariMtiontwinkel 56*. 
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trischen und zur Richtung des Strahles normal sind, in der Polari- 
sationsebene vor sich gehen müssen.* 

Fällt auf die reflektierende Fläehe imter dem Polarisationswinkel 
ein bereits polarisierter Lichtstrahl auf, dessen Schwingungen in der 
Einfallsebene erfolgen, so daß also A^ gleich Null ist, so ist sowohl 
A,' als auch (nach 61. 18 des § 62) A/ gleich Null. . In diesem Falle 
tritt demnach überhaupt keine Reflexion ein. Derart war es Malus 
möglich, einen Lichtstrahl durch zweimalige Reflexion unter dem Polari- 
sationswinkel an zwei zueinander senkrechten Spiegeln scheinbar zum 
Verschwinden sra bringen. 

Fällt schließlich ein bereits linear polarisierter Lichtstrahl, jedoch 
von beliebiger Schwingungsrichtung, ein, so finden wir, indem wir die 
zweite FBBSNELsche Gleichung durch die erste dividieren, 

fA\ ^* «. .4l . <^cs(y — y) __ A^ ^ cosyeosy-l-ginysiny 

^^ Af ^ A,^eoB(ip + yf)^ Ap cos 9 cos V' - sin g? sin y * 

Da sowohl 9 als auch y immer kleiner ist als ;c/2, die Sinus der beiden 
Winkel also immer positiv sind, ist demnach dem absoluten Betrage nach 

\a; ^ A, 

der Vektor %' bildet also stets mit der Einfallsebene einen größr.'ren 
Winkel als der Vektor %, d. h. die Polarisationsebene eines Licht- 
strahles wird durch die Reflexion immer zu der Einfallsebene 
hin gedreht.* 

Dividiert man andererseits die vierte FRBSNBLSche Gleichung 
(Gl. 15 des § 62) durch die dritte (Gl. 14 des § 62), so findet man 

(«) I^-^cosCp^V'). 

Es ist daher stetd 

A, A, ^ 

d. h. die Polarisationsebene des gebrochenen Lichtstrahles er- 
scheint immer von der Einfallsebene weggedreht. 



(5) 



* In der elastischen Theorie des Lichtes hatte Fbesnbls Grondannahme, daß 
in yerschiedenen Medien die Elastizität des Äthers gleich, die Dichte jedoch ver- 
schieden sei, sa dem Ergebnisse geführt, daß die Lichtschwingnngen senkrecht zur 
Polarisationsebene erfolgen müßten. Dagegen war Franz Nbt7Mann auf Grund 
der Annahme, daß in verschiedenen Medien die Dichte des Äthers gleich, jedoch ihre 
Elastizität verschieden sei, zu dem Resultat gelangt, daß die Liohtschwingungen in 
der Polarisationsebene vor sich gehen müßten. In der elektromagnetischen 
Lichttheorie entsprechen also die elektrischen Schwingungen den Lichtschwingungen 
im Sinne der FBXSirxLsohen, die magnetischen Schwingungen den Lichtschwingungen 
im Sinne der NBUiCAKNschen Theorie. 

* Fftllt die Polarisationsebene völlig mit der Einfalleebene zusammen» so wird 
eben AJjA,' unendlich groß. 

WkÄB, Blotflhnmc In die thaor. Phyilk. 18 
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Aus 61. 15 des § 62 erkennt man jedoch, daß die Komponente A^" 
niemals Null werden kann, wofeme nicht schon Ton Anfang an Ag gleich 
Null war. Durch einmalige Brechung kann man also nie aus einem natür- 
liehen Lichtstrahl einen polarisierten herstellen» wohl aber kann man, 
indem man einen natürlichen Lichtstrahl durch einen Sats von Glas- 
platten hindurchgehen l&ßt, durch die fortgesetzte Widgdrehung der 
Polarisationsebene es erreichen, daß sich nach dem Verlassen des Glas« 
plattensatzes der Lichtstrahl praktisch wie ein vollst&ndig polarisierter 
verhält. 

Besonders einfache Formen nehmen die FBBSNBLSchen Gleichungeii 
an, wenn der Einfallswinkel (und infolgedessen natürlich auch der 
Brechungswinkel) Null ist. Li diesem besonderen Falle sogenajuiter 
senkrechter Inzidenz werden allerdings die FBBSNBLSchen Gki- 
chungen in ihrer Endgestalt unbrauchbar (weil Zähler und Nenner der 
Brüche Null werden); doch läßt sich diese Schwierigkeit vermeiden, 
wenn man die Gleichimgen in ihrer unfertigen Form benutzt. Die erste 
FRBSNBLSche Gleichung (die wir in der Form der GL 8 des § 69 an- 
wenden wollen) nimmt im Falle senkrechter Inzidenz die Gestalt an 

(8) A'^A 5-=I-i. 

Die zweite lautet (bei Benutzung der Gl. 12 des § 62) 

Für die dritte findet man aus Gl. 7 des { 62 

oder 

(101 A" ^ A — — 

Für die vierte ergibt sich ebenfalls aus Gl. 7 des § 62 

a:'^a.-^a: 

oder 

(11) ^."-^.^- 

Das Verhältnis der Litensität des reflektierten Lichtstrahles zu der 
des einfallenden nennt man im Falle senkrechter Luddenz das Be- 
flexionsvermögen der Substanz von dem Brechungsindex n. Man 
findet hierfür (da ja die Intensität durch das Quadrat der Amplitude 
gemessen wird) 



oder nach Gl. 8 und 9 
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■ I I . ■ I I ' . I i ■ ■ ■,■■■■■■ , ; , . . i ' I B S» 

Für Glas, dessen Brechungsindex etwa 1,5 ist, beträgt nach dieser Formel 
das BefleüonsTermögen ungefähr Vts- 

Ans GL 9 ersieht man, daß die Komponente A^* inuner entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben. muß wie die Komponente A^^ wenn n>l 
ist, wenn also die Beflexion, wie man sagt, an dem optisch dichteren 
Mittel stattfindet. £)a aber beide Komponenten A^ und A^ nach ihrer 
Definition in derselben Richtung positiv gerechnet werden (nämlich 
nach § 62 in der Bichtung der positiven y*Achse), so müssen sie bei 
entgegengesetztem Vorzeichen auch entgegengesetzte Bichtung haben. 
Andererseits folgt aus GL 8, daß die Komponenten A^ und A^ bei 
der Beflexion an einem optisch dichteren Mittel gleiches Vorzeichen 
haben. Jedoch erkennt man aus Fig. 42, in der die Größen A^^ A^^ A^^ 
bei der gezeichneten Lage alle positiv sind, daß für den Fall senkrechter 
Inzidenz A^ und A^ bei Gleichheit des Vorzeichens entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Der Vektor 9', der sich aus den Komponenten Ai und A^ zu- 
sammensetzt, muß demnach stets entgegengesetzt gerichtet sein 
wie der Vektor 9, dessen Komponenten A^ und A^ sind. Di^s bedeutet 
aber nichts anderes, als daß sich die Amplitude der elektrischen Welle 
bei der Beflexion an einem optisch dichteren Mittel umkehrt, daß also 
die elektrische T/^elle dabei eine Phasenverschiebung von einer 
halben Periode erfährt. Eine Annahme, die Youno eigens hatte 
erfinden müssen, um die NawroKSchen Binge zu erklären, ergibt sich 
also in der elektromagnetischen lichttheorie durch eine rein mathe* 
matische Ableitung. Unmittelbar an def Ghrenzfläche haben also S' 
und S entgegengesetzte Bichtung. Nach Gl. 17 des § 60 ist aber nun^ 

Da jedoch nibht nur (E und (£', sondern im Falle senkrechter Inzidenz auch 
f und f (die in die Fortpflanzungsrichtungen des einfallenden und des 
reflektierten Strahles fallenden Einheitsvektoren) entgegengesetzt ge- 
richtet sind, so haben an der reflektierenden Fläche ^ und ^' dieselbe 
Bichtung, falls n > 1 ist. Es erfährt also bei der Beflexion an einem 
optisch dichteren Mittel wohl die elektrische, nicht aber die magnetische 
Welle eine Phasenverschiebung. Das Umgekehrte ist, wie man leicht 
erkennt, der Fall, wenn die Beflexion an einem optisch dünneren Mittel 
erfolgt. 5 

Durch Interferenz der einfallenden und der reflektierten Welle 
können nun nach der Theorie stehende elektromagnetische Wellen 
hervorgerufen werden. Erfolgt die Beflexion an dem optisch dichteren 
Mittel, so muß nach dem eben Gesagten an der reflektierenden Fläche 
sdbst ein Schwingungs knoten der elektrischen Feldstärke entstehen 
(weil ja die einfallende und die reflektierte elektrische Welle gegeneinander 

. * ffk wttrd« jn glttioh Rii» g9S»tst. 
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eine Pbasendifferenz von einer halben Periode aufweisen), hingegen ein 
Schwingungsbauch der magnetischen Feldstärke (weil infolge der 
Gleichheit der Bichtung sich an der reflektierenden Fläche die magne- 
tische Feldstärke der einfallenden und der zurückgeworfenen Welle ein- 
fach summiert). Vollkommene Knoten und Bäuche können sich aller- 
dings nur dann ausbilden, wenn der reflektierte ßtrahl nahezu dieselbe 
Intensität besitzt wie der einfallende, sonst werden nur Minima und 
Maxima der Intensität auftreten. Findet die Beflexion an dem optisch 
dünneren Mittel statt, so hat die elektrische Feldstärke an der reflek- 
tierenden Fläche einen Bchwingungsbauch, die magnetische hingegen 
einen Schwingungsknoten. Stets aber fallen in der stehenden Welle 
die elektrischen Schwingungsknoten mit den magnetischen 
Schwingungsbäuchen zusammen, und umgekehrt. In einer stehenden 
elektromagnetischen Welle erscheinen also die elektrische und die magne- 
tische Welle gegeneinander verschoben, und zwar um eine Viertel- 
periode der einfallenden Welle. 

Nachdem bereits Hertz an den von ihm entdeckten Wellen ge- 
zeigt hatte, daß stehende Schwingungen durch Beflexion an einer Metall- 
wand entstehen können, ist es dann im Jahre 1890 Otto Wibnbr 
durch eine sehr sinnreiche Methode gelungen, stehende Lichtwellen 
auf photographischem Wege nachzuweisen. Wibnbr stellte nämlich 
eine mit einem Häutchen von Chlorsilberkollodium überzogene Glasplatte 
unter kleiner Neigung vor einen Metallspiegel, auf den er senkrecht das 
Licht einer elektrischen Bogenlampe fallen ließ. Das Häutchen war 
80 dünn, daß seine Dicke nur etwa Vao ^^^^^ Wellenlänge betrug. In 
der Tat konnte dusn Wibnbr das Vorhandensein von Schwingungs- 
knoten und Schwingungsbäuchen durch die photographische Wirkung 
in der Chlorsilberschicht nachweisen. Da die photographische Wirkung 
dort ausblieb, wo nach der Theorie Schwingungsknoten der elektrischen 
Welle zu erwarten waren, so führen Wibnbrb Versuche zu dem Schluß, 
daß es die Schwingungen der elektrischen und nicht die dazu senk- 
rechten der magnetischen Feldstärke sind, die die eigentlichen Licht- 
wirkungen hervorbringen. 

§ 64. Sie totale Eeflezion. 

f 
Aus der das Brechungsgesetz ausdrückenden Gleichung 

(1) sin^a» — sin^ 

erkennt man, daß, falls n < 1 ist, die Brechung also von dem optisch 
dichteren zu dem optisch dünneren Mittel stattfindet, für einen be- 
stimmten Einfalkwinkel der Sinus von y gleich Eins wird. Wird f. 
noch großer, so wird siny größer als Eins, der Brechungswinkel 
also imaginär. Es kommt dann, wie die Erfahrung bestätigt, über- 
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baapt zu keiner Brechung; es tritt vielmehr sogenannte totale Be« 
flexion ein.^ 

Man kann aber gleichwohl .— und die Berechtigung dieses Ver« 
fahrens wird durch die Übereinstimmung der dadurch gewonnenen Be- 
snltale mit der Erfahrung erwiesen — auch für den Fall totaler Beflexion 
die Fbbbnbl sehen Oleichungen anwenden, wofern man jetzt 
unter der Oröße sin v' lucht mehr dep Sinus eines bestimmten Winkels» 
sondern lediglich den Quotienten sin q>/n versteht. Es wird dann 

(2) oos>-|/l-!^--i-j/8m>-n». 

Die erste Gleichung von Fbbbnbl (die wir in der halbfertigen Form 
der 61«^ des §62 boiutzen wollen), nimmt dann die Gestalt an 

sin 9> cos 9 sing). — ysin* 9 — ^ 

A^'^A^ 1 1 

sin^cos^-l sin^. — Y^tsi^ 9 — h" 

II Ä 

Hierfür wollen wir kurz schreiben ^ 

wobei für die jedenfalls reellen Größen a und b zu setzen ist 
(4) a « cos 9 , 6 « — 7 ysin* 9 — n* . 

61. 8 können wir, indem wir den reellen Teil von dem imaginären 
trennen', auch in der Form schreiben 

Man kann nun bekanntlich eine ganz beliebige komplexe Größe {G +iH) 
in der Form darstellen 

G + tfl m yö> + fl«(cosa + f sin«), 
wobei 

««arctg^ 

ist.* Hierfür kann man aber nach der Moivbb sehen Formel (GL 12 
des § 51) auch schreiben 

(6) G + iH^yO^+lP.^^. 



^ Ben Winkel, für den sin y> gleioh Eins wird, nennt man den Winkel der totalen 
Reflexion; er betiftgt z. B. für Qlas (g^n Luft) 42*. Seine Beobaehtong ermöglicht 
eine genaue Bestimmung des Brechnngsezponenten. 

* Wir tun dies, indem wir Zähler und Nenner des Bruches in Gl. 3 mit dem 

konjugierten Werte des Nenners, also mit (a - 1 6), multiplizieren. 

^ Den Winkel a nennt man das Argument, die Quadratwurzel yo**^ H* den 
absoluten Betrag oder den Modnl der komplexen^Gröfie^ + iS. 
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Wendet man dieee Begel sni den Ansdrack för Ä* an, so findet man, da 

(It^)V(^)'-. 

ist, den absoluten Betrag der komplexen Oröfie A^ gleieh Ä^. ICan \auan 
daher OL 5 auch in der Form darstellen 

(7) ^;-4,.a*^, 

wobei, ^ie ein Vergleich der OL 7 mit der Ol. 8 leigt, eben 

ist. 

Nun ist aber zufolge OL 10 des § 65 gans allgemein der Bebwin* 
gungszustand in einer ebenen Welle symboliseb durdi die Olai- 
chung darstellbar 

wobei von dem komplexen Ausdruck, der die rechte Seite dieser Glei- 
chung bildet, entweder nur der reelle oder nur der imagin&re Bestand? 
teil (unter Fortlassung des Faktors i) zu nehmen ist.* Oem&8 CH. % 
kann also ganz allgemein der Schwingungszustand des reflektierten 
Strahles (sowohl bei der mit Brechung verbundenen als auch bei der 
totalen Beflexion) symbolisch durch die Oleichung dargestellt werden 

Handelt es sich im besonderen um eine totale Beflexion, so lUt 
sich Ol 10 (zufolge Ol. 7) in di^ Form bringen 

Spalten wir nun diesen Ausdruck in einen reellen und in einen imaginftren 
Bestandteil, also in eine Cosinus- und in eine Sinusfunktion, so erkennen 
wir, daß die in der Ein&Usebene schwingende Komponente der total 
reflektierten elektrischen Welle gegenüber der einfallenden WeUe eine 
Phasenverschiebung von der Oröße dp aufweist. 

Für die zur Einfallsebene normale Komponente von V, also für AJ^ 
finden wir nach der zweiten FaBSNBLSchen Oleichung (Ol. 18 des { 62) 

A' — >i SM^ y CO» y — <^os y gin y 
* '«in^cosy+oos^fiiiy 

oder 



• "" • eosf» + »ysüi«9)-ii«' 



^ Je nachdem^ ob der reelle oder der imaginiro Teil benutit wird, wird dann B 
durch eine Ck)tini]a* od^ eipo SiAUBfuiiktioa daq^es^eUt^ 
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wofür man bei Benutzung der durch die Gl. 4 eingeführten Abkürzungen 
auch schreiben kann 

Pnroh ganz dieselbe Überlegung, wie sie von der 61. 8 zu der 
61. 7 führte, l&St sich nun, indem man bloß an die Stelle von h die 
Größe n* h setzt, zeigen, daß sich Ä^' in der Form darstellen läßt 

(18) A:^4..t''', 

wobei (wie ein Verglekh der Gl. 18 mit der Gl. 12 zeigt) eben 

ist. 

Dividieren wir nun die Gl. B durch die Gl. 14, so finden wir, wenn 
wir den Unterschied {6^ — d^ mit 6 bezeichnen, 

g»o ^g^ , — : 

oder, wenn wir für a und h die Werte aus den Gl. 4 einsetzen und die 
angezeigten Mtdtiplikationen durchführen, 

fi'cos*9 + fC0S9(l — n*)^«^«^ — n* + ein^^ — »* 

oder, wenn wir Z&hler und Nenner durch (1 — n') dividieren, 

(\K\ JiS ti n* y — f eoB y VBin' y — »» 

■in» 9» + • COB ^ yün*q> — n« 

Hierfür wollen wir zur Abkürzung setzen 

Um nun den Winkel d zu berechnen, benutzen wir die ans der 
MoiVBBBcben Formel sich ergebende Beziehung 

(17) •" + «-"- 2cobJ. 
Da 

(18) --" = ^^J 

ist, so finden wir dur6h Addition der Gl. 16 und 18 

(19) 2cos*-2^;. 

Da jedoch diese Gleichung zur Berechnung von d nicht besonders ge* 
eignet ist, wollen wir lieber 4/2 nach der bekannten goniometrischen 
Formel ermitteln 

(30) , tgi-^f^^ 



tFÖqs?' 
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Aas Gl. 19 folgt 



1-008* '** 



Li' 



l+oo8*-jrfp 
imd somit 

(21) tgT-T* 

Setzen wir für h und gf die Werte ein, die sich dorch einen Vergleioli 
der 61. 15 und 16 ergeben, so finden wir schließlich 

(22) , j,^C08y)/«io«y-n« 

Ans dieser Formel erkennen wir, daß d bei sogenannter streifender 
Inzidenz verschwindet, nämlich dann, wenn q)i=n/ii ist. Sonst ist 
aber d immer von Null verschieden, sonst ist also im allgemeinen (in- 
folge der Phasendifferenz zwischen den beiden zueinander senkrechten 
Komponenten) das total reflektierte Licht elliptisch polarisiert. 
War bereits der einfallende Strahl elliptisch polarisiert, weisen also be-' 
reits E^ und E, eine Phasendifferenz Öq auf, so haben die Komponenten 
der total reflektierten elektrischen Welle einen Phasenunterschied {Sq + S)^ 
wobei eben für d der Wert einzusetzen ist, der sich aus Ol. 22 ergibt. 
Durch geeignete Wahl des Einfallwinkels kann man also einen elliptisch 
polarisierten Lichtstrahl in einen linear polarisierten verwandeln.* 

Die Komponenten der elektrischen Amplitude nach der Einfalls- 
ebene sind, wie aus 61. 11 hervorgeht, im reflektierten und im ein- 
fallenden Lichte gleich groß, ebenso nach 61. 18 die Komponenten 
senkrecht zur Einfallsebene. Sind nun A, und Ap untereinander gleich, 
was dann der Fall ist, wenn der einfallende Strahl linear polarisiert ist 
und seine Polarisationsebene mit der Einfallsebene einen Winkel von 
46^ bildet, dann sind die beiden zueinander senkrechten Komponenten 
der elektrischen Amplitude im reflektierten Lichte ebenfalls untereinander 
gleich. Fällt daher ein „unter einem Azimute von 45^ gegen die Ein- 
fallsebene linear polarisierter** Strahl 
unter einem Einfallswinkel q> ein, 
für den nach 61. 22 d gleich nß 
wird, so muß der total reflektierte 
Strahl zirkulär polarisiert sein. 
Es läßt sich aber durch eine ein» 
Fig. *8. fache Rechnung (worauf hier nicht 

näher eingegangen werden soll) zeigen, 
daß hierzu ein so großer Brechungsexponent notwendig ist, daß 
lediglich bei dem Diamanten durch einmalige totale Reflexion linear 
polarisiertes Licht in zirkulär polarisiertes verwandelt werden kann. 
Man kann aber nach dem früher 6esagten zirkulär polarisiertes Licht 
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aueh dureh zweimalige totale Beflexion herstellen, deren^ jede 
« awischen den beiden zueinander senkrechten Komponenten (ohne den Be- 
r trag der Amplitudenkomponenten zu &ndem) eine Phasenverschiebung 

von je einer Achtelperiode hervorruft. Aus Gl. 22 läßt es sich 

berechnen, daß dies für Glas vom Brechungsexponenten 1,5 sowohl für 
• einen Einfallswinkel von 48,6* als auch für einen von 64,6* zutrifft. Auf 
I dem besprochenen Prinzip beruht das durch Fig. 48 dargestellte Fbssicbl- 

sehe Parallelepiped, das sich als ein vorzügliches Mittel zur Erzeu- 

gung zirkulär polarisierten Lichtes erweist. 

§ 65. Sat optitoke Terkaltan der Metalle. 

Wahrend die optischen Betrachtungen bisher auf Isolatoren be- 
schrankt waren und infolgedessen hierbei die sogenannten Maxwbll- 
sehen Strahlgleichungen unmittelbar zugrunde gelegt werden konnten 
(Gl. 12 des § 49), müssen wir, wenn wir das optische Verhalten von 
Metallen, also von Elektrizitätsleitern untersuchen wollen, von 
den beiden MAxwBUiSchen Grundgleichungen in ihrer vollständigen 
Form ausgehen. Indem wir das spezifische Leitungs vermögen, 
das wir jetzt mit a bezeichnen wollen^ von Null verschieden an- 
nehmen, haben wir also Gl. 9 und 18 des § 47 zu benutzen, denen zu- 
folge die Beziehungen bestehen 

Wir bilden nun nach der bekannten vektoralgebraischen Begel (Gl. 7 
des § 85) die Ausdrücke rot rot $^ und rot rot (E. Nehmen wir an, 
daß das Medium keine wahre Elektrizität enthalte, im übrigen aber 
homogen sei (so daß also e und /a vom Orte unabhängig sind), so ist 
nach Gl. 14 und 15 des § 47 
(2) div $ = div (£ = 

und somit / * x ir a c. 

I rotrot$ = — J$, 

^ ^ l rot rot (E = - J ffi . 

Unter Benutzung der GL 1 finden wir also 



w 






' Für dat spezifische Leitungsvermögen ist sowohl der Buchstabe X als auch 
der Buchstabe o als Bezeichnung gebräuchlich. Doch wiid der Buchstabe A eben 
auch allgemein für die Wellenlänge, der Buchstabe a auch allgemein für die elektrische 
Flichendichte benutzt. Aus diesem Grunde wurde in der ElektrizitAtstheorie das 
«pezifisdie Leitungs^ermfigen mit X bezeichnet, wihrend in der Optik dafür das 
Symbol a gebraucht werden mage. 
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oder, indem wir nun für rot (£ und rot ^ die Werte $08 den Ol. 1 ei|i^ 

setzen, 

(5) ^(g_liL^^ + ^|«, 

(6) ^^,1:^1^ + ^^. 

Wir wollen einstweilen nur die 61. 5 betrachten (da ihr ja die 
61. 6 vollkommen analog ist). Wir wissen dann ans den Betrachtungen 
des § 60, daß ihr in dem besonderen Falle, daß a gleich Null ist, als 
partikulare Lösung ein Ausdruck genügt, der eine ebene, absorptions- 
freie elektromagnetische Welle beschreibt. Lassen wir im besonderen 
die X-Achse mit der Fortpflanzungsrichtung zusammenfallen, so daß 
also statt J(E einfach geschrieben werden kann d'C^/dx*, so hftt die 
partikulare Lösung die Form 

wobei X gleich yTpLlc ist. (Mit n ist also jetzt der reziproke Wert der 
6röße bezeichnet, die in § 60 so genannt wurde.) 

£)s liegt nun jedenfalls der Oedanke nahe, es zu versuchen, ob dieser 
Ausdruck nicht auch der 61. 5, in der a ungleich Null ist, genügt^ 
wobei dann allerdings die Konstante x eine andere' Bedeutung haben 
dürfte, als in dem besonderen Fäll, daß p verschwindet. Setzen wir 
also versuchsweise (E gleich dem Ausdruck (7), indem wir nur statt 
X nunmehr x' schreiben, so finden wir (da nach dem früher 6esagten 
für J(£ einfach d^d/dx^ geschrieben werden kann) 



(8) 



Durch Einsetzen der Ausdrücke (8) in die 61. 6 ergibt sich die Be- 
ziehung 

oder 

(9) ,'..:l(L-;iMi; 

/ 

Wir erkennen somit, daß in der Tat der Ausdruck {7) für (g der 6L 6 
genügt, wofern^' als komplex angenommen wird. Wir können setzen 

(10) ^^^lrJl\ 

wobei , 

(10») a»-^»=c^ 
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(11) 



und 

(lOb) aß » not 

ist. WexvoB findet man 

/9-[/-5-(yiM:T^f^-.). 

Setzen wir die Werte »iis 61. 10 in den Ausdruck (7) ein, so er- 
halten wir also eine partikulare Lösung der Ol. 5 in der symbolischen 
Form 

oder (da ja n « -* ) ist) 

Dieee liösung^ der Differentialgleichung (5) l&ßt uns erkennen, daß im 
Leiter die elektrische Welle absorbiert wird, und ganz dasselbe gilt 
natOrlich auch wegen der völligen Analogie der Gl. 6 und 6 für die 
magnetische Welle. Die MAXWBLLsche Theorie führt also zu der Folge- 
rung, daß alle Leiter der Elektrizit&t in nicht zu geringer Dicke un- 
durchsichtig seien. 

Die Werte von a und ß, die die optischen Konstanten des 
Hetalles darstellen, sind nun wohl durch die Gl. 11 in einen Zu- 
sammenhang mit der Dielektrisnt&tskonstante e gebracht, indessen ist 
deren Wert für Metalle unbekannt; er läßt sich auch nicht umgekehrt 
etwa durch Beobachtung Ton j3 beEitimmen. Denn da a für Metalle in 
elektrostatischem Maß von der Größenordnung 10^^ ist, wird, obwohl t 
(bei sichtbarem Licht) von der Größenordnung 10~* sec ist, gleich- 
wohl CT noch immer von der Größenordnung 10^, so daß es berechtigt 
erscheint, daneben die unbekannte Größe e zu vernachlässigen. Tut 
man dies, so kann man nach GL 11 einfach setzen 



(18) ß^Yi^. 

Ebenso groß ist der Wert von a; für die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Welle im Metall, die nach Gl. 12 gleich sein muß c/a, finden 
wir ddier 

Die GL 18 und 14 bezeichnet man nach dem Forscher, der sie zuerst 
(1889) aufstellte, als die Gleichungen von Dbudb. 



* Diese symboliaohe Lösung enthält auch den allgemeinen Fall, daß die Welle 
elliptiseh polarisiert sei. Wir brauchen dazu nach § 62 nur den reellen und den ima- 
ginären Teil der Lösung voneinander zu trennen, beide unter Weglassung des Faktors t 
idi Tonohiedenen Konstanten zu multiplizieren und die beiden Frodul^ pA addieren* 
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Da nach GL 8 des § 55 das Produkt ex gleich der Wellenlänge 1 
ist (wie sie der betreffenden Periode im leeren Bamne entspricht), so 
kann der erste Exponentialausdruck der rechten Seite y<m GL .12 auch; 
in der Form geschrieben werden 

e" ^ . 

Die Amplitude der Welle hat also nach ihrem Eindringen bis in die 
Tiefe einer Wellenlänge eine Schwächung im Verhältnisse e^^^fi erfahren; 
die Größe ß bezeichnet nian darum als den Absorptionskoeffizienten, 
des Metalles. 

Aus £rL 14 erkennt man, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von der Periode t, also von der Farbe abhängt. In einem Leiter 
tritt demnach stets Dispersion des Lichtes ein. Aber auch die 
Absorption ist, wie ja GL 13 zeigt, von der Farbe abhängig. Licht 
von längerer Wellenlänge wird stärker, Licht von kürzerer Wellenlänge 
schwächer absorbiert. 

Li einem Isolator ist die Größe x im Ausdruck (7) gleich dem 
Quotienten aus Brechungsexponent und Lichtgeschwindigkeit; da in 
einem Metall an die Stelle der Größe h die komplexe Größe h' tritt, 
die durch GL 10 bestimmt ist, so liegt jedenfalls der Gedanke nahe, 
einem Metall einen komplexen Brechungsexponenten n* zuzu- 
schreiben, der gleich wäre 

(16) n'^^a-iß. 
Da nach dem Brechungsgesetz dann 

sino) 

sin yf also ebenfalls komplex wird, so müssen auch im allgemeinen nach 
den FBBSNBLschen Gleichungen die Größen A, und A/ komplex 
werden. Wir können dies nach Gl. 6 des § 64 dadurch ausdrücken, 
daß wir setzen 

wobei, wie ein Vergleich mit GL 11 des § 64 zeigt, B^ und B^ die 
(reellen) Amplituden sind, mit denen die beiden zueinander senkrechten 
Komponenten der reflektierten elektrischen Welle schwingen. (In dem 
Falle totaler Beflexion, wie er in § 64 betrachtet wurde, ist einfach 
Bp gleich A^ und B« gleich A,). Bezeichnen wir wiederum, wie in $ 64, 
die Differenz (d^ — d^) mit i, so finden wir aus GL 16 

(17) ^-f"'"- 

Andererseits ist aber nach GL 4 des § 68, die wir wohl auch Jetzt aji- 
wenden dürfen^ 
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na^ ^/ xc ^ ^^ . co8(y+y) 

^^^'^ ^; 4. 006(9- V)* 

Dieser Aüsdrack wird, wie man gleicht erkennt, nur dann reell, wenn 
q> gleich Null oder 7c/2 ist; sonst ist er immer komplex. Es muß somit 
im allgemeinen auch die rechte Seite der 61. 17 komplex und, da B^ 
und Bf reelle Größen sind, also im allgemeinen d von Null verschieden 
sein. Das von einer Metallfläche reflektierte Licht ist daher 
im allgemeinen auch dann, wenn das einfallende Licht linear schwingt, 
elliptisch polarisiert.' 

Betrachten wir den speziellen Fall senkrechter Inzidenz, so 
ist nach 61. 8 des § 68 

(19) ^;-^,^l 

oder, wenn wir für n' und A^' die Werte aus den Gl. 15 und 16 einsetzen, 
(20) B^.e",-^,J.^^. 

Um die 6röße Bp* zu ermitteln, schreiben wir unter die 61. 20 eine 
andere, die sich ergibt, wenn wir in 61. 20 überall den Faktor % durch 
den Faktor (-- i) ersetzen. Diese 61eichung muß nach einem bekannten 
Satze der Algebra natürlich ebenso erfüllt sein wie die 61. 20 selbst. 
(Denn eine komplexe 61eichung kann ja nur dann bestehen, wenn die 
reellen Teile beider Seiten untereinander gleich sind, und ebenso die 
imaginären. 6ilt daher eine 61eichung 

A+%B=C+iD, 
80 muß ebenso die 61eichung erfüllt sein 

^-fB = (7~iD 
üsw.) Wir finden also 

tmd, indem wir die 61. 20 und 21 miteinander multiplizieren, 

^P ^9 a« + j3« + 2a + l 



* Den auflgezelohneten Winkel, für den b gleich n\2 wird, nennt man den Haupt - 
einfallswinkel. Beseitigt man den Phasenimteraohied zwischen den beiden Kom> 
ponenten des reflektierten Strahles (durch einen Kompensator), so erhält man linear 
polariiiertM lacht; doch bildet dessen Polarisationsebene im allgemeinen jetzt einen 
anderen Winkel mit der Einfallsebene als die Polarisationsebene des einfallenden 
Strahles. Den Winkel, den die Polarisationsebene des reflektierten Strahles (nach 
Beseitigung der Hiasendifferenz) mit der Einfallsebene bildet, wenn der unter dem 
Haapteinfallswinkel einfallende Strahl unter einem Azimut von 45* gegen die Einfalls- 
ebene linear polarisiert ist, bezeichnet man als das Hauptazimut. Haupteinfalls- 
winkel und Hauptazimut sind (worauf hier nicht n&her eingegangen werden soll) 
durch swei Gleichungen mit den optischen Konstanten a und j9 verknüpft. Es ist 
daher möglich, durch die sehr genau durchführbare Messung von Haupteinfallswinke] 
und Hauptacimut die optisdien Konstanten der Metalle zu bestimmen. 
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' . ' I . , , . I , ■ . ■ . ■ ' .',11, seaa^ 

Da andererseits nach 61. 9 des § 68 — in völliger Analogie zu GL 19 

(28) <-^.^ 

ist, so muß auch -^ 

sein. Das Beflexionsvermögen ist nun 



9 



Ä,* + -i.» 



oder nach OL 22 und 24 



(26) (f 



«• + ^ + 2« + l 



Da a gleich ß gesetzt werden kann (nach Gl. 18 und 14), so kAonen 
wir hierfür auch schreiben 

Da aber a, wie bereits mit Bezug auf Gl. 18 auseinandergesetzt wurde» 
recht groß ist, ist 2 a* groß gegenüber dem Ausdruck (2 a + 1). Wir 
können daher auch schreiben 

(26) ?-l--f 
oder nach GL 18 

(27) (>-l--4=- 

Durch Messungen von Haqbn und Bubbns (1908) ist die genaue 
Gültigkeit dieser Gleichung im Gebiete des Ultraroten erwiesen worden. 
Wegen der Größe von a ist nach GL 27 das BeflezionsvermÖgen 
der Metalle nur wenig von Eins verschieden. Man bezekshnet 
diese Eigentümlichkeit der Metalle als Metallglanz.1 Im übrigen ist^ 
wie Gl. 26 zeigt, q von dem Werte von t abhängig, das Beflexions- 
vermögen also für verschiedene Farben verschieden. Da wir wegen 
der Gleichheit von a und ß GL 26 auch in der Form schreiben können 

(28) P-l-j. 

so erkennen wir, daß Farben, die stark absorbiert werden, auch beson* 
ders stark reflektiert werden müssen. Daher sind auch die Farben 
komplementär, die dünne Metallblättchen im durchgehenden und im 
zurückgeworfenen Lichte zeigen. ( 



* Da der MetaUglanz von dem V<nlilltnifl der IntenaitfttMi dei rofldElieitift 
nnd des einfallenden Liohtea abhängt, so tritt Metallgbuis anoh bei dar totalen Ba* 
flexion anf ; darum erscheinen Luftblasen unter Wasser wie atotallischei Quecibrilber> 
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§ 66* Sie Anibreihing des Lichtes in Kristallen. 

Aus den Beobachtungen, die Babtholinub und genauer später 
HuYQBNS an dem isländischen Kalkspat anstellten, ging bereits 
deutlich hervor, daß die einfache^ Gesertze, mittels deren sich die Aus- 
breitung des Lichtes etwa in Glas beschreiben läßt, für eine Theorie 
'des optischen Verhaltens der Kristalle nicht ausreichen. Huyobns 
versuchte darum bereits eine Erklärung der an^ dem Kalkspat wahr- 
nehmbaren Erscheinungen auf Grund der Annahme, daß die optischen 
Eigenschaften des Kalkspats in verschiedenen Bichtungen ver- 
schieden seien, daß also der „isländische Kristall'*, wie man sagt, 
optisch anisotrop sei. Dies müßte sich, wie Hutobns meinte, darin 
äußern, daß sich das Licht im Kalkspat nach verschiedenen Bichtungen 
hin verschieden rasch fortpflanze, und vennittels dieser Hypothese ge- 
lang 68 in der Tat Hutgbns, eine verblüffend einfache Erklärung der 
Doppelbrechung zu gewinnen. 

Da nach der elektromagnetischen Lichttheorie die Lichtgeschwindig- 
keit in einem durchsichtigen Mittel durch den Wert der Dielektrizitäts- 
konstante bestimmt erseheint, müssen wir also, wenn wir Huyobns 
so fruchtbare Annahme in die elektromagnetische Theorie des Lichtes 
übertragen, den Begriff der Dielektrizitätskonstante für Kristalle er- 
weitern. Wir müssen nämlich annehmen, daß die Größe 6, die für 
einen isotropen Körper durch die Gleichui^ 

die Dichte des Verschiebungsstromes mit der zeitlichen Änderung 
der elektrischen Feldstärke verknüpft, in einem Kristalle von der Bich- 
tung des Vektors d^jdt abhängt. Die einfachste Beziehung, die unter 
dieser Voraussetzung zwischen den Vektoren g und d^fdt bestehen 
kann, ist dann von derselben Art wie die Beziehung, die in der Mechanik 
starrer Körper die Vektoren des Drehimpulses und der Winkelgeschwindig- 
keit miteinander verknüpft^; der Faktor ejAn spielt hierbei dieselbe 
Bolle wie in der Dynamik starrer Körper das von der Bichtung abhängige 
Trägheitsmoment. Der einfachste Zusanmienhang, der in einem 
Kristall zwischen den Vektoren g und dd/dt bestehen kann, der anderer- 
seits aber auch, wie die Erfahrung zeigt, zur Erklärung des optischen . 
Verhaltens der Kristalle genügt, ist also der, daß der Vektor g eine 
lineare symmetrische Vektorfunktion des Vektors dd/dt, die ' 
Dielektrizitätskonstante also ein symmetrischer Tensor ist. 
Ist dies der Fall, dann läßt sich nach dem in § 28 (Gl. 15) abgeleiteten 
Satze stets ein Koordinatensystem derart bestimmen, daß in bezug 
darauf die Tensor komponenten zweiter Art verschwinden; in bezug 



» §28, (31.2, 
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auf ein derart gewähltes Koordinatensystem müssen also die Gleichungen 
bestehen 



(2) 



4 E^ 



wenn wir mit e^^ e^, e^ die drei Hauptwerte dos Tensors e bezeiehnen, 
die man die drei Hauptdielektrizitätskonstanten des Kristalls 
nennt.' Die drei zueinander senkrechten Richtungen, die durch das 
ausgezeichnete Koordinatensystem bestimmt sind, für das die Tensor- 
komponenten zweiter Art verschwinden, nennt man die elektrischen 
Symmetrieachsen des Kristalls. 

Aus den 61. 2 erkennt man, daß wegen der Ungleichheit der drei 
Größen ß^, e^, €, in einem Kristalle im allgemeinen die Vektoren g und 
dd/dt nicht gleichgerichtet sein können. Da andererseits g aber gleich 
ist dem zeitlichen Differentialquotienten des Vektors der dielektrischen 
Verschiebung 2), so müssen somit im allgemeinen in einem Kristalle 
— im Gegensatze zu einem isotropen Körper — die Vektoren der 
dielektrischen Verschiebung und der elektrischen Feldstärke 
verschieden gerichtet sein. 

Da nach der ersten allgemein gültigen, fundamentalen Beziehung 
der MAXWBLLschen Theorie in einem Isolator die mit in/c multiplizierte 
Dichte des Verschiebungsstromes vektoriell gleich sein muß der Botation 
der magnetischen Feldstärke, so müssen auch in einem Kristall die 
Gleichungen erfüllt sein 



c dt 
8^ dB, 

e dt 



rot,$. 



In einem Kristall tritt dieses Gleichungstripel an die Stelle der ersten 
MAXWBLLschen Hauptgleichung» in die es übergeht, wenn e^ ^e^^B^ 
wird. Die zweite MAXWBLLsche Hauptgl^ichung, derzufolge 

(4) ^4|.-_rot(g 

ist, gilt hingegen unverändert auch für einen Kristall (da es sich als 
überflüssig erweist, eine Abhängigkeit der magnetischen Permeabilität 
von der Richtung in Kristallen anzunehmen). 



* Sind ei, e^ tmd % untereinander gleich, so igt der Kdrper igotiop. 
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Indem man did erste der Ol. 8 partiell nach der Zeit differentiiert, 
findet man 

e 



oder nach OL 4 



dfi 






rot 



^m) 



- rot, (rot (g). 



Auf Gnrnd der vektoranalytischen Formel für die ssweiiaohe Botation 
eines Vektors (Gl. 7 des § 85} ergeben sich somit die drei Gleiohangan 



(ö) 






^-AJ?.-^(diV(ß. 



=^-^-AJ?,-.jL(di,(0, 



hü 






d 



^.AJSI.--^(diT©. 



W&hrend für qnellenfreie homogene, isoth>pe Medien die Divergenz der 
elektrischen Feldstarke yerschwindet, weil ja (zufolge Ol. 14 des § 47) 
beim Fehlen von Ladmigen immer div (£(£) Null sein muß, is^ bei aniso- 
tropen Medien div (E von Null verschieden, so daß also die letzten Glieder 
in den drei OL 6 beibehalten werden müssend 

Wir denken uns nun durch einen beliebig im Kristalle gewählten 
Vmkt (den wir gleichzeitig zum Ursprung eines den elektrischen Sym- 
metrieachsen parallelen Koordinatensystems machen wollen) eine beliebige 
Qerade gelegt, die mit den drei Koordinatenachsen die Winkel a, ß, y 
bilden wir fragen uns, ob und unter welchen Bedingungen nach den 
GL 6 im Kristalle sich mit dieser Geraden als Wellennormalen eine 
eben«« liftaar polarisierte Lioht welle auslnreiten kann. Gesetzt 
d^i Fall, daß dies möglich sei, so müßten die drei Gleichungen erfüllt sein 



(«) 



J?;-J,sin[iii(* 



gcosa -hyeofl/?-h»co8y 



)]■ 



j; - ^, «in \^\t - «<»o"'+yow^->>»eo.;>\j ^ 
Indem wir diese Glei^imgen partiell differentüeren, finden wir 



(7) 



4f — ^.cosl 



\n 008O 



-^--W ]¥^' 






:-^eos[ ]-^-^ ««r., 



i«olm in liie^ leer gelassenen eekigm Klammem stets der Ausdruck 
aus den GL 6 einzusetzen ist. 



Baa% Mtomiinag te dft Uitor. Phfilk. 
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Durch abermalige partielle Differentiation ergibt sich 



(8) 









d 
6* 






4 ff* 001*/? 



Da 

(9) coB«« + cos»/9 + eo6V-l 

ist, finden wir somit eTus Gl. 8 



(10) ^ X-. - -^ 

Andereneits ist naob Gl. 8 






4ii« 



liT 



-- ». -Ty 



(U) 



«•Ä 






. « ±:^j^(jff^008« + jr,ow/9 + Ä^owy). 



Bobließlicb'ist 
(12) 



B*X, 



—S. 



4«* 



Setzen wir die Werte ans den Gl. 10, 11 and 19 in die Gl. ff ein, 10 »• 
kennen wir, daß die Gl. 6 nur dann eine Lösung der Differentiatgleieboogeo 
(0) darstellen können, wenn die Bedingung erfOllt ist 

(13) <^ ^ ''' 

und wenn auch zwei analoge Besdehnngen fttr 0| und «i gelten. 

Setzen wir zur Abkürzung 

(") ^-V, -^-'.'. if-'.' 

und* 

(15) i?.eo8a + JS^yeos/9 + ^«eo8r«" ^/ 

so können wir die 61. 18 auch in der Form sehreiben 

Em B0 008 tt 

oder 

-B 8fßx^9oem 



(16) 



Multiplizieren wir diese Gleichung mit cos a and die beiden analogoa 



* Vi ist also gleich der Qesohwindigkoii dos Liehlos in oinorn isolfopoa Modtaii 
Ton der DielektarisitfttskonstsAto sg usw. 
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mit cos ß jjüfid cos y und addieren wir dann alle drei, so finden wir zu- 
folge 61. 8 (nach erfolgter Division dnroh 8) 

Benutzen wir die Identität 



r,*ooe*« ^^m , ••cos*« 
—4 — -=- — cos' a H i =- 

und die beiden analogen und formen damit die 61. 17 um, so können 
wir diese auf 6rund der 61. 9 und indem wir durch o* dividieireu, auch 
in der Form schreiben 

Diese Formel enthftlt das sogenannte FftBSKiLsehe SeiotE d«r 
Lichtausbreitung in Kristallen. 
Bringen wir die 6L 18 auf die Form 

(19) cos ■ a (V ^^W-^^ + cos« ß (V - c«) (r/ - 1^ 

+ cos*y {t?i« •- 1?«) (V -- ««) -• , 

so erkennen wir, daB diese 61eichung in bezug auf die Unbekannte v^ 
>om zweiten 6rade ist« Sie ergibt also für jede durch die Werte yon 
a, ß, Y festgelegte Bichtung zwei rerschiedene Lösungen.^ Fällt 
a. B. die WeUennormale mit der fB-Bichtung zusammen, ist also 

cos a »1/ eos /}«»0, oob7«»0, 
io sind dk beiden Lösungen 

Jede zur q^Achse parallele 6erade kann also die Wellennormale zu 
zwei versclnedenen Wellen bilden, die sich mit den 6eschwindigkeiten 
v^ und t^ fortpflanzen; ebenso gehören zur y- Achse als Wellennormalen 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten v^ und t^^ und zur jp-Achse als 
Wellennormalen die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten v^ und v^. Die 
drei Konstanten t?x> ^t> ^s bezeichnet man darum als die Hauptlicht- 
geschwindigkeiten des Kristalls. Gkknz allgemein entsprechen jeder 
beliebigen Bichtung zwei Fortpflanzungsgeschwindigkeitefr, deren Zu- 
sammenhang mit den Hauptlichtgeschwindigkeiten durch die 61. 18 
gegeben ist. 

Es ist bereits früher im Anschlüsse an 61. 2 erwähnt worden, daß 
in einem Kristall die Bichtungen Mer Vektoren der dielektrischen Ver- 
schiebung X> und der elektrischen Feldstärke (E nicht zusammenfallen. 
Da der zeitliche Differentialquotient der dielektrischen Verschiebung 
gleieh ist der Dichte des Verschiebungsstrom<9s, so ist nach 61. 2 

* FOr V selbst eigeben sich idlezdings Tier Losungen» ron denen jedoch Je ewei 
(Ms auf dM in pbTgikaliscber Hinsioht bedentungiloie Vorseioben) einander gleiöb tind. 
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eota 


^•■4«,. 


v-»» 


f 4n§i 






.?^ 
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(W) D.-J^JP. nsw. 

Hieraus folgt gemftA Gl. 16 bei gleichzeitiger Anwendung von 61. 14 



(21) 



Nennen wir non einen Einheitsvektor, der die BifihtoQg der Welloo- 
normalen hat, f , so sind seine Komponenten eos a, eos ß, eoB y. Du 
innere Produkt ans dem yektor der dielektriseheii Verschiebong md 
diesem Einheitsvektor ist daher 

(22) Df = D, cos a + i>r cos /8 + D, cos y . 

M nltiplisieren wir die drei Gl. 21 mit eos a, cos ß ond eos y nmä «4iierMi 
dann alle drei, so finden wir aber zufolge 61. 18 

(28) J)f «0 oder D±f . 

Die magnetische Feldstärke ist nun in einem isoiropan MsdiuB 
mH der elektrisdien (nach Gl. 17 des § 60) durch di« Ox bima Kristall 
nicht direkt anwendbare Beiiehung vetrknftpft 

wofür wir aber, da die FortpflanzungsgeschwindiglDdit dar Walle 
Uli, aoeh «ehreiben können 

Diese Formel mufi, da in ihr die Dielektrizitätskonstante nicht tot- 
kommt, offenbar auch für einen Kristall gelten. (Man kann sich hiervoii 
leicht übaneugen, indem man die 61. 4 aus der vektcurieUen in die ana- 
lytische Schreibweise übertragt, für die dann auftretenden partidkn 
Diflferentialquotienten BE^fds usw. die Werte aus den den 61. J ana- 
logen Formeln einsetzt und schließlich integriert.) Ist aber die GL 24 
auch in «inem anisotropen Medium erfüllt, dann müssen nach der De- 
finition dea ftuleren Vektorproduktes zufolge 61. 24 auch in einem 
KrigtaUe die Beziehungen bestehen 

Um schließlich noch die gegenseitige Lage der Vektoren ^ und S> 
m tindan, wollen wir noch d^s innere Produkt j^D bildan. Wir ßnäm 
zunächst a«i Gl. 24 
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oder nach 61. 16 



•^(j;co«/J- J,oo«r) 



(27) { .i|co./yco»r[l+-^-l--^] 

Es ist somit nach Gl. 31 

(9ft\ TT n ^ ^'^* eOttttiMßtMr r„ t -, n 

(28) H,]), - -j^^ (r,*-«^(».*-.*)(..*-»*i '•«'. - ••^• 

Folglich ist 

(29) SD -[(«,«-»,«) + (V- t^i*) + (V- «•")] 
oder 

(30) SD=0, $XD. 

Aas den 61. 23, 25 und 30 ergibt sich nan folgendes: Die Vektoren 
^ und X> müssen, da sie beide zu der WeDennormalen f senkrecht sind^ 
in der Wellenebene liegen, and zwar wiederum beide (nach GL 80) 
untereinander n<Mrmal sein. Wie ein 
Vergleich mit den Verhältnissen im 
isotropen Medium* zeigt, in dem 
ja X) dieselbe Bichtung wie (E hat, 
müssen dabei die Bichtungen von 
f, D und § den positiven Bich- 
tungen der a>, y- und >Achse in 
einem englischen Koordinatensystem 
entsprechen. Der Vektor (E ist nun 
allerdings, wie schon erwähnt, in 
einem Kristalle anders gerichtet 
als der Vektor 2). Da er aber nach 
Ol. 25 auf dem Vektor ^ senkrecht 
stehen muß, muB er in derselben 
Ebene mit den Vektoren J) und f (also '^- **• . 

in derZeichenebenederFig.44)liegen. 

Da die Strömung der elektromagnetischen Energie nach dem 
PoTNTiNO sehen Satze (§ 48) senkrecht zu den Bichtungen ron 
(E und ^ stattfindet, erfolgt sie in dem Kristalle, anders als in einem 
isotropen Medium, nicht in der Bichtung der Wellennormalen, 
wohl aber in der durch D und f bestimmten Ebene. Der Lichtstrahl» 
desMn Dichtung durch die Bichtung der Energieströmung und somit 




* Vgl. i 60. 
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durch die Bichtung des FoTNTiNOschen Vektors (3 gegeben ist, liegt 
also wohl in der von 2) und f gebildeten Ebene (der Zeichenebene der 
Fig. 44), schließt jedoch mit der Wellennormalen denselben Winkel ein 
wie der Vektor (E mit dem Vektor !).• 

Den beiden verschiedenen Wellen, die sich längs einer bestimmten 
Geraden als Wellennormalen fortpflanzen, entspricht natürlich auch 
eine verschiedene Lage der Ebene, die die Vektoren 2) und (E enthält 
imd auf der $ senkrecht steht. Da jedoch durch die Bichtungen von 
f und von 2) auch die von (E und ^ bestimmt sind, so genügt es, die 
beiden Werte von J) miteinander zu vergleichen; wir wollen sie mit 
I)' und I)", die Geschwindigkeiten der beiden Wellen mit v' und v" be- 
zeichnen. Wir finden dann aus Gl. 21 

(31) < coa* « cos*/? eoa^y . 

Formen wir diese Beziehung mittels der Identität um 

80 finden wir 

'r^'!I^" ^ ^ ff <^o«*« 4. <>o»V 4. ^»V 1 



83) 



a COB* ß , 



;^]1 



Die Ausdrücke in den beiden eckigen Klammem müssen aber verschwinden, 
weil ja die Gl. 18 sowohl für t? = c' als auch f ür v = v" erfüllt sein muß, 
da ja eben v' und v" die Wurzeln dieser Gleichung sind. Wir finden ako 

(34) D'D"=0 oder D'ID". 

Die Vektoren der dielektrischen Verschiebung stehen in den beiden 
Wellen aufeinander senkrecht. Wenn wir also unter den elektrischen 
Schwingungen die Schwingungen des Vektors I) verstehen, können wir 
sagen, daß die beiden Wellen, die in einem Kristall zu derselben Wellen- 
normalen gehören, zueinander senkrecht polarisiert sind.^ (Die 
Ebene der Fig. 44 ist also, wenn man von der einen Welle zur anderen 
übergeht, um f als Achse um einen Winkel von 90^ zu drehen.) 



^ Der KoBinos dieses Winkels ist wiederum gleich D(E/i>i?. 

^ Ganz unabhängig davon, ob man unter den elektrischen Schwingungen im 
Kristall die Schwingungen des Vektors 2) oder des (anders gerichteten) Vektors ^ 
versteht, läßt sich (worauf hier nicht näher eingegangen werden soll) zeigen, daß 
jedenfalls nach erfolgtem Austritt aus dem Kristall däzm im leeren Räume 
oder im isotropen Medium, wo jetzt (E und 2) wieder gleichgerichtet sind, die beiden 
ausgetretenen Strahlen zueinander senkrecht polarisiert sind. 
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Wenn von den drei Hanptlichtgeschwindigkeiten zwei 
untereinander gleich sind, so nennen wir den Kristall einachsig.^ 
Ist s. B. «^ Bi^g, so pflansen sich in der o^Bicbtung beide Wellen mit 
der gleichen Geschwindigkeit fort; in der o^Bichtong gibt es dann genau 
so wie in einem isotropen Körper nur eine einzige Welle. Die a> Achse 
oder eine ihr parallele Gerade bezeichnet man in diesem Falle als die 
optische Hauptachse des Kristalls; eine Ebene, die durch die Wellen- 
nonnale nnd eine sie schneidende optische Hauptachse gegeben ist, 
nennt man eine zu der betreffenden Wellennormalen gehörende Haupt- 
ebene. 

Ist nun €0 «Bt^, BO nimmt die GL 19, da 

(8Ä) COS* ß + cos* y =1 1 — COS* a «sin* a 

ist, die einfache Form an 

(86) cos*a(V - «•)• + 8in*a(t?i* - c*) (v,* - t?*) =0 . 
Diese Gleichung hat zwei Lösungen, n&mlich erstens 

(87) t?'*=t?,* 

und zweitens [wenn wir die Gl. 86 durch (v,* — t?*) dividieren] 

(88) cos*a(V -O + sin*a(t?i* -O =0 , 
woraus folgt 

(89) ©"* « t?/ cos* a + t>i* sin* a . 

Aus Gl. 87 erkennt man, daß zu jeder beliebigen Bichtung als 
Wellennormalen in einem einachsigen Kristalle eine Welle gehört, die 
sich mit der gleichen, von der Bichtung unabhängigen Geschwindigkeit 
fortpflanzt, genau so, als ob der Kristall isotrop wäre. Diese Welle 
nennt man die ordentliche Welle; ihre Geschwindigkeit ist gleich 
der einheitliehen Geschwindigkeit in der Hauptachse. Die Geschwindig- 
keit der zweiten Welle, die man im Gregensatze hierzu die außerordent- 
liche Welle nennt, hängt von der Bichtung der Wellennormalen ab, 
ist aber völlig durch die Neigung bestinmit, die die Wellonnormale 
gegen die optische Hauptachse hat. Der Winkel dieser Neigung ist ja 
gleich a, weil wir die optische Hauptachse mit der o;- Achse zusammen- 
fallen ließen. Für a «90^ wird die Geschwindigkeit der außerordent* 
liehen Welle gleich tp^.* 

* Rinachsig oind Kristalle des tetragonalen und des hezagonalen Systems. 
£ii «t> «I, wie s. B. beim Qoan, so nennt man den Kristall positiv einaohsig; ist 
«i < Vi, wie beim Kalkspat, so heißt der Kristall negativ einachsig. — Die Kristalle 
det teiseralen regnl&ren Systems unterscheiden sich in optischer Hinsicht von iso- 
tropen KCrpem «berbaupt nicht. 

* Es lUßt sich zeigen (worauf jedoch hier nicht n&her eingegangen werden soll)» 
daß die Blementarwellen des ordentlichen Strahles Kngelflächen» die des 
aufierordentUcben Strahles hingegen Rotationsellipsoide sind und daß beide 
WeUta einander in der Biohluag der eptisohen Hauptachse bertthren. Hierauf be- 
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i Die Bichtungen, in denen die elektrischen Schwingongen in den 

beiden Wellen erfolgen, können wir aus den 61. 21 ermitteln, wsa imotem 
für einen einachsigen Kristall wegen der Gleichheit von v^ und «^ düe 
Proportion folgt 

\40) i>,:i>y:i>, - C08«-^^£-^:c08/?:c08y. 

Da für die ordentliche Welle v immer gleich v^ ist, muß somit, wMn inm 
den Vektor der dielektrischen Verschiebung in der ordentlichen Welk 
mit X)' bezeichnen, stets 
(41) P/=0 

sein. Es muB also *lb' auf der optischen Hauptachse (Weil ja diese die 
Bichtung der x- Achse hat), überdies aber nach Gl. 28 auch auf der 
Wellennormalen senkrecht stehen; es müssen somit die elektrischen 
Schwingungen der ordentlichen Welle senkrecht zum Haupt* 
schnitt erfolgen. Da die ordentliche und die außerordentliche Welle 
aber nach Gl. 84 wiederum senkrecht zueinander polarisiert sind, müssen 
die elektrischen Schwingungen der außerordentlichen Welle im 
Hauptschnitt stattfinden. Umgekehrt erfolgen, wie man aus Gl. 25 
und 80 erkennt, die magnetischen Schwingungen der ordentlichen Welle 
im Hauptschnitt, die der außerordentlichen senkrecht zu ihm.^® 

Zu jeder Wellennormalen sind aber nun nie mehr als zwei ver- 
schiedene Wellen möglich. In einem einachsigen Kristall können sieh 
daher überhaupt nur solche Wellen ausbreiten, deren elektrische Schwin- 
gungen entweder in einem Hauptschnitt oder seükrecht zu einem er- 
folgen. Ist das Zweite der Fall, so pflanzen sich die W^en in einem 
einachsigen Kristall wie in einem isotropen Medium forts^^ 



ruhen die aus der Experimentalphysik bekannten venohiedenen ^on Hmram» «nd 
FmisnL eüBonnenen geometrischen Konstruktioiien, die fOr sw^iachaige KriftaUe 
einer Erweitenmg bedürfen. 

^" Im Nie OL sehen Prisma (das aus einem Kalkspatkristall hergestellt wird) 
wird an einer Schnittfläche, an der beide Teile des ^ismas mittels durchaiditigBQ 
Kanadabalsams sosammengekittet sind, der ordentliche Strahl total reflektiert. Dm 
NiooLSche Prisma l&ßt d^r nur den außerordentlichen Strahl durch und hteloi 
somit ein vorzügliches Mittel zur Herstellung polarisierten lichtes*. 

^^ Auf Qrund der elektromagnetischen Lichttheorie läßt sieh auch seigen, daß 
in einem absorbierenden Kristall, in dem also die Leitfähigkeit von Null 
verschieden anzunehmen und selbst wiederum als symmetrischer Tensor aufiRi' 
fassen ist, die Absorption einer Welle von ihrem Polarisationszustand abhängig 
ist. Daraus erklärt es sich, daß der einachsige Tur malin den oidentli<ten Strahl 
fast völlig absorbiert, den außerordentlichen hingegen durchläßt. Man. kann iiob 
daher einer Turmalinplatte bedielen, um polarisiertes Licht zu erzeugen. 
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X. Kapitel. 

Die Elektronentheorie. 

§ 67. Ikt eldrtrolytisoha Chnndg eteti Ton Faxabat. 

Die MAXWBLiiSohe Theorie des elektromagnetischen Feldes 
hatte den nichtigsten Begriff der älteren Elektriait&tstheorien, den 
Begnü dar elektrischen Ladung, völlig in den Hintergrund ge- 
dhrflngt» and dies vor allem war die Ursache ifafer Dniul&nglichkeit 
gegenüber der Fülle neuer Erscheinungen, die die Physiker am Ende des 
19. Jahrhunderts entdeckten. Der ZEEiuN-Eftekt, die Badioaktivität, 
di« Entladung der Elektrizität in Gasen erforderten 2U ihrer Erklärung 
dringend eine Neugestaltung der Grundlagen der Elektrizitätstheorie. 
Aber hiervtm ganz abgesehen, gab es ja bereits zu der Zeit der Auf- 
stellung der MAXWSLLschen Theorie zwei bedeutungsvolle Tatsachen, 
an denen diese Theorie achtlos hatte vorbeigehen müssen. Die eine 
Wir die Dispersion des Lichtes (und als Folge davc» die mangelhafte 
Erffittung der MAXWBLLSchen Belation), die andere, nocbr viel wichtigere, 
die von Faradat bereits im Jahre 1888 entdeckte Gesetzmäßig- 
keit der Elektrolyse. ^ 

Ans seinen Experimentaluntersnchungen hatte Faraüat ein elektro- 
chemisches Grundgesetz abgeleitet, das auch durch alle späteren 
Beobachtungen bestätigt worden isi. Danach ist die in einer bestimmten 
Zeit elektrolytisch zersetzte Menge eines bestimmten Stoffes vollkommen 
dvreh die Stromstärke bestimmt und ihr direkt proportionikl; 
andererseits sind die Mengen, die von einem Strome von bestimmter 
Stärke aus verschiedenen Elektrolyten an den Elektroden abgeschieden 
werden» chemisch äquivalent, d. h. sie verhalten sich wie die Quo- 
tieoten ans Atomgewicht und chemischer Wertigkeit. Ein Strom, der 
1 g Wassmrtoft absondert, scheidet daher 8 g Sauerstoff aus (weil dag 
Atomgewicht des zweiwertigen Sauerstoffe 16 beträgt) oder 81 Vt g 
zweiwertiges Kupfer vom Atomgewicht 68 usw. 

Diese von Faeax>at entdeckte, überraschend anfache Qesetz- 
loiBigkeit findet nun ihre Erklärung, wenn man annnsimt, daß in einem 
nioktrolyten die Moleküle ganz oder zum Teil in je zwei entgegen- 
gesetzt elektrisch geladene Bestandteile, in sogenannte Ionen 
gespalten oder, wie man sagt, dissoziiert sistd und da^ der Leitungs- 
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Strom im Elektrolyten auf einem Transporte solcher Ionen beruht«^ 
Die positiven Ionen worden dann in der Bichtung des Stromes sor 
Kathode, die negativen in der entgegengesetzten zur Anode wandern. 
Das FARADAYsche Gesetz ergibt sich aber ohne weiteres mittels der 
Hypothese, daß allen einwertigen Ionen dieselbe positive oder nega« 
tive elektrische Ladung anhafte, und daß diese bei zwei- oder drei* 
wertigen Ionen doppelt oder dreimal so groß sei. 

Nehmen wir nun an, die Ladung des einwertigen Ions sei 0, die 
Ladung der Ionen einer bestimmten Substanz' 06; die positiven Ionen 
bewegten sich mit einer Geschwindigkeit t;^, die negativen mit einer 
Geschwindigkeit v,» und in der Volumeinheit seien N Moleküle disso- 



^ Diese Vorstellimg geht in ihren Anfängen bis auf Gbothüss (1806) zarOok. 
Sie hat ihre eigentliche Ausbildung namentlich durch Kohlbausoh und Qittobv 
(1858) erhalten. Clausius zog zuerst (1857) aus der Tatsache, dafi das OHMsdia 
Gesetz auch bei beliebig schwachen Strömen erfüllt ist, den Schluß, dafi auch ohne 
Vöriiandensein einer eldctromotorischen Kraft in dem Elektrolyten freie, elektrisch 
geladene Ionen enthalten sein könnten. Ihre weitere Aasgestaltung fand diese Annahme 
in der Dissoziationstheorie von Abbhbitius (1887). Zwischen dem Ver- 
dünnungsgrad und dem Dissoziationsgrad (d.h. dem Verhältnis der dissoxüwtea 
Moleküle zu deren Gesamtzahl) besteht ein Zusammenhang, der in vielen IMlen durch 
das leicht ableitbare Verdünnungsgesetz von OsTWALn ausgedrückt wird; aus 
diesem folgt, daß bei starker Verdünnung alle Moleküle dissoziiert sein müssen. 

Die Ton Htttobf und Kohlbaüsoh ausgebildeten Vorstellungen über die 
Wanderung der Ionen ermöglichen es, aus beobachtbaren Änderungen der KonzeD- 
tration im Elektrolyten die absoluten Geschwindigkeiten der Ionen bu be- 
rechnen. Am raschesten bewegen sich unter allen Ionen die des Wasserstoffe, die bei 
einem Potentialgefälle von 1 Volt pro Zentimeter bei völliger Dissoziation des Elektio- 
lyten in der S^nmde 0,0032 cm (bei Zimmertemperatur) zurücklegen. 

Eine lonenbildung und lonenwandemng, lUmlich wie in Flüssigkeiten, nimmt 
die moderne Theorie auch in (unverdünnten) Gasen an, um die Tatsache der Elek- 
trizitätsleitung in ihnen erklären zu können. Daß die Gase diese Leitfähigkeit 
nur durch Bestrahlung mit ultraviolettem Lichte oder mit Röntgenstrahlen, durch 
starke Erhitzung, durch Einwirkung glühender oder radioaktiver Körper erlangen, 
erscheint dadurch begründet, daß die Spaltung eines neutralen Moleküls in entgegen- 
gesetzt geladene und einander daher anziehende Ionen einen Aufwand an Energie 
erfordert. Infolge der Warmebewegung der Moleküle kommt es im allgemeinen su 
einer steten Wiedervereinigung der gebildeten Ionen zu neutralen Molekülen« 
Für die Elektrizitätsleitung in Gasen besitzt das OHMSche Cksets keine Qülti^eit. 
Bei genügend großer Feldstärke wird die Cbschwindigkeit der Ionen 00 groß, daß 
sie die Elektroden erreichen, bevor sie Gelegenheit zu einer Wiedervereinigung battao; 
es werden dann alle Ionen zum Transporte der Elektrizität verwendet, es tritt 
der sogenannte Sättigungsstrom ein. Bei noch weiterer Erhöhung der Feldstärke 
wird ein plötzliches neues Ansteigen der Stromstärke wahigenomm^i. Die Theorie 
erklärt dies damit, daß die nun noch rascher bewegten Ionen durch ihre größers 
Wucht neutrale Moleküle spalten (sogenannte Stoßionisation). 

Wegen der Einzelheiten der elektrochemischen Theorie und der Theorie der 
Elektrizitätsleitung in Gasen sei etwa auf Ribcxbs Lehrbuch der Experimental- 
physik verwiesen. 

* z muß natürlich für die positiven uäd die negativen Ionen einer Substaas 
dieselbe Zahl sein. 
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ziiert; dann ergibt sich für die Stromstärke (in elektrostatischem 
Maße), wenn wir den Querschnitt des Stromes q nennen, der Wert 

(1) J ={vi + v^N zeq . 

Die Tatsache, daß im Elektrolyten verschiedenartige Ionen in ent- 
gegengesetzten Bichtungen wandern, muß natürlich eine Ausscheidung 
von Zersetzungsprodukten an den beiden Elektroden zur Folge 
haben, und zwar in einem Maße, das sich leicht durch folgende Über- 
legung ermitteln läßt. Nehmen wir etwa an, es würden sich nur die 
negativen Ionen bewegen, die positiven aber nicht, so müßte gleichwohl 
an der ICathode eine Ausscheidung von positiven Ionen erfolgen; in 
der Zeiteinheit würde sich nämlich dann an der Kathode ein Volumen 
von der Größe v^q bilden, das von negativen Ionen frei wäre, aber 
jedenfalls Nv^q positive Ionen enthalten würde, (Denn bei der Dis- 
soziaition von N Molekülen bilden sich ja eben N positive und N nega- 
tive Ionen.) Weil die positiven Ionen aber nun tatsächlich nicht un- 
bewegt bleiben, vielmehr mit einei Geschwindigkeit Vi wandern, so 
treffen an der Kathode überdies in der Zeiteinheit Nv^q positive, 
die Stromleitung besorgende Ionen ein. Die Gesamtzahl der in der 
Zeiteinheit an der Kathode durch den Strom ausgeschiedenen positiven 
Ionen beträgt also^(t?i + v^q; und hat jedes dieser positiven Ionen 
eine Masse m^, so ergibt sich für die Gesamtmenge der in der Zeiteinheit 
an der Kathode ausgeschiedenen Masse der Wert 

(2) M^^N{v^ + v^)qm^. 

Hierfür können wir aber auf Grund der Gl. 1 auch schreiben 

— und ganz dieselbe Formel (nur daß der Index 1 durch den Index 2 
zu ersetzen wäre) gilt natürlich auch für die an der Anode durch die 
negativen Ionen abgesonderte Masse. 

Die Gl. 8 enthält aber nun in der Tat das FARADATSche Gesetz. 
Betrachten wir nämlich eine ganz bestimmte Substanz, so daß also die 
Werte von m^ und z von vornherein gegeben sind, so ist wegen der 
angenommenen Konstanz von e die Größe M^ durch den Wert von J 
völlig bestimmt und ihm direkt proportional. Ist umgekehrt J gegeben, 
80 ist Af X dem Quotienten mi/z proportional, so daß also in der Tat 
die von einem Strome von bestimmter Stärke in gegebener Zeit aus- 
geschiedenen Zersetzungsprodukte chemisch äquivalent sein müssen. 

Nun scheidet, wie die Messungen ergeben haben, ein Strom von 
einer elektromagnetischen Einheit (oder 10 Amp.), also von c elektro- 



* Eb ist natürlich gleichgültig, ob man von einwertigem Waaser&toff mit dem 
Atomgewicht 1 oder von zweiwertigem Scdprodtikt der Elektrolyse H^ mit dem 
Qtwioht 2 fprioht. 
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statischen Einheiten, in der Sekunde 0,0001086 g Wasaanvtoff ms. 
Nennen wir die Masse des einwertigen Wasserstoftetoms' mg^ so MgC 
also aus Ol. 8 

0,0001086g -^c 
oder 

(4) -^ - 2,90.10** abs. Einh. 

Die Masse des Wasserstoftatoms beträgt nun, wie aus sptter n er- 
örternden gas- und strahlungstheoretischen Betrachtungen folgt, 

(5) iiiH«l,6.10->*g, 

woraus sich für die an emem einwertigen Ion haftende £Iektrizit&t9- 
menge e der Wert ergibt 

(6) e wm 4,7- 10~*^ abs. elektrostat. Einh. 



Man bezeichnet diese Größe als die elektrische Elementarladuog 
oder als das elektrische Elementarquantum. 

Mit dem Begriffe der Elementarladung hat nun die Physik, indem 
sie die atomistische Hypothese von der Materie auf die Elektrisitftt 
übertrug, zunächst auch die Vorstellung von der Unteilbarkeit dieses 
Elementarquantums verknüpft. Daß diese Auffassung indessen nidit 
aufrechterhalten werden kann, geht aus den bedeutungsroUen For- 
schungen von Ehrbnhaft hervor, der die elektrischen Ladung^ 
von einzelnen Materieteilchen von der Größenordnung 10"* bis 10-* cm 
direkt bestimmte. Dieses Verfahren der sogenannten „Individual- 
be obachtung"^ das Ehrenhaft im Jahre 1909 erfunden, seitdem aber 
noch in vieler Hinsicht vervoDkommnet hat, besteht im wesentlichen 
darin, daß im mikroskopischen Dunkelfeld die Bewegung kleine^ Materie- 
teilchen (z. B. aus Gold, Silber, Quecksilber, Schwefel, Selen, Ol) unter 
dem doppelten Einfluß der eigenen Schwere und eines vertikal nach 
aufwärts wirkenden elektrostatischen Feldes beobachte^ wird. SsA» 
das Teilchen die Masse m und die Ladung Q, so läßt sich durch ein 
Einengungsverfahren ein Wert der elektrischen Feldstärlfe E* ermittehi, 
für den 



^ Die durohsohnittliohe Ladung von Wassertröpfohen hatte aus Beob- 
achtungen über die Fallgeschwindigkeit einer künstlich erzeugten Nebelwt^ke bereits 
im Jahre 1S98 J. J. Thomson ermittelt. (Näheres hierüber in den LehrbMiMB 
der Experimentali^yBik.) Auf Grund der Annahme, daß die Kondensationskerne 
der einzeln«! Tröpfchen von je einem Luftion gebildet werden, hatte er aus diesMi 
Beobachtungen auch den Wert des elektrischen Elementarquantums abzuleiten ver- 
sucht. Nach diesem von Wilson und später von Millikan verb es ser t e n Ver- 
fahren, gegen das aber mit Recht schwere Bedenken erhoben woiden sind, adiien 
8i<^ für e zuerst wa Wert von 7 . 10-^, später von 3,1 . 10"^^ und sehlSeflieli — in 
auffallender Übereinstimmung mit dem auf anderem Wege gefundenen W«le ^ 
ein solcher von 4,7 . 10~^ absoluten elektrostatischen Einheiten au ergeben« 
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(7) mg^QE* 

ist (jT die Beschleunigung der Erdschwere). Je nachdem, ob nämlich die 
tatsächliche Feldstärke kleiner oder größer ist als E^, sinkt oder steigt 
das Teilchen. Das Qewidit m g ist aber nun bei bekanntem spezifischen 
Gewicht gegeben, sobald der Halbmesser der von Ehbbnhaft als keil- 
förmig nachgewiesenen Teilchen bekannt ist. Diesen aber konnte schliefi- 
liefa Ehbsnhaft (worauf hier nicht näher eingegangen weiden soll) 
nach drei versdiiedenen Methoden ermitteln, die nntereinander ssiem- 
Uüh gute Übereinstimmimg ergaben.^ Derart läßt sich zufolge Ol. 7 
der Wert der Ladung des Teilchens bestimmen, 

Mittels des von ihm erfundenen Verfahrens konnte nun Eübbm- 
■ATT nachweisen, daß die Größe von 4,7 . 10-^^ absol. Einh. weder das 
größte gemeinschaftliche Maß der beobaditeten größeren Ladungen 
noch auch eine untere Grenze für die Ladung^i tberiiaiipt darstellt, 
daß diese vielmehr noch tausendmal kleiner sein können.* Die Vor* 
steHung von der Unteilbarkeit des elektrischen Elementiurquantams ist 
damit hinfällig geworden^; aber ebensowenig schließen es Ehrbkhapt« 
Versudie aus, daß die Elektrizitätsmenge, die auf Grund des Fabadat- 
sehen Gesetzes die Ladung eines einwertigen Ions darstellt, auch bei 
anderen physikalischen Vorgängen eine besondere Bolle 8i»elt.* 



* Der Halbmeüer l&ßt sich zuDiUslist einmAl aus der mittleren Fallgeschwin- 
digkeit im wideistehenden Mittel berechnen, die mit dem Badius durch das aqgenannte 
Widentandsgesetz Ton Stokbs undCuHKiHOHAic veiknfipft ist; sodsAa duteh 
BsabaolMnng der Abweiehnngen der einielBen Fallzeiten von dem Mittel- 
WMt a«tf Grond der Theorie der BBOWKSohen Bewegung; aohliefilich durch 
Beobachtung der Farbe, die die Fftrtikeln in der Donkelfeldbeleuchtung infolge 
von selektiver Beugnng zeigen. Die Wellenlänge des seitlich abgebetigten Lichtes 
(das man eben im Doi^lfelde wahrnimmt) steht nämlich mit dem Halbmeaeer des 
bei^^eaduu TeiloiieBS in einem von Mib aa%efundenen theoretisohen Zunammen- 
hai^;. Vgl. GsBDJL Laski, „GrOAenbestimmvng rabmikroekopiecher Partikel aus 
optischen und mechanischen Effekten'* (Annalen der Physik U, 8. 1—26. 1917). 

^ VgL die sosammenfassende Daistellung vcm Ehbbhhait, »»Über die Teilbar- 
keit der Elektrisität'S Ann. d. Pbys. 66, S. 1—80. 1918. Die kleinste bisher (1918) 
beobaolitete ladong beträgt 3.10"^* elektiostat. Einh. 

* Im G^gensatae au Ehbbvhait glaubt Millixav» der nach einer ähnlioheki 
Methode wie Ehbsnhait arbeitete» gefunden zu haben» daß die Ladung eines ein- 
xaloen öltröpf^ns stets ein ganzzahliges Vielfaches von e sei und sich auch stets 
nur um ganssaJblige Vielfache von e sprung^utft ändere; doch hat Mn.T.if4iw nur mit 
weaantlieh gxöderen Teilchen als EHBnuurr operiert. Wegen der Einwäiide» die 
im ttbrifSB EaMtunun gegen Miuauv erhebt» vergleiche man die in Anm. 6 zitierte 
Arbeit «ob SaumuBf. — Baß anderaneits auch nicht mit allgemeiner Qfdtig- 
keit aus EBBBHBAna Versuchen geschlossen werden darf» daß mit abnehmender 
Grftße der Teilchen auch deren Ladung abnehmen mtlsse» geht aus der einwandfrei 
festgestellten Tatsache hervor, daß die Teilchen von a-Strahlen» die doch m^ viel 
kleiner sind als die kleinsten im Ultranükroskop Wahrnehmbaren Partikeln» stets eine 
Ladung roa swei Elementaiquaoten besitsen (vgl. { 76). 

* Fftr viele» aber nicht für alle SMraobtungen der Elektronentbeorie genligt 
es im tbiigen, bei den Slektrcnen einen bestimmten Wert des Verhältnisses t/m 
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§ 68. Sie Onmdgleiohnngen der Elektronentheoria. 

Die im Eingange des vorhergehenden Abschnittes (§ 67) erw&hnten 
Schwierigkeiten der MAXWELLSohen Theorie veranlaßten im 
Jahre 1895 den holländischen Physiker Hbndbik Antoon Lobsnts, 
eine neue elektromagnetische Theorie zu entwickeln, die unter 
dem Eindrucke wichtiger neuer experimenteller Entdeckungen rasch 
allgemeine Verbreitung fand.^ Die LoBBNTZsche Theorie behält die 
wesentlichen» bewährten Grundlagen der MAXWBLLSchen Theorie bei, 
so daß von deren Errungenschaften nichts verloren geht; andererseits 
erweitert sie aber die MAXWBLLSche Theorie durch HinJbfügung neuer 
Vorstellungen derait, daß sie zu der Erklärung vieler Erscheinungen 
fähig wird, denen gegenüber die alte Theorie völlig versagen mußte. 

Die bedeutungsvollste Neuerung, die die LoRBNTzsche Theorie 
brachte, ist die Vorstellung der Eonvektionsströme, die Lorbn« 
den hypothetischen, auch von ihm angenoromenen Verschiebungs* 
strömen der MAXWBLLSchen Theoriß zur Seite stellte. Nach der Auf- 
fassung von Lorbntz soll jede elektrisch geladene Masse im Zu* 
Stande der Bewegung genau dieselben Wirkungen hervorrufen, 
wie sie als Folgeerscheinungen eines Leitungsstromes bekannt sind. 
Durch die Bewegung einer elektrisch geladenen Masse soll vor allem 
also ein Magnetfeld erzeugt und umgekehrt in einem Magnetfelde 
auf eine bewegte elektrisch geladene Masse eine mechanische Kraft 
ausgeübt werden. Diese Hypothese fand ihre experimentelle Becbt« 
fertigung in einem Versuche von Bowland, der schon im Jahre 1876 
durch rasche Botation einer mit Stanniolsektoren belegten Platte eineif 
geladenen Kondensators ein magnetisches Feld hervorgerufen hatte. 
Andererseits verlor durch die LoBBNTZsche Theorie der Konvektions- 
ströme der Begriff des Leitungsstromes seine selbständige Bedettung. 
Denn jeder Leitungsstrom ließ sich nunmehr als Summe von Eon- 
vektionsströmen einzelner Ladungen auffassen. 

Durch die LonENTZsche Hypothese der Konvektionsströme er- 
seheint die Vorstellung eines gewissen elektrisch-mechanischen 
Parallelismus begründet. Ein und derselbe Vorgang, die Bewegung 



anztinehmen; bei diesen Betraohtnngen ist die Festsetzong eines bestimmten Wertet 
von e ttberflüflsig (und ebenao von m). Daß es aber im übrigen einen ausgeseiohneten 
Wert der Elektrizitätsmenge eben in der QröOe von 4,7 . 10~^ abs. Einh. geben mOsse, 
folgt auch schon aas der Qnmdgleichnng der Quantentheorie des Atoms, und 
Ewar mittels der (zuerst von dem Verfasser dieses Buches in der Fhysikalisdien Zmt- 
sohrift 11, 1910 mitgeteilten) Beziehung 






Hierbei bedeutet K das PLAKOKsche elementare WIriningsqnantnm, y den Quotientaii 

#/m und R die RTDBaBOsohe Spektralkonstante. Vgl. das Kapitel über l^ktraltheorie. 

^ Die AnfSnge der LoBSHTisohen Theorie reichen bis in das Jahr 1880 aiirflok. 
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einer elektrisch geladenen Ifasse, kann von zwei verschiedenen Seiten 
betrachtet werden; es können auf ihn sowohl Gesetze der Mechanik 
als auch solche der Elektrodynamik angewendet werden; und gerade 
diese gleichzeitige Anwendbarkeit beider Arten von Gesetzen 
auf denselben Vorgang schafft eine Beihe neuer fruchtbarer Be- 
Ziehungen, durch die der Bereich der LoBBNXZschen Theorie weit über 
den der alten MAXWBLLScheb ausgedehnt wird. 

Der für die LoRBNxzsche Theorie charakteristische elektromecha- 
nische Parallelismus mufi nun jedenfalls aber auch die Vorstellungen 
über die Struktur der Elektrizität beeinflussen. Denn wenn jede elek- 
trische Ladung an Masse gebunden ist, dann ergibt sidi ganz von selbst 
die Notwendigkeit, die Vorstellung einer diskontinuierlichen Struktur 
von der Materie auf die Elektrizität zu übertragen; eine Not- 
wendigkeity zu der ja auch die (in dem vorhergehenden Abschnitte be- 
sprochenen) Polgerungen aus den Gesetzmäßigkeiten der Elektrolyse 
führten. Die LoBiUTZsche Theorie geht deshalb von der Annahme 
diskreter positiver und negativer elektrischer Ladungen, sogenannter 
Blektronen* aus, deinen sie die Größe je emes elektrischen Ele- 
mentarquantums und eine Masse zuschreibt, die einen ganz be- 
stimmten Wert für alle positiven und einen ganz bestimmten Wert für 
alle negativen Elektronen haben soll. 

Die Umkehrung der Vorstellung, daß elektrische Ladungen stets 
Ml Massen geknüpft seien, führt in der LoRBNTZschen Theorie schließ- 
lieh zu der Beseitigung eines Begriffes, dessen Unklarheit in der 
«Ken MAXWSLLschen Theorie recht störend empfunden werden mußte; 
^ ist der Begriff des Dielektrikums. Wohl ist es eine Erfahrungs- 
iatsacbe, daß ein elektrisches Feld iimerhalb einer materiellen Substanz 
andere Wirkungen hervorbringt als im leeren Baume. Aber während 
Maxwbll die Dielektrizitätskonstante als eine von vornherein gegebene, 
für das Mittel als solches charakteristische Größe ansah, führt die 
LoRBNTzsche Theorie die Verschiedenheit des Feldes in einer bestimmten 
Bubstanz und im leeren Baume auf die mit der Masse der Substanz not- 
wendigerweise verknüpften elektrischen Ladungen zurück; denn es 
ist klar, daß diese in einem elektrischen Felde Ortsveränderungen 
erfahren und dadurch wiederum ihrerseits das Feld beeinflussen können. 
Die Elektronentheorie kennt kein Mittel, dem sie von vornherein eine 
von Eins verschiedene Dielektrizitätskonstante oder magnetische Per- 
meabilität zuzuschraiben brauchte. Sie setzt deshalb in den Maxwbll- 
schen Gleichungen e und /i durc.hweg gleich Eins, gelangt aber 
gleichwohl zu richtigen, mit der Ibrfahrung übereinstimmenden Ergeb- 
nissen, weil sie, was die alte Maxwbll sehe Theorie nicht direkt getan 
hatte, den Einfluß der mit der Materie verknüpften elektrischen Ladungen 
berücksichtigt. 

' Der Name BlekiroD »tammt ton Stokbt (1881). 
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Die VofsteUimg des Vers^hiebuiigafltromes wird vond^r IiMurti- 
sekNi Thecarie beibehalten; deim in der Tat liegt ja dieser YontaUwc 
lediglich die von der Hypot^^^ ^u^s DielektrikmnB gaos wnahhtpgiy 
Besiehiing zugrunde, daß der Flofi der elektrtsohen Feldatbke C dwob 
eine gesehloeBene Fl&ehe gleich sei i^tmal der von der IVU^he Brosriünssepep 
Ifonge von EUekirist&t {%. fiT). Die Drohte des YerMbiehnnflwtMSies 
setzt die LoRBNTSSche Tbearie f«r j^des Mütel fjW^ so wie im leoian 
Baume gleich 

<•) .-i^4^- 

Im Inneren einer materiellen ßubstans kann sich aber nach der SIek- 
tronentheorie 4kber den eigentHohen VcirscfaiebungsstrcMn nMh ein ^fordi 
Bewegung von Elektronen verursachter Konvektionsstrom lagMm; 
ist seine Dichte t bo hat es den Anschein» als ob die Diriite des Ver- 
Schiebungsstromes im VerhMtnisse (s + 1)*9 verst&rkt wcurdMi wire; 
und dieser Quotient, der auB« von den SägensduäKen der Substana 
sehr woM auch von denen des f^ldes abh&ngen kann, entspri^ eben 
der Oröfie, die die alte Theorie als nur von den Eigenschaften des Mediwas 
abhängig angesehen und darum als Dielektrtsitfttsk^nstante be* 
aeichnet hatte.* In der Elektronentheorie hat sie also die Bedevtwig 

(8) •-^ + f 

(FOr isotcape Madien führt die Etaktronantheode an dar golganMC 
dai die Vektoren « and { ^id^eriditot sind, so dai abo dann a «in 
von dar fiiditnng unaUitagiger Skalar ist.) 

Die MAXWBL&sehe Relation (Ol. 14 des | «1) wird als Mt* 
wendige Grundlage jeder elektromagnetisehMi Theorie des Liditas anab 
von der Elektronentheorie beibdbatten, und 4Bomit wird auch in dion a r 
ISieorie das 4^drat des Bcechwigsexponenten gleidigesetat der duiab 
die GH. 2 bestkomten Chröße <. In gani Mmlicher' Weise wie ^ AnA 
den BegiiCf der I^ektrint&tskonstante verarsacbten ßdbniasigkeslan 
werden (wie spftter in f 74 geaeigt werden soU) dnrch die B teh tg an a n - 
theorie auch die fichwierigkeiten überwteden, die der Begriff der magne- 
tischen Permeabilität mit aidi bringt. 

Die Änderungen, die die Elektronentheorie an dan von ihr 
ttbemommeiien MAxwniiLsckan Gleiehungen vonranehmen hat^ 
sind also, rein ftufierlich faetraddteit, nur geringfügig, s und ^ sind insah* 
Wegs gleich Eins su setsM und die Dichte des L^tungsstrames (in der 
iUeren Theorie bestimmt durch das Produkt aus elektcischeBt Lmtr 



*In der MasnnuMbsn ÜMMie isijftMMiB ai.6 4M|4ff dIefiMlei 
VMSohielrangwtroiiiM in einem Mittel von der BieldktrititfttHkonstMiie ^ j ^ ' ' 

JL i*. 
4m dt * 
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vermögen und elektrischer Feldstärke) ist durch die Dichte des Eon- 
vektionsstromes zu ersetzen. ' 

Unsere Aufgabe besteht zunächst also darin» einen Ausdruck für 
die Dichte des Konvektionsstromes zu finden. Die Stromdichte (in 
elektrostatischem Maß) setzen wir ja (s. §41) gleich der Elektrizitäts- 
menge, die die Flächeneinheit in der Zeiteinheit passiert. Denken wir 
uns nun etwa ein rechtwinkliges Prisma, dessen Querschnitt der Flächen- 
einheit gleidi sei und das sich, elektrische Ladungen mitführend, in 
der Bichttmg seiner Achse mit der Geschwindigkeit n bewege. Enthält 
seine Volumeinheit Elektrizität von der Menge q (ist also q die räum" 
liehe Dichte der Elektrizität), so ist die Stromdichte ihrem Betrage^ 
nach gleich go, und da die Bichtung der vektoriell aufgefaßten Strom- 
dichte { mit der des Geschwindigkeitsvektors zusammenfällt, so gilt 
demnach ganz aflgemein für d(e Dichte eines Konvektionsstromes die 
einfache Beziehung 
(8) i=eu. 

Indem man also in den MAXWBLLscben Gleichungen (§ 47) X (E 
durch (0 ersetzt und e und /i gleich Eins setzt, erhält man die Grund- 
gleichuAgen der Elektronentheorie in der Form 



w 



rot(g-i-4f. 



divC — 4*9, 
div^-O. 

((E die elektrische, 4^ die magnetische Feldstärker, e die Lichtgeschwindig- 
keit.) 

Zu diesen Gleichungen pflegt man nun noch eine fünfte hinzu- 
zufügen, die sich auf die mechanische Kraft bezieht, die ein be« 
wegtes Elektron in einem elektromagnetischen Felde er* 
fährt. Diese Kraft setzt sich aus einer elektrischen und einer magnetischen 
zusammen. Die elektrische ist nach der Definition der elektrischen 
Eeldstärke einfach ^eieh 6(E; die magnetische ergibt sich aus dem 
Gesetze von Biot und Savabt. 

Nach diesem (Gl. 2 des § 42) ist ja die Kraft, die ein Element 
eines Leitungsstromes von der Länge ds und der (elektrostatisch ge- 
messenen) Stromstärke J auf einen Magnetpol von der Stärke m' ausübt, 
gleich 

(6) *-4^h-:^]' 

wenn wir mit x den von dem Stromelement zu dem Magnetpol hin ge- 
sogenen Badiusvektor bezeichnen. Ebenso groß, jedoch entgegen- 
gesetzt muß nach dem dritten NfiWTONschen Bewegungsgesetz, wie 

HAAi, ÜBfltiraBg in die tlieor. Physik. SO 
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auch durch die Erfahrung bestätigt wird, die Kraft ^' sein, die der 
Magnetpol auf das Stromelement ausübt; Nennen wir also den t ent- 
gegengesetzt gleichen Badiusvektor, der von dem Magnetpol 2U dem 
Stromelement gezogen wird, r', so wird 

(6) ^' = l[7rfg.J^]. . 

Nim ist aber rrii'/r'^ nichts anderes als die von dem Magnetpole m' 
an der Stelle des Stromelementes erzeugte magnetische Feldst&rke ^. 
Andererseits kann für einen linearen Leiterstrom (nach <H. 4 des § 41) 

(7) J d 5 « i dr 

gesetzt wer|ien, wenn unter dr jetzt ein Volumelement des Leiters vor* 
standen wird. Ganz allgemein ist daher die mechanische Kraft, die 
auf ein Volumelement dt eines von einem Leitungsstrome von der 
Dichte i durchflossenen Leiters in einem Magnetfelde von der Feld- 
st&rke g ausgeübt wird, gleich 

(8) ^'^Jl.^gl, 

Für einen Konvektionsstrom nimmt diese Beziehung naob GL 8 
die Form an 

(9) V^'-^iv^], 

wobei jetzt gdr die gesamte in dem Volumelement des Konvektions« 
Stromes enthaltene Elektrizitätsmenge bedeutet. Betrachten wir also 
einen nur durch Translation eines einzigen Elektrons hervorgerufenen 
Konvektionsstrom, so ist für ^dr das elektrische Elementaiquaritum e 
einzusetzen, und somit ergibt sich für die gesamte Kraft Ä, die auf ein 
mit der Geschwindigkeit t) bewegtes Elektron in einem elektromagnetischen 
Felde wirkt, der Wert 

(10) Ä-«(E + |[»S1. 

Nennen wir die Masse des Elektrons einfach m und den Quotienten 
e/m, den man als die spezifische Ladung des Elektrons bezeichnet, 
y, so ergibt sich aus Gl. 10 nach dem zweiten Naw^Hschen Bewegungs- 
gesetz die Bewegungsgleichung des Elektrons in der Form 



(11) 



4f-?'«+ff''ö]. 



§ 69. Die Kathodenttrahlen. 



Die zuletzt abgeleitete Gleichung für die Bewegung eines Elek- 
trons in einem elektromagnetischen Felde (Gl. 11 des § 68) ermöglicht 
eine einfache Erklärung der merkwürdigen Erscheinungen, die an den 
Kathodenstrahlen wahrgenommen werden. Die Eigez^chaften dieser 



Digitized by 



Google 



Die KathodmstroMen. 307 



von PlOokbr im Jahre 1859 entdeckten Strahlen sind namentlich 
durch HiTTOBF (1869) mid Gbookhs (1879) untersucht worden^ 
die beide feststellten, da£ die im allgemeinen sich geradlinig aus- 
breitenden Strahlen durch einen Magneten sehr leicht abgelenkt 
werden.^ Später wies Ooldstein (1880) nach, da£ die Kathoden«* 
strahlen auch in einem elektrischen Felde eine sogenannte De« 
llexion erfahren, und schließlich zeigte Fhbbin (1895), daß Körper, \ 
auf die Kathodenstrahlen auftreffen, dadurch negativ elektrisch werden. 

Alle diese Eigentümlichkeiten der Kathodenstrahlen lassen sich • 
ntm leicht erklären, wenn man annimmt, daß sie aus rasch bewegten 
elektrisch geladenen Teilchen bestehen, die zugleich eine träge 
Masse besitzen« Wenn diese Auffassung, die ungefähr gleichzeitig von 
WiBOHBBT, J. J. Thomson und Kaufmann (1896) ausgebildet 
worden ist, richtig ist, daim muß das Verhalten der Kathodenstrahlen 
in einem magnetischen und in einem elektrischen Felde rein mathe- 
matisch aus der Bewegungsgleichung des Elektrons ableitbar 
sein. Wir brauchen hierzu diese Oleichung (61. 11 des § 68) nur auf 
die beiden Spezialfälle eines transversalen magnetischen und eines 
transversalen elektrischen Feldes anzuwenden. 

Wirkt auf ein Elektron nur eine magnetische Kraft, so gilt 
für seine Bewegung die Gleichung 

(1) - 4f--^c»a- 

Da somit (nach der Definition des äußeren Vektorproduktes) die Be- 
schleunigung und infolgedessen auch die Kraft auf der durch u bestimmten 
Bichtung der Bewegung senkrecht stehen, so erkennt man sogleich, 
daß die Tangentialkomponente der Beschleunigung verschwindet, daß 
der Betrag der Geschwindigkeit ungeändert bleibt und die 
Bewegung eines Elektrons in einem Magnetfeld ohne Arbeit 
erfolgt. Die in die Bichtung des Krümmungshalbmessers fallende Normal- 
komponente der Beschleunigung, die also in diesem Falle die Gesamt- 
beschleunigung darstellt (vgl. §5), ist ihrem Betrage nach gleich i;^/r, 
wenn r die- Größe des Krümmungsradius bedeutet. Ist nun das Magnet- 
feld transversal, steht also ^ senkrecht auf der Bahnrichtung, so 
ist der Betrag des äußeren Vektorproduktes [u^] einfach gleich dem 
Produkt der Beträge v . fl, und es wird daher in diesem Falle 

v^ vvH 

st -i- 

r ö 

oder 

(2) . . l.lJliT. 

^ ' r e V 

Da der Betrag der Geschwindigkeit aber, wie gezeigt wurde, ungeändert 

^ Cbookis sah die Kathodenstrahlen als ,,strahlende Materie" oder, wie er 
gioh ausdrückte, als Materie im „vierten AggregatzuBtand" an. 
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bleibt» so muß nach 61. 2 auch die Krümmung der Bahn konstant 
sein. In einem transversalen Magnetfeld besehreibt daher ein Elektron 
in einer zu den magnetischen Kraftlinien senkrechten Ebene mit kon- 
stanter Geschwindigkeit eine kreisförmige Bahn.* Die dadurch be- 
dingte Ablenkung der Katbodenstrahlen im transversalen Iftignet- 
felde wird in der Tat, wie schon erwähnt, beobachtet; andererseits er- 
möglicht die Bestimmung des Halbmessers der Bahn nach Ol. 2 die 
Feststellung des Wertes des Quotienten y/v. 

Für die Bewegung eines Elektrons in einem bloß elektrischen 
Felde gilt (nach 61. 11 des § 68) die Formel 

(3) TT'r(B^ 

Nehmen wir das Feld wiederum transversal an und wählen wir die 
urspröngliche Bahnrichtung als x-Achse und die Richtung der elek- 
trischen Kraft als j^-Achse, so wird daher 

W yr-0- Üf-o. ir-rt. 

Da für die Zeit i «=0, als welche wir die des Austrittes des Teilchens 
aus der Kathode wählen, 

dz dy d% t\ 4\ 

dt ^* TT dt ^* ^ 

2U setaen ist, so ergeben sich durch Integration der 61. 4 die Besiehungen 
(6) x^vi, y-0, z^iyEfi, 

woraus wiederum folgt 
(«) z^\JLExK 

Das Elektron muß also in einem transversalen elektrischen Felde ge* 
nau so eine Parabel beschreiben wie ein horizontal geworfener Köiper 
in einem Schwerefelde — was in der Tat durch die Erfahrung bestätigt 
wird. Da das Verhältnis zjx^ sehr leicht ermittelt werden kann (wegen 
der Einzelheiten der experimentellen Durchführung sei auf die Lehr- 
bücher der Experimentalphysik verwiesen), so läßt sich durch Beob- 
achtung der Ablenkung der Kathodenstrahlen in einem transversalen 
elektrischen Felde die 6röße yjx^ bestimmen, während andererseits, 
wie früher gezeigt wurde, die Messung der magnetischen Ablenkung 
die 6röße yjv liefert. 

Die Werte von v und y lassen sich daher, da zur Berechnung dieser 
beiden Unbekannten zwei Öleichungen zur Verfügung stehen, ein- 
zeln bestimmen. Nachdem bereits bbs Goudrbs (1897) die über- 
raschende Tatsache festgestellt hatte, daß die 6eschwindigkeit der 
Kathodenstrahlteilchen fast von der 6rößenordnung der Licht - 

* Hatte dM Kathodensirfthlteilohea bereits eine Komponente in der Riehtong 
4et Magnetfeldes, so wird seine Bahn eine Schraubenlinie. 
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gesobwindigkeit sein müsse, bestimmten dnrob genauere Messungen 
Eauvhann und Wibohbrt (1899) v je nach der Spannung zu ein 
Fünftel bis ein Drittel der Lichtgeschwindigkeit. Noch überraschender 
war aber der Wert von 5,4 . 10^^ abs. elektrostat. Einh., den die Mes* 
snngen ffbr y lieferten. Denn dieser Wert ist migefähr ISOOmal so groJI 
wie derjenige, der für die spezifische Ladung des Wassexstoffions 
(61. 4 des § 67) gefunden worden war. 

Macht man die naheliegende Annahme, daß die Kathodenstrahl* 
teikhen Elektranen dan^tellen, also mit je einem Elementarquan* 
tum geladen seien, so führen somit die Messungen an den Kathoden* 
stn^teilohen au dem Ergebnisse, daß ihre Teilchen eine noch viel Uei* 
nere Masse hätten als das leichteste aller Atome, nämlich eine ISOOmal 
kleinere Masse als das Wasserstoffatom. Da dessen Masse (nach 
61. 6 des § 67) 1,6 . 10"*^ g beträgt, so würde sieb also die Masse eines 
Kathodenstrahlteilchens zu 

(7) m=9.10-Mg 

ergeben. 

Aus dem Binne der Ablenkung ergibt sich für y ein negatires 
Vorzeichen, so daß also geschlossen werden muß, daß die Kathoden* 
strahlen aus negativ geladenen Teilchen bestehen. Hiermit steht 
auch die vorhin erwähnte Beobachtung von Pbrrin in Einklang, daß 
von Kathodenstrahlen getroffene Körper eine negativ elektrische Ladung 
annehmen. 

Das 6egen8tück zu den Kathodenstrahlen stellen die im Jahre 1886 
von 60LD8TBIN entdeckten sogenannten Kanalstrahlen dar. W.Wibm^ 
zeigte,* daß sie (und auch die sogenannten Anodenstrahlen) im magne* 
tischen und elektrischen Felde abgelenkt werden, jg^och in entgegen* 
gesetztem Sinne wie die Kathodenstrahlen. Es liegt daher der 6edanke 
nahe, sie aus positiv geladenen Teilchen zusammengesetzt zu denken, 
deren 6eschwindigkeit und spezifische Ladung sich dann natürlich aus 
der 6röße der Ablenkung ermitteln lassen. Für die 6eschwindigkeit 
ergeben sich derart Werte zwischen 10' und 10* cmsec-*, also wesent- 
lich kleinere Werte als bei den Kathodenstrahlen. Auch der Wert für 
y wurde viel kleiner als bei den Kathodenstrahlteilchen gefunden, näm* 
lieh von der 6rößenordnung der spezifischen Ladung der elektrolytischen 
Ionen. Die Masse der Kanalstrahlteilchen muß daher so groß wie 
die der Atome selbst angenommen werden. Positiv geladene Teil- 
chen, für die die spezifische Ladung von derselben 6rößenordn«ng wäre 
wie für negative Elektronen, sind bei keiner der Erscheinungen beob- 
achtet worden, die mit positiver Strahlung verbunden sind. 

§ 70. Die elaktroinagndttiohe Masse. 

Da nach der Elektronentheorie jeder Konvektionsstrom die Eigen- 
schaften eines Leitungsstromes besitzen soll, so stellen wir uns die füt 



Digitized by 



Google 



810 Die mMronentheorie. 



die Elektronentheorie offenbar wichtige Aufgabe, die gesamte Energie 
des Magnetfeldes zu berechnen, das eine bewegte, als kagel- 
förmig angenommene elektrische Ladung in ihrer Umgebung 
hervorruft. Wir nennen die Größe der Ladung Q, ihre Geschwindig'* 
keit V und ihren Halbmesser a. Die Dichte der magnetischen -^ergie 
ist (nach 61. 25 des § 45) glei(^ 

{da die Elektronentheorie ja die magnetische Fermeabilit&t stets Eins 
setzt)^ Andererseits ist nach dem Gesetze von Biot und Savabt (GL S 
des § 42, wenn wir gemäß § 68 J . d^ durch das Produkt Q . v ersetzen) 



(2) 


Hm. 


^-^ 


(Fig. 46). 


Wir finden daher 




(3) 


fl« = 





Dieser Ausdruck ist nun über den ganzen Baum außerhalb der 
Kugel zu integrieren. Wir denken uns hierzu zweckmäßig die Ebene 



i^id^ 




Fig. 45. 

der Fig. 46 durch die Gerade halbiert, die durch den Mittelpunkt der 
Ladung hindurchgeht und die die Bichtung der Geschwindigkeit hat, 
und denken uns nun etwa die obere Hälfte der Ebene einmal um diese 
Gerade als Achse herumgedreht. Zeichnen wir nun ein rechteckiges 
Flächenelement mit den Seiten dr und r . dt?, so beschreibt dieses einen 
Kreis von dem Umfange 2rjrsin*. Das Volumen des Körpers, der 
durch die Botation des Flächenelementes um die Achse entsteht, ist also 

(4) dr =2r«7Ksin*drd* . 

Die gesamte magnetische Energie des Feldes W^ finden wir, wenn wir 
das Produkt ^^dr über sämtliche Werte von r von a bis oo und über 
alle Werte von ^ von Null bis n integrieren. (Für ^> sind nur Werte 
^wischen Null und n möglich, da wir ja den ganzen Baum erhalten. 



Digitized by 



Google 



§70. Die eletiromagnäisehe Masse. 811 



wexm wir die obere H&lfte der Figorenebene einmal herumdrehen.) 
Wir finden somit, wenn wir für ri^ den Wert aus GL 8 einsetzen, 

Nun ist aber • ^ 



and 



fsin«^ d& « ^J(l ^ oos«*)rf(cos^) 



OÖSi?' 





cos*^ 



OL 8 nimmt daher die Form an 

o »'.-^- 

IMe Energie des von der bewegten Ladung erzeugten magnetischen 
Feldes ist also dem Quadrate der Geschwindigkeit der bewegten 
Ladung proportional; sie ist Null, wenn die Ladung ruht; sie ist 
von Null yersohiedeUf wenn sich die Ladung bewegt. Zu dem Über- 
gange aus dem Zustand der Buhe in den der Bewegung ist daher ein 
Aufwand an Energie erforderlich, der dem Quadrate der erzeugten 
Geschwindigkeit proportional ist. Wir können diese. Tatsache auch derart 
ausdrücken, daB wir der elektrischen Ladung eine scheinbare, eine 
sogenannte elektromagnetische Masse zuschreiben, deren Größe m. 
durch die Beziehung bestimmt wäre, daß die dieser scheinbaren Masse 
entsiurechende kinetische Energie eben gleich W^ sein müßte. Daraus 
folgt gem&ft GL ft für die elektromagnetische Masse der Wert 

— ein Wert, der also ohne Bücksicht auf das Vorzeichen der Ladung 
stBts positiv ist. 

Der theoretische Nachweis der Existenz einer besonderen elektro- 
magnetischen Masse ist zuerst von J. J. Thomson (1881) erbracht 
worden.^ Die ungeheure Tragweite, die dieser Entdeckung für die 

^ Wenn die Ladung nur auf der Oberfläche der Kugel verteilt ist, so stellt 
der Ausdruck der Gl. 6 in der Tat die ganze Energie des erzeugten Magnetfeldes dar; 
ist hingegen die Ladung gleichmaßig über das ganze Volumen der Kugel verteilt, 
00 kommt noch ein Magnetfeld im Inneren der Kugel hinzu, dessen Energie (wie 
doh leioh^ zeigen l&ßt) ein Fünftel von der Energie des äußeren Feldes beträgt. Die 
elektromagnetische Mksse einer kugelförmigen Volumladung ist daher 6/5mal so 
groß wie die einer gleichen Fläohenladung von gleichem Radius; sie beträgt 

ab) '^'"tS' 

Für die folgenden Betrachtungen ist es gleichgültig, ob (was sich nicht entscheiden 
läßt) für Blektiooen die Gl, 7 oder die Gl. 7b gilt; das Wesentliche ist, daß jedem 
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moderne AnffasBong der Materie zukommt, soll m eiaem spftterea Ab* 
schnitt (§77) dargelegt werden. 

§ 71. Der Udiidnuk. 

Da die mechanische Kraft, die in einem elektrom^gta^eUiBOli^n 
Felde auf die Einheit der Elektrieitätsmenge wirkt, nach OL 10 de» § 68 
durch die Beziehung bestimmt ist 

(1) 8f-« + 7[»S]. 

V 

80 läßt sich die resultierende Kraft, die in einem elektromagnetischen 
Felde an einem endlich großen Körper angreift, nach der Formel be- 
rechnen 

(2) Ä-/8ferfT, 

wobei das Integral über das ganze Volumen des Körpers zu enditecken 
ist. Die Größen g und {qx>) lassen sich aber nun mittels der Gsnoid* 
gleichungen der Blektronentheorie (Ol. 4 des § 68} leicht durdi die 
Vektoren (E und $^ ausdrücken. Denn aus den Gnüidgleichungea Mgt 

(8) P--^diY<g 

Elektron auf Qrund der theoietisdien Betrachtungen dieses Absohnittes eine Mkta»- 
magnetische MASse überhaupt sogesphrieben werden muB. 

Betrachten wir zwei gleiche kugelförmige (Flächen- oder Volum-) Ladungen 
von gleichem Radius, die sich mit derselben Geschwindigkeit in derselben BMttaog 
fortbewegen, und erzeugen sie infolge ihrer Bewegung in einem beliebigeii r>irt]|iifcl 
die magnetischen Feldstärken ^ und ^, so wird das Quadrat der resultiereAden 
FeldstäriLe in diesem Aufpunkte 

(8) * i5r««Hi« + H.* + 2ÄiHgCos(^i,&), 

Die resultierende elektromagnetische Masse wird daher auch nicht ein&ch gleich der 
Summe der beiden elektromagnetischen Einzelmassen; es kommt vielmehr noch eine 
wechselseitige elektromagnetische Masse hinzu. Silbbbstbin (Fliyni* 
kaiische Zeitschrift 12, S. 87—91, 1911) hat berechnet, dsfi fOr zwei kugelftanige, 
einanddr völlig ausschließande Ladungen von gleichem Radius a bei einem Abstände d 
ihrer Mittelpunkte die wechselseitige elektromagnetische Masse gleich wird 

(9) •^•"^W^"""!?)^ 

wenn m die elektromagnetische Einzelmasse bedeutet. Ist die Entfernung der MitUd- 
punkte gleich dem zehnfachen Halbmesser, so ist also die wechselseitige Maaw etwa 
gleich tii/4; ist d gleich 100 a, so ist noch immer die wechselseitige Masse gleich dem 
vierzigsten Teil der Einzelmasse. Berühren die beiden Ladungen einander (wird also 
d gleich 2 a), so wird die wechselseitige elektromagnetische Masse gleidi 9/8 der Binsel- 
masse, die elektromagnetische Gesamtmasse also gleich Z^/^ m. Wird d gleidi NW 
(Gl. 9 ist dann natürlich nicht anwendbar), d. h. fallen die Mittelpunkte der beiden 
Ladungen zusammen, so wird die elektromagnetische Gesamtmasse gleich dem Vm- 
fachen der Einzelmasse; in der Tat steUt ja dann die Veroinigung der beidei) Ladungen 
eine einzige Ladung dar, die bei gleichem Radius aber jetzt doppelt so groß ist und 
die daher auch nach Gl« 7 oder 7b eine viermal so große Mmbc besitien muß. 
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ttnd 

HierauB ergibt sich 
Andererseits ist 

[4^6]-:^Mffl-[«4f] 

oder, wenn vir den PoTMTiNOschen Vektor (5 einführen (Gl. 6 
des § 48} nnd die sweite Grondgleichung der Elektronentheorie beuutsen 
(GL 4 des § 68)^ 

SetieB vnx diesen Wert in die GL 6 und von dort in die Gl. 2 ein» so 
nimmt diese die Form an 

(7) Ä-~/{(EdiT(E + [rot5,§] + [rot«,(g)rf»-.^J^^^ 

Um d^ GL 7 eine geeignetere Form g^ben va k&men, berechnen 
wir annftchii für einen ganz beliebigen Vektor d^ Ausdruck [rot 9, 91]. 
Wir Ündea nach den Definitionen des äuJBeren Vektorproduktes und 
det Botaüoa eines Vektors (OL 12 des § 11, bzw. Gl. 1 des § 84) 

oder 

(8) , [rot8r.«].-^.4^-^.4^-^,^+J,4.^. 
Andererstiis ist 

(9) ^.div« « J.4r^ + A^ + ^.-i^- 

Fügen wir noch die Identität hinzu 

(10) 0—^.4^ + ^.-^ 

und addieren vir dann die GL 8, 9 nnd 10, so finden wir 
f [rot«,a], + ^.div8I 

Wenn wir nun diesen Ausdruck über ein bestimmtes Volumen zu 
integrieren haben, so können wir das Volumintegral in ein Flächen- 
integiali mittels- der bei der Ableitung des Gauss sehen Satzes 
gewonnenen Beziehung (Gl. 14 des § 88) umformen 

(12) f^dT^j8co^{n,x)df, 

wobei 8 eine ganz beliebige skalare Funktion der Koordinaten bedeutet 
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- ' ' ' " ' t ' 

and der GL 12 natürlich noch zwei analoge für die partiellen Ableitungen 
nach y and z entsprechen. Wenden wir diese Formel auf die 61. 11 axi, 
so finden wir (da J.* + A^* + A^ ja nichts anderes darstellt als das 
Quadrat des Betrages des Vektors ^ 

(13) ' ^ ^ 

\ +J^.M.cos(n,x)+urf^cos(n,y) + ii,co8(n,«)}rf/. 

Nun sind aber cos(n,x), 008(1x^2/), cos (n, 21) nichts anderes als die 
Komponenten des zur Fläche normalen (nach aufien weisenden) Einheits« 
Vektors n. Es stellt daher der Ausdruck in der geschlungenen Klammer 
des letzten Gliedes der GL 18 nichts anderes als die Normalkomponente 
des Vektors % dar, die wir in der üblichen Weise mit A^ bezeichnen 
wollen. Andererseits können wir aber die GL 18 und die beiden ana- 
logen, die sich auf die y- und ^^-Komponenten beziehen, in die vektorielle 
Gleichung zusammenfassen 

(14) /{[rot?t,?0 + 5Idiv2l}rfr-Y/(2aJ.^J«n)rf/-- 

Nachdem wir diesen Hilfssatz der Vektoranalysis abgeleitet haben» 
ist es uns ein Leichtes, den Ausdruck für 5t in GL 7 in eine einfachere 
Form zu bringen. Beachten wir, daß wir wegen der vierten Grund- 
gleichung der Elektronentheorie (GL 4 des § 68, derzufolge div j^ ver* 
schwindet) die Identität benutzen dürfen 

[rot $/ö] =[rot $, $] + ö div ö , 

so finden wir zunächst 

Diese Gleichung nimmt Aber nun eine besonders einfache Form an, 
wenn wir sie auf den speziellen Fall einer senkrecht auf eine ebene 
Fläche auffallenden Lichtwelle anwenden. Wegen der Trans- 
versalität der Lichtschwingungen müssen nämlich dann die zu der 
Fläche normalen Komponenten der elektrischen und der magnetischen 
Kraft (also E^ und H^ verschwinden. Da sich in ungeheuer kurzen 
Perioden (E und ^ und daher auch 6 und dQJBt periodiefch ändern, 
so muß femer auch für beliebig kurze, der Beobachtung zugängliche 
Zeiten der Mittelwert von dQ/dt Null sein, das Volumintegral in 
GL 16 also ebenfalls verschwinden. Schließlich ist (nach GL 16 des § 47, 
in der im Sinne der Elektronentheorie e und pt gleich Eins zu setzen 
sind) der Ausdruck {E^ + H^/Sti nichts anderes als die Dichte 17 der 
elektromagnetischen Energie. GL 15 nimmt somit in dem spe« 
ziellen Falle, den wir betrachten, die überaus einfache Gestalt an 

(16) Si^^ffjndf. 
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Die Kraft ist also entgegengesetzt gerichtet wie die von der Fläche 
nach auBen weisende Flächennonnale; die vom Lichte bestrahlte 
Pl&ohe erfährt demnach einen Druck, der gleich ist der Dichte der 
elektromagnetischen Energie in dem an die Fläche angrenzenden elektro- 
magnetischen Felde. Wird die Lichtwelle völlig von der bestrahlten 
Fläche absorbiert, treffen also die Strahlen auf eine vollkommen 
schwarze Fläche, so ist 17 und somit auch der Druck einfach gleich 
der Energiedichte der einfallenden Strahlen.* Die Existenz 
des Lichtdruckes ist bereits von Maxwbll selbst aus seiner Theorie 
deduziert*, aber erst 1901 von Lbbbdhw mit Hilfe von sehr leichten 
Spiegeln im äußerst luftverdünnten Baume experimentell nachgewiesen 
worden.* 

§ 72. Sie Sispenion dei Lichtes, 

Im Gegensatze zu der alten MAXWBLLschen Theorie sieht die Elek- 
tronentheorie, wie bereits in § 68 ausgeführt wurde, die Dielektrizitäts- 
konstante und infolgedessen auch den Brechungsexponenten nicht 
als von vornherein gegebene Eigenschaften des sogenannten Dielek- 
trikums an; sie bestimmt vielmehr beide erst durch die Gleichung 

(1) ,«n«-l.|-|. ^ 

^ Treffen hingegen die Strahlen auf eine ▼ollkommen spiegelnde Fl&ohe, 00 
vapezpcmiert sich über das Feld der einfallenden Welle das der reflektierten. Es 
muB dann (wie sich auch streng exakt beweisen läßt) 17 und daher auoh der Druck 
doppelt 00 groO sein wie die Energiediohte der einfallenden Strahlen. 

* Zur theoretiflohen Ableitung des Lichtdruckes sind nämlich die speziellen 
Annahmen der Elektronentheorie nicht erforderlich. Nur weil die Betrachtung 
der mechanischen Kräfte des elektromagnetischen Feldes auf der Grundlage der 
Blektronentheorie vielleicht einfacher ist» wurde das Problem des Lichtdruckes 
hier auf .dieser Grundlage behandelt. 

* Es sei darauf hingewiesen, daß die Tatsache des Strahlungsdruckes auch eine 
sehr interessante Anwendung in einer kosmologischen Hypothese fand. Svante 
Abbhbnius wies nämlich (in seinem Buche „Das Werden der Welten'') auf die 
Hdföglichkeit hin, daß durch den Lichtdruck Lebenskeime von einem Himmelskörper 
auf einen anderen ttbertragen werden könnten, und versuchte derart, die Verbreitung 
des Lebens im Universum zu begründen. 

In neuester Zeit (1917) ist Ehrenhaft eine experimentelle Entdeckung von 
noch nicht zu ermessender Tragweite geglückt, deren theoretische Behandlung einst- 
weilen allerdings noch fehlt. Ehrekhajt fand nämlich, daß submikroskopische 
Teilchen gewisser Substanzen (vgl. § 67) durch den Lichtdruck nicht, wie zu erwarten 
ist, in der Fortpflanzungsrichtimg der Strahlen fortbewegt werden, sondern der 
Strahlung „entgegenlaufen". Solche Partikeln nennt Ehbekhaft lichtnegatiy; 
£XL ihnen gehören Kügelchen aus Schwefel imd Selen, Tröpfchen aus Salpetersäure, 
• Bauchpartikeln von Zigarren. Da die Bewegung der Materie im Lichte, die Ehbbn- 
HAFT als Photophorese bezeichnet, bei lichtpositiven und lichtnegativen Teilchki 
in entgegengesetzten Richtungen erfolgt, tritt also durch das Licht eine Scheidung 
von Substanzen ein. Vgl. EsBBNHAfT „Die Photophorese«', Annalen d. Physik 56, 
S. 81—132, 1918. 
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Hierbei bedeutet 

die Dichte des Versehiebangsstromes und ! die Dichte des Kobt^Ic« 
tionsstromes, der sich infolge von Ortsverändeningen der in dem 
„Dielektrikum'* enthaltenen elektrischen Ladungen über den Yer* 
ßchiebungsstrom lagert. Durch diese von der MAXWBUsdien 
Theorie abweichende Auffassung gewinnt aber nun die Elektionantheme 
die Möglichkeit einer einfachen Erklärung für dasjenige optische Hi&- 
nomen^ das schon der elastischen Lichttheorie die gröflten Schwievigf- 
keiten bereitet hatte und dem gegenüber auch die MAXWBLLsehe Theorie 
völlig versagte, nämlich für die Dispersion des Lichtes. 

Vom Standpunkte der elastischen Licfattheorie aus hatten bereits 
Sbllmbibb (1872) und Hblmholtz (1876) eine Deutung der 
Farbenzerstreuung auf Grund der Vorstellung versucht^ daß die Mole- 
küle oder ihre Bestandteile durch quasielastische Kräfte^ an be* 
stimmte Gleichgewichtslagen gebunden und derart zu Eigen- 
Schwingungen befähigt seien, die unter der Einwirkung einer Lichtweite 
erzwungene Schwingungen zur Folge hätten. Die Elektronentheorie 
überträgt diese Vorstellung auf träge, an die Moleküle gebundene 
elektrische Ladungen und verknüpft dadurch diese Hypothese mit 
der Gleichung für die Bewegung eines Elektrons im elektromagnetischen 
Felde. 

Nennen wir den von der Gleichgewichtslage zu der beweglichen 
Ladung gezogenen Badinsvektor t» so ist also die quasielastische Etaft 
gleichzusetzen — /r; dabei muß jedenfalls / eine positive Größe seia, 
die mit der fbrequenz v^ der Eigenschwingung (nach Gl. 2 des § 61) 
durch die einfache Beziehung zusammenhängt 



(8) l/r«2^^. 



(m ist die Masse, an der die elektrische Ladung haftet). 

Für die Bewegung eines zu Eigenschwingungen befähigten Elek- 
trons in einem elektromagnetischen Felde gilt daher (nach Gl. 11 des 
§ 68) die Gleichung 

Diese Gleichung wollen wir nun auf den wichtigen Spezialfall anwenden, 
daß das elektromagnetische Feld durch eine einfallende Lichtwelle 
hervorgerufen^ werde. Den Einfluß des mit der Welle verbundenen 
Magnetfeldes können wir dabei offenbar vernachlässigen, weil v ver- 
hältnismäßig klein gegenüber e ist. Gl. 4 läßt sich daher in diesem be- 

^ Qoasielaistisoh nennt man im Hinblick auf die Qnmdannahme der EhmtitHK»- 
thoorie eine Kraft, die der Entfernung von einer bestimmten G^icbgewiolitdage 
proportional und zu dieser Qleichgewichtalago stets hin gerichtet ist. 
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fionderen Falle, wenn wir die Gleichgewichtslage zum Ursprung eines 
Koordinatensystems machen, in analytischer Schreibweise in die Form 
übertragen 

Wenn aber E^^ wie dies ja bei einer Lichtwelle der Fall ist, selbst 
wieder eine periodische Funktion der Zeit ist, dann stellt GH. 5 
nichts anderes dar als die Differentialgleichung einer ungedämpf- 
ten erzwungenen Schwingung. Nun folgt, wenn man die Gl. 28 
des § 64 auf den Fall fehlender Dämpfung spezialisiert, daß eine Diffe- 
rentialgleiohung von der Form 





-5^ + ««S-PBin(pt) 


die LösoDg besitat 




(68) 


S = B sin (pO , 


wobei 




(«b) 





Denn die Phasendifferenz zwischen S und P.sin(pi} verschwindet 
nach Gl. 16 des § 54, wenn keine Dämpfung vorhanden ist; Vq und / 
sind durch die einfachen Beziehungen bestimmt 

(6c) a = 2 nVfl ; p = 2 w/ . 

Die Lösimg der Gl. 6 erhalten wir daher, weim. wir in Gl. 6 äf durch 
X und P . sin (pt) durch yE^ ersetzen. An die Stelle von Vq tritt die durch 
Gl, 8 bestimmte Größe v^ (die Eigenfreq'uenz der schwingenden La- 
dungen) und an die Stelle von / die Schwingungszahl v des einfaUenden 
Lichtes. Die Lösung der Gl. 5 lautet daher einfach 

£Qerau8 ergibt sich für die Geschwindigkeit, nvit der die elektrische 
Ladtmg schwingt, die Formel 

t^) ^ ^" An^J.^^v^ TT' 

Die Größe der Geschwindigkeit hängt also außer von den Eigenschaften 
des elektrischen Feldes auch von zwei Eigenschaften der schwingenden 
Ladung selbst ab, nämlich von ihrer Eigenfrequenz und von der Größe 
ihrer spezifischen Ladung. Nehmen wir nun an, daß in dem „Dielek- 
trikum" mehrere verschieden schwingende Gattungen von La- 
dungen enthalten sind, so werden wir jeder Gattimg für jeden Augen- 
blick einen bestimmten Wert o« zuzuschreiben haben, der durch die 
Werte von y^ und r^^ bestimmt wäre. 

Die oszillierende Bewegung einer Ladung muß aber nun das Auf- 
tieten eines (seine Bichtung periodisch wechselnden) Konvektions- 
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Stromes zur Folge haben. Für dessen t)icnte ergibt sich nach GL 8 

des § 68 der Wert 

(9) l==ZN,e,r>,, 

wenn Ni die Zahl der in der Volumeinheit vorhandenen schwingenden 
Ladungen von der i-ten Gattung ist. Aus GL 1 ergibt sich daher (bei 
Berücksichtigung der GL 9, 8 und 2) die wichtige Beziehung 

Diese Gleichung, die den Brechungsexponenten in seiner Abhängig- 
keit von der (durch v bestimmten) Farbe darstellt, bildet die Disper« 
sionsformel der Elektronentheorie.* Sie zeigt zunächst, daß im 
allgemeinen die Werte der einzelnen Simimanden mit wachsendem 
Werte von v ebenfalls zunehmen, sowohl wenn v < y^i als auch wenn 
v> VQi ist. (Denn im ersten Falle ist der Summand positiv und sein 
Nenner wird kleiner, im zweiten Fall ist der Summand negativ und sein 
Nenner wird größer.) In der Tat bestätigt die Erfahrung, daß bei fast 
allen Substanzen im Bereiche des sichtbaren Spektrums der Brechungs* 
exponent von dem roten zu dem violetten Ende zunimmt. 

Ein ganz abweichendes Verhalten müßte sich hingegen zeigen, wenn 
die Frequenz des einfallenden Lichtes nicht sehr von einer Eigenfrequens 
der Substanz verschieden ist. Es wird dann nach GL 10, wenn sich der 
wachsende Wert von v dem Werte von v^i nähert, der betreffende Sum- 
mand immer größer und würde schließlich, wenn wirklich die Dämpfung 
ganz vernachlässigt werden dürfte, für v gleich v^i unendlich groß. 
Wächst V über v^t hinaus, so muß nach der Dispersionsformel zunächst 
n* negativ, der Brechimgsexponent also imaginär werden; erst wenn 
V etwas größer ist als i^o*, wiid n wieder reell und steigt, von Null be- 
ginnend, wieder an. 

In dem Teile des Spektrums, der um die Frequenz einer Eigen- 
schwfngung liegt, wird also Licht, dessen Schwingungszahl größer als 
VQi ist, schwächer gebrochen als solches, dessen Frequenz kleiner ist 
als VQi. Dies steht natürlich in Widerspruch mit der im allgemeinen 
nach der Erfahnmg gültigen Begel, daß der Brechungsexponent mit 
wachsender Schwingungszahl zunimmt. Liegt also eine Eigenschwingung 
einer Substanz im Bereiche des sichtbaren Spektrums, so kann 
dieses selbst eine andere Aufeinanderfolge der Farben zeigen als das 
normale Spektrum. Eine solche anomale Dispersion ist in der Tat 
bei einigen Substanzen, wie namentlich bei Joddampf und Fuchsin, 
beobachtet worden.' Die Elektronentheorie kennt nicht wie die ältere 



* Es ist zu beachten, daß m dieser Fonnel das Vorzeichen der schwingenden 
Ladung keine Rolle spielt; das Produkt ey ist stets positiv, weil ja e und y(=* e/m) 
immer dasselbe Vorzeichen haben müssen. 

* Die Erscheinung wird noch dadurch kompliziert, daß sich infolge der unregel- 
mäßigen Dispersion verschiedene Farben übereinander lagern. 
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Experimentalphysik einen Unterschied zwischen Substanzen, die nor- 
mal, und solchen, die anomal dispergieren. Nach der Elektronentheorie 
mnfi vielmehr jede Substanz sowohl die Erscheinungen der normalen 
als auch die der anomalen Dispersion zeigen, beide jedoch in verschie- 
denen Teilen des Spektrums. Wenn im sichtbaren Teil des Spek* 
trams bei den meisten Substanzen die Dispersion „normal** ist, so zieht 
die Elektronentheorie daraus eben nur den Schluß, daß die zu der Farben« 
aerstreuung Anlaß gebenden Eigenschwingungen bei den meisten 
Substanzen außerhalb des sichtbaren Teiles des Spektrums 
liegen müssen. 

Wenn p nur wenig von einer der Eigenfrequenzen verschieden ist, 
w> treten die (in § 64 besprochenen) Erscheinungen der Besonan« 
ein. Das schwingende Elektron entfernt sich sehr weit aus seiner Gleich- 
gewichtslage; es ist zu erwarten, daß es dann die Eigenschaften eines 
freien Elektrons zeigen wird. Da das Vorhandensein freier Elek- 
tronen im Inneren einer Substanz aber für Leiter der Elektrizit&t, 
ftlso für Metalle charakteristisch ist, so müßte somit jede Substanz 
gegenüber Wellen, deren Schwingungszahl mit einer Eigenfrequenz 
nahe übereinstimmt, das optische Verhalten eines Metalls zeigen; 
iBoIche Wellen müßten von der Substanz besonders stark reflektiert 
und daher (nach Ol. 26 des § 66) auch besonders stark absorbiert werden. 
Diese Tatsache der sogenannten selektiven Beflexion und Ab- 
sorption ist in der Tat bei sehr vielen Substanzen beobachtet worden.^ 

Um auch die Erscheinungen in den Absorptionsgebieten richtig 
wiedergeben zu können, muß allerdings die Dispersionsformel noch da- 
durch erweitert werden, daß auch der Einfluß der Dämpfung mit- 
berücksichtigt wird; eine solche wird durch die Energiestrahlung 
verursacht, die wiederum eine notwendige Folge des PoYNTiNOschen 
Satzes ist.^ 

Setzt man im besonderen in der Dispersipnsformel v gleich Null, 
so erhält man die Dielektrizitätskonstante im engeren Sinne, die 
das elektrostatische Feld charakterisiert. Neimen wir sie s*, so ergibt ^ 
sich für sie aus Gl. 10 der Wert 

(11) ^»i+2'-^- 

Infolge der Verschiedenheit der Ausdrücke in den Gl. 10 und 11 finden 
auch die beobachteten Abweichungen von der Max wbll sehen 
Belation eine ungezwungene Erklärung; ebenso erklärt sich hieraus 

* LäBt man daher lacht zwischen zwei Spiegeln ans derselben Sabstanz hin 
und her gehen, die eine bestimmte Wellenl&nge sehr stark absorbiert, so kann man 
derart monochromatische Strahlen von der betreffenden Wellenlänge isolieren. Auf 
diese Weise konnte s. B. Rttbüns durch wiederholte Reflexion an Sylvin ultra- 
rote Strahlen (sogenannte Reststrahlen) von einer Wellenlänge von 0,06 mm 
IsoUeren. 

' Weil ja das bewegte Elektron ein Magnetfeld erzeugt. 



Digitized by 



Google 



320 Die EMOromettikeoris. 

die Tatsache» daß für HsKTZsche Wellen die Belatmi bei iJlen Sub- 
stanaen gut erfüllt ist. 

Im allgemeinen genügt es wohl, zwei versehiede&e Oattoogen von 
schwingongsfähigea Ladungen anzunehmen, n&mlicfa eine positive tmd 
eine negative. Die Werte der fiigenfrequenaen lassen SM^ nun durek 
Beobachtungen über selektive Reflexion und Absorption ermitteln «ad 
gestatten daher umgekehrt wieder Büoksehlüsse über die Art und 2aU 
der schwingenden Elektronen. Derart hat es si<di herausgesteUt» 4aM 
für die Ladungen, deren Eigenfrequenzen im Ultravioletten liegen, der 
Wert von y viel größer angenommen werden muß als für die Ladungen, 
deren Eigenschwingunge$^ dem Ultraroten angehören; die Folgerung 
erseheint daher berechtigt, daß die ultravioletten EigenwäiwinginigQft 
auf die mit w^iig Masse begabten negativen, die ultraroten hin- 
gegen auf positive Ladungen von der Masse des Atoms surüeiaRi* 
führen seien. Auf Grund der Dispersionsformel lassen die ^iqperimen- 
teilen Beobachtungen andererseits auch Schlüsse über die Zahl N4 so^ 
die man wiederum mit der aus der Atonurtik bekumten Zahl der in 
der Volumeinheit enthaltenen Atome vergleich^i kann. Hi^rnof ge« 
gründete theoretische Untersuchungen von Drudb haben lü dem 
wichtigen Schlüsse geführt, daß höchstwahrscheinlich die Zahl der 
im Atom schwingenden negativen Elektronen gleich sei d^ 
chemischen Valenz des betreffenden Atoms. 



§ 78. Bie Onmdlagen der Kagnetooptik. 

Die Gleichung für die Bewegung eines zu Eigenschwingungen be* 
f&higten Elektrons (Gl. 4 des § 72) bildet auch die theoretische Grund* 
läge der Magnetooptik. Dieser Wissenszweig behandelt die Licht- 
erscheinungen, die unter dem Einflüsse eines Magnetfeldes 
auftreten, und umfaßt im wesentlichen drei verschiedene Effekte. Der 
am längsten bekannte wurde im Jahre 1845 von Fabaday entdeckt; 
er besteht darin, daß die Polarisationsebene eines Lichtstrahles 
bei dem Durchgang durch eine durchsichtige Substanz in einem 
Magnetfelde eine Drehung erfährt.^ 1876 entdeckte Kbbb, daß 
die Polarisationsebene eines Lichtstrahles auch bei der Beflexion an 
einem magnetisierten Metallspiegel gedreht wird. Der weitaus 
wichtigste magnetooptische Effekt wurde jedoch im Jahre 1896 durch 
Zbbican entdeckt; es ist dies die Zerlegung von Spektral- 
linien in einem Magnetfeld. Wir wollen uns im folgenden auf die 
theoretische Behandlung des ZBBMAN-Effektes beschränken. 



^ Der Winkel, um den die Drehung erfolgt, bA im aUgemeinea | » M p urti<wi a i d«r 
Lfinge des im durolsielitigNEi KOrper zurilolqgelegteB Weges sowie der BMk» 4m 
Magnetfeldes. Der PMportionalit&tsfoktor wird als die magnetooptiscke Kon- 
stante beieiohnet. (Die fenomagnetisohen Substanzen nehmen eine 
Sondeistellung ein.) 



Digitized by 



Google 



§ 73. Die Grundlagen der MagneioopHk, 321 



Wir gehen hierzu von der Gl. 4 des § 72 aus, die wir auf den speziellen 
Fall eines homogenen Magnetfeldes anwenden wollen. Sie* lautet 
in diesem besonderen Falle, wenn wir den Quotienten f/m einfach mit 
a^ bezeichnen, 

(1) 4f + '»''f-ft»ö3- 

Legen wir nun ein Koordinatensystem derart, daß sein Ursprung mit 
der Gleichgewichtslage des schwingenden Elektrons und seine rc-Achso 
mit der Bichtung der magnetischen Feldstärke zusammenfällt^ (also 
H^ =flg =0), so erhalten wir bei Übertragung der Gl. 1 aus der vek- 
toriellen in die analytische Schreibweise die Gleichungen 

+ a'xa 0, 



(2) 



dt* 



Ana diesen Gleichungen erkennen wir zunächst, daß die a;-Kom- 
ponente der Schwingung des Elektrons von dem Magnetfelde nicht be- 
einflußt wird. Für die beiden anderen Größen y und z machen wir 
versuchsweise den naheliegenden Ansatz 

(3) y-J.e'«'S r = (7. «<«'', 

wobei B, C und a' noch unbestimmte Konstanten sind. Setzen wir 
diese Werte für y und z in die Gl. 2 ein, so erkennen wir, daß in der 
Tat die Ausdrücke der Gl. 3 Lösungen 4er Differentialgleichungen (2) 
darstellen, wofeme die Beziehungen erfüllt sind 

( {^a'^ + a^JB^i^CH, 

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander, so finden wir 

oder 

(6) a^^a'^^ ±-^^- 

Andererseits erhalten wir, wenn wir eine der briden Gl. 4 durch die 
Gl. 6 dividieren, die Beziehungen 

(6) ß =±iC, G =^iB . 

Die Eigenfrequenz des Elektrons, die wir kurz mit v bezeichnen 



* Denn das Magnetfeld wurde ja als homogen angenommen. 
Uaab, EinfOhnmg In die theor. Physik. 21 
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wollen, ist nun mit der Größe a (nach GL 8 deB § 72) durch die Be* 
Ziehung verknüpft 

(7) a^2nv , 

während andererseits der von uns in 61. 8 eingeführten Größe a' eine 
Frequenz v' entspricht, die mit a' durch die Beziehung zusammenhängt 

(8) a'=2n/. 

Ersetzen wir in Gl. 5 a und a' durch v und v\ so finden wir 

(9) 2 «(r* -.•«)- i^'-f-ff- 

Aus dieser Gleichung erkennen wir, dafi #' ton v Terschiedaa 
sein muß. Wir wollen setzen 

(10) /-v\l-^). 

Beschränken wir uns auf die Betrachtung solcher magnetischer Felder, 
die nur kleine Änderungen des Spektrums hervorzurufen vermögen (und 
dies ist auch bei den stärksten realisierbaren Magnetfeldern der Fall), 
so muß ^ jedenfalls klein gegen Eins sein. Man darf daher schreiben 

(11) y«-/t»2*v« 

und darf andererseits auch auf der rechten Seite der Gl. v' durch p 
ersetzen. Gl. nimmt dann die Form an 

woraus folgt 

(12) ^ - ± 4^- 

Für v' ergeben sich also zwei verschiedene Werte, die mit 
großer Annäherung durch die Formeln gegeben sind 



(13) . .^ 



V. ^ P -— -* — -• t 
» 4ne 



\nc 



Auf Grund der MoiVREschen Formel (GL 12 des §51) können 
wir daher bei Benutzung der Gl. 6, 7 und 8 die OL 8 in der Form schreiben 



<") { !: 



Bcos(2wv't) +tBsin(2wy'0 , 
TtBcos (2wv't)± Bsin(2wr'<). 



Dabei gilt das obere oder das untere Vorzeichen, je nachdem, ob ttr 
v' der Wert v^ oder der Wert v/ eingesetzt wird. Da wir von der durch 
die Gl. 14 gegebenen Lösung entweder nur den reellen oder nur den 
imaginären Teil (unter Weglassung des Faktors i} nehmen dürfen» er- 
halten wir also als Lösung der Differentialgleichungen (2) die BeiiehangeB 
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(15) i/==Bco8(2:n?V0» «= J3sin(2;rv/0 
oder aber 

(16) y xaBoos (2:nfy,'0» 25 =— Bßin (2ji v,'0. 

Da statt cos tp auch sin \<p + yj geschrieben werden kann, erkennen 

wir aus den Gl. 16 und 16, daß die Größen y und z zwar mit der gleichen 
Amplitude, jedoch mit einer Phasendifferenz von einer Viertelperiode 
schwingen. Durch die Gl. 16 und 16 werden also zirkuläre Schwin- 
gungen beschrieben. Bei der durch die Gl. 16 dargestellten. Schwingung 
wird eine Viertelperiode, nachdem y gleich B war, z gleich (+ B); die 
Schwingung erfolgt also in demselben Sinne wie die Drehung, die auf 
kürzestem Wege die y-Achse in die Bichtung der ;^ Achse überführt. 
Das Umgekehrte ist bei dem durch die Gl. 16 beschriebenen Vorgang 
der Fall. Die mit der Frequenz y{ erfolgende Schwingung ist also rechts, 
die mit der Frequenz v/ vor sich gehende links zirkulär. 

Nehmen wir nun an, daß jedem Werte der Frequenz, der den Diffe- 
rentialgleichungen für die Schwingung des Elektrons genügt, auch die 
Aussendung von Licht von dieser Frequenz entspricht; dann werden 
wir durch unsere bisherigen theoretischen Überlegungen zu dem Schlüsse 
geführt, daß in einem Magnetfelde im allgemeinen jede Spektral- 
linie in ein Triplet aufgelost erscheinen müsse, das neben der 
ursprünglichen Linie noch zwei andere, von ihr gleich weit nach beiden 
Seiten abstehende aufweist. , 

Infolge der Transversalität der Lichtschwingungen müßten 
aber nun die in der x-Bichtung erfolgenden Oszillationen, die die mitt- 
lere Linie des Triplets hervorrufen, bei den Lichtstrahlen fehlen, die 
in der os-Bichtung emittiert werden. Blickt man daher in der Bichtung 
der Kraftlinien (diese Bichtung wählten wir ja als x-Achse), beobt 
achtet man also den sogenannten Longitudinaleffekt, so müßte 
man statt eines Triplets nur ein Doublet erblicken, in dem die mittlere 
lanie fehlt. ^ Die kreisförmigen Schwingungen, die zu der Entstehung 
der Spektrallinien v/ und y/ Anlaß geben, erfolgen in der f/-;7-Ebene, 
bei dem Longitudinaleffekt also senkrecht zu der Bichtung des wahr- 
genommenen Lichtstrahles, so daß also dem Beobachter des Longitudinal- 
effektes die beiden Linien des Doublets zirkulär polarisiert er- 
scheinen müssen. 

Andere Phänomene müßten hingegen wahrgenommen werden, wenn 
man Lichtstrahlen beobachtet, die senkrecht zu den Kraftlinien 
ausgesendet werden. Die Emissionsrichtung muß dann in der j/-;7-Ebene 
liegen. Die in der y-;7-Ebene erfolgenden Kreisschwingungen des Elek- 
trons kann man demnach in zwei zueinander senkrecht und linear 
schwingende Komponenten zerlegen, deren eine die Bichtung des 
beobachteten Strahles hat, während die andere zu ihr senkrecht vor 
sich geht. Die erste Komponente kann infolge der Transversalität der 
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Lichtschwingungen nicht die Ursache von Oszillationen sein, die sich 
in der beobachteten Bichtung fortpflanzen. Bei dem sogenannten 
Transversaleffekt werden also alle drei wahrnehmbaren Linien 
durch lineare Schwingungen hervorgerufen, und zwar die Mittellinie 
durch die Schwingungen, die in der Bichtung der magnetischen Kraft- 
linien stattfinden, die beiden anderen durch dazu senkrechte (unter- 
einander aber gleichgerichtete) Oszillationen. Die Linien des bei dem 
Transversaleffekt beobachteten Triplets müssen also sämtlich linear 
polarisiert sein, und zwar müssen die elektrischen Schwingungen der 
mittleren Linie in der Bichtung des magnetischen Kraftfeldes, die elek- 
trischen Schwingungen der beiden äußeren Linien hingegen dazu senk- 
recht erfolgen. 

Alle diese Erscheinungen, die sich aus den Voraussetzungen der 
bereits im Jahre 1896 von H. A. Lobentz entwickelten Elektronen- 
theorie rein mathematisch ableiten lassen, werden nun in der Tat 
bei dem von Zbbman im Jahre 1896 entdeckten Phänomen beobachtet.* 
Der ZsEMAN-Effekt erscheint also als eine glänzende experimen- 
telle Bestätigung der LoRBNTZschen Theorie und gestattet 
auch umgekehrt wiederum, Schlüsse über die Natur der schwingenden 
Elektronen zu ziehen. 

Zunächst einmal müssen uns die 61. 18 im Verein mit den tat- 
sächlichen Beobachtungen Aufschluß über das Vorzeichen der schwin- 
genden elektrischen Ladung geben. Die Schwäigung mit der Frequenz v^ 
muß ja stets, wie gezeigt wurde, rechts, die mit der Frequenz v/ hin- 
gegen stets links zirkulär polarisiert sein. Wenn nun die schwingende 
liadung und somit auch y positiv sind, dann muß die näher zum roten 
Ende zu liegende Spektrallinie rechts, die näher Jtmn violetten Ende zu 
liegende links zirkulär polarisiert sein. Das Umgekehrte müßte der FaU 
sein, wenn die schwingende Ladung und somit auch y negativ sind. 
Die Beobachtung des bei dem Longitudinaleffekt auftretenden Doublets 
ze^ nun, daß die zu dem violetten Ende zu liegende Spektrallinie 
links zirkulär polarisiert ist. Hieraus muß geschlossen werden, daß 
negative Elektronen die Ursache des ZEEMAN-Effektes sind. 

Die Größe e der Ladung selbst läßt sich aus den beobachteten 
magnetooptischen Phänomenen nicht ermitteln; wohl aber kann zufolge 



* Bei vielen Spektrallinien erscheint die Zerlegung allerdings komplizierter» 
als sie im vorhergehenden beschrieben wurde. Man erklärt dies damit, daß die ser- 
legten Spektrallinien in diesen Fällen an sich nicht einfach sind, sondern Doppel- 
linien oder dreifache Linien darstellen. 

Der ZsBHAN-Effekt hat auch eine wichtige Verwertung in der Astronomie 
gefunden, indem auf seiner Grundlage Halb im Jahre 1908 die magnetischen 
Felder der Sonnenflecken entdeckte. 

Der experimentelle Nachweis einer von Voigt vorausgesagten Zerlegung 
der Spektrallinien in einem elektrischen Felde ist im Jahre 1918 Stabk 
gelungen. Die dabei beobachteten Erscheinungen sind jedoch ungleich komplizierter 
als die bei der magnetischen Zerlegung wahrgenommenen« 
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Gl. 12 der Quotient aus Ladung und Masse, nämlich die Größe y, 
berechnet werden, die allein bei dem ZBBMAN-Effekt eine Rolle spielt,* 
Denn der Wert von * läßt sich durch Messung des Abstandes der Linien 
im Triplet oder Doublet leicht bestimmen. Zbbman fand derart für y 
einen Wert von der Größenordnung 10" abs. elektrostat. Einh., also 
einen Wert, der etwa tausendmal größer ist als derjenige, der bei 
den elektrolytischen Ionen ermittelt worden war. Aus diesem über- 
raschenden Ergebnis zog bereits Zbbman den Schluß, daß die schwin- 
genden Teilchen Bestandteile des Atoms sein und eine ungefähr 
tausendmal kleinere Masse als das Wasserstoffatom besitzen müßten. 
Genauere Messungen von Zbbman ergaben sehr bald darauf für y den 
Wert 4,8 . 10" abs. elektrostat. Einh. 

Mit diesem Werte stimmt aber nun ganz auffallend derjenige überein, 
den Kaupmann für die spezifische Ladung der Kathodenstrahlteilchen 
ermittelte (5,4.10"; vgl. §69). Wibchbrt zog daraus zuerst den 
Schluß, daß die Kathodenstrahlteilchen mit den bei dem Zbbman- 
Effekte schwingenden Partikeln identisch seien, nur daß eben diese 
Bestandteile des Atoms in dem einen Falle an die Atome gebunden 
sind, im anderen Falle, von ihnen losgelöst, frei den Kaum durcheilen. 

§ 74. Die Xolekularströme. 

Da nach der Grundvorstellung der Elektronentheorie jedes in Be- 
wegung begriffene Elektron, dieselben Erscheinungen wie ein Leitungs- 
strom hervorruft, andererseits aber (wie schon in § 43 gezeigt worden 
ist) jeder Kreisstrom ein magnetisches Moment erzeugt, so bietet sich 
der modernen Physik die Möglichkeit, alle Erscheinungen des Magne- 
tismus auf kreisende Elektronen zurückzuführen. Li der Tat 
brauchen nur durch solche die Molekularstrpme der älteren Theorie 
ersetzt zu werden, um ein im wesentlichen hinreichendes Bild der magne- 
tischen Phänomene zu ergeben. 

Die Theorie der Molekularströme wurde von Ampärb (1822) be- 
gründet und stellt ihrerseits wiederum nur eine Weiterentwicklung der 
zuerst von Kirwan (1797) aufgestellten und von Poisson weiter 
ausgebildeten Hypothese des molekularen Magnetismus dar. Durch 
diese Hypothese soll (wie schon in § 40 erwähnt), die wichtige Erfah- 
rungstatsache erklärt werden, daß auch in den kleinsten Bruchstücken 
eines Magneten die algebraische Summe des darin enthaltenen Magne- 
tismus verschwindet. Ampärb führte auf Gnmd der von ihm ent- 
deckten Äquivalenz zwischen Kreisstrom und magnetischer 
Doppelfläohe (§43) den molekularen Magnetismus auf geschlossene 
Ströme zurück, die in den einzelnen Molekülen kreisen sollen; diese 



* Anders iat es bei der Dispersion, wo zufolge Gl. 10 dei § 72 neben der Größe y 
auch der Wert von e selbst in Betracht kommt. 
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Vorstellung ist — nach Faradays wichtiger Entdeckung des Dia- 
magnetismus — hauptsächlich durch Wilbb^iM Wbbbb (1862) zu 
einer Theorie der magnetischen Erscheinungen ausgestaltet worden, 
während ihre Fortbildung auf elektronentheoretischer Grundlage vor 
allem das Verdienst von Lanqbvin ist. 

Nach ihrem magnetischen Verhalten teilt man bakanntlich die 
Körper in drei verschiedene Klassen ein. Die magnetische Suszep- 
tibilität (die den Quotienten, aus dem in der Volumeinheit erzeugten 
magnetischen Moment und der induzierenden Feldstärke darstellt; 
vgl. § 40) ist bdi den diamagnetischen Substanzen negativ, bei 
den paramagnetischen positiv. ' Ebanfalls positiv, jedoch sehr groB 
und selbst wieder von der Feldstärke abhängig ist die ßuszeptibilitfit 
boi den ferromagnetischen Körpern, die übardies die merkwürdige 
Eigenschaft einer Koerzitivkraft und infolgedessen auch eines per- 
manenten Magnetismus zeigen.^ 

Die Theorie der Molekularströme nimmt nun an, daß die Mole- 
küle aller Substanzen Molekularströme enthalten, trotzdem aber in 
der Begel kein von Null verschiedenes magnetisches Gesamtmoment 
aufweisen, weil sich im Inneren des Moleküls die magnetischen 
Momente der einzelnen Elementarströme (infolge entgegengesetzten 
Umlaufsinnes bei paralleler Stromebene) wechselseitig aufheben.* 
Dies müBte sich ändern, wenn ein solches nach auBen unmagnetisches 
Molekül in ein Magnetfeld gebracht wird. In jedem Stromkreis müßte 
nämlich dann ein Induktionsstrom hervorgerufen werden, dessen 
Umlaufssinn (nach der zweiten Hauptgleichung des elektromagnetischen 
Feldes, § 44) lediglich davon abhängen würde, ob der durch die Strom- 
fläche hindurchgehende magnetische Kraftfluß zu- oder abnimmt. 
Denken wir uns nun etwa in einem Molekül zwei Stromkreise von 
gleichem Eadius, glefcher Stromstärke und paralleler Lage der Strom- 
ebenen, so werden die in diesen beiden Stromkreisen durch Erregung 
eines Magnetfeldes oder Hineinbringen in ein solches erzeugten Induk- 
tionsströme gleichen Umlaufssinn haben, obwohl die ursprünglich 
vorhandenen Ströme, über die sich die Induktionsströme superponieren, 
entgegengesetzt sind. Während also früher die Vektorsumme der magne- 
tischen Momente der beiden Elementarströme für das Molekül ein Ge- 
samtmoment Null ergab, ist diese Summe von Null verschieden, so- 
lange die Induktionsströme fließen; diese müßten aber, wenn sie keinen 



^ Fenomagnetisoh dnd außer Eisen, Nickel und Kobalt auch, wie HsusLSB 
im Jahre 1003 entdeckte, gewisse Legierungen von an sich unmagnetischen MetaUen 
(z. B. eine Legierung von Kupfer, Mangan und Aluminium). 

* Wie in § 43 (im Anschluß an Gl. 15) gezeigt worden ist, ist ja das magnetische 
Moment eines Kreisstromes gleich dem Produkte aus der elektromagnetisch gemessenen 
Stromst&rke und der Stromfl&che. Als Vektor aulgefaBt, steht es auf der Strom- 
ebene senkrecht und hat einen solchen Richtungssinn, daß, von seiner l^tse ans 
gesehen, der Strom dem Uhrzeiger entgegengesetzt zu flieBen scheint. 
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Widerstand erfahren, so lange andauern, bis sie durch Aufhebung des 
Magnetfeldes (infolge dann neuerlicher, der früheren jedoch entgegen- 
gesetzten Induktion) wieder beseitigt werden. Das an sich unmagnetische 
Molekül weist also in einem Magnetfeld induzierten Magnetismus 
auf. Nach der Begel von Lbnz (§ 44) mu£ nun aber zwischen den 
bei der Erregung des Magnetfeldes induzierten Strömen qad dem indu- 
zierenden Magneten eine abstoßende Kraft bestehen; die Substanz, 
in der die induzierten Ströme fließen, muß demnach diainagnetisch 
erscheineit Im Diamagnetismus erblickt also die Theorie der Molekular- 
Btröme eine universelle Eigenschaft aller Materie, die bei den 
uns anders als diamagnetisch erscheinenden Stoffen lediglich durch die 
Bt&rkeren Eigenschaften des Paramagnetismus oder Ferromagnetismus 
überdeckt wird. 

Die Tatsache dec^ Paramagnetismus erklärt die Molekulartheorie 
durch die Annahme, daß innerhalb der Moleküle mancher Substanzen 
die gegenseitige Kompensation der Molekularströme nur unvoll- 
stfindig sei. Jedem einzelnen Molekül einer paramagnetischen Sub- 
stanz konmit danach bereits an sich ein bestimmtes magnetisches Moment 
zu; doch sind die Stromebenen, solange kein äußeres Feld einwirkt, 
völlig ungeordnet und infolgedessen durchaus verschieden gerichtet. 
In einem paramagnetischen Körper würden sich zwar nicht (wie in einer 
diamagnetischen Substanz) die magnetischen Momente der Elementar- 
ströme innerhalb des Moleküls aufheben, wohl aber würden sich — in- 
folge der ungeordneten Xjage der Stromebenen — die magnetischen 
Qesamtmomente der Moleküle untereinander kompensieren. 

Dies muß sich nun &ndem, wenn die paramagnetische Substanz 
in ein Magnetfeld gebracht wird; denn dieses hat jedenfalls das Be- 
streben, alle Stromebenen derart zu drehen, daß ihre Achsen in die 
Bichtung der magnetischen Kraftlinien fallen. Wenn tatsächlich alle 
Btromebenen diese Orientierung hätten, so wäre der Maximalwert 
erreicht, den in der Substanz der induzierte Magnetismus überhaupt 
besitzen könnte; der spezifische Magnetismus (d.h. nach §40 das in 
der Volumeinheit induzierte magnetische Moment) wäre dann einfach 
gleich dem Produkt aus dem magnetischen Moment des einzelnen Mole- 
küls und' aus der (aus der Atomistik bekannten) Zahl der Moleküle 
in der Volumeinheit. Für jede paramagnetische Substanz muß es 
also nach der Theorie einen Zustand magnetischer Sättigung geben. 
Experimentell ist er allerdings nur bei den sogenannten ferromagnetischen 
Substanzen nachweisbcur, da bei den paramagnetischen im engeren Sinne 
die Feldstärke, die zur Herstellung der Sättigung notwendig ist, zu 
groß ist, als daß sie verwirklicht werden könnte. 

Dem Bestreben ^ines Magnetfeldes, die Stromebenen in die gleiche 
Bic^itung zu drehen und sie derart zu ordnen, wirken aber nun die 
zwischen den Molekülen erfolgenden Zusammenstöße entgegen, die 
man auf Qrund der kinetischen Theorie der Wärme aimehmen muß 
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Fehlen diese Zusammenstöße, was nach der Theorie bei dem absoluten 
Nullpunkte der Fall wäre, dann müßte auch schon das schwächste Feld 
genügen, um den Zustand magnetischer Sättigung herbeizuführen. Es 
ist demnach klar, daß bei paramagnetischen Substanzen die magnetische 
Suszeptibilität um so größer sein muß, je tiefer die Temperatur ist.' 

Zwischen Paramagnetismus und Diamagnetismus besteht also der 
wesentliche Unterschied, daß das diamagnetische Moment des ein- 
zelnen Moleküls erst -durch das induzierende Feld hervorgerufen wird, 
während das paramagnetische Moment des einzelnen Moleküls von 
jeher vorhanden war und der Einfluß des Magnetfeldes sich somit hin- 
sichtlich des Paramagnetismus nicht in einer Erzeugung, sondern nur 
in einer Drehung und Ordnung bereits vorhandener Elementar- 
magnete äußert. Daher ändert sich auch die paramagnetische Sus- 
zeptibilität mit der Temperatur, während die djamagnetische Ton der 
Temperatur unabhängig ist.* 

Die ferromagnetischen Substanzen sieht die Molekulartheorie 
schließlich als eine besondere Gruppe unter den paramagnetischen an, 
ausgezeichnet durch die Wirksamkeit besonderer Molekularkräfte 
zwischen den einzelnen Molekülen. Durch diese Annahme wird es er- 
klärlich, daß die einmal durch ein induzierendes Magnetfeld in einem 
bestimmten Sinne orientierten Stromebenen auch nach Aufhebung des 
Magnetfeldes nicht durch die Wärmebewegung wieder in Unordnung 
gebracht werden. Da, wie die Erscheinung des Schmelzens zeigt, die 
Molekularkräfte bei bestimmten Temperaturen plötzliche Ände- 
rungen erfahren, so läßt sich auf Gnmd dieser Theorie etwas Ähnliches 
auch für die ferromagnetische Suszeptibilität erwarten. In der Tat hat 
auch Pierre Curie gezeigt, daß bei einer bestimmten, für verschiedene 
Substanzen verschiedenen Temperatur, die man als CuRiB-Punfct 
bezeichnet, Eisen, Nickel und Kobalt den Ferromagnetismus verlieren 
und oberhalb dieser Temperatur nur mehr die Eigenschaften des Para- 
magnetismus (im engeren Sinne) zeigen.* 

Das magnetische Moment, das eine bestimmte Menge einer Sub- 
stanz im Zustande der Sättigung zeigt, läßt sich nun bei ferromagnetischen 
Substanzen durch direkte Beobachtimg bei sehr tiefen Temperaturen 

• Die Rechnung führt zu dem Ergebnis, daß das in der Volumeinheit eraeugte 
magnetische Moment der absoluten Temperatur umgekehrt proportional sein muB, 
was in der Tat durch Beobachtungen von Pibree Cubib bestätigt wird. 

* Eine Ausnahme hiervon bildet nur das Wismut, dessen Sonderstellung inner- 
halb der Gruppe der diamagnetischen Substanzen offenbar durch das Vorhandensein 
freier Elektronen bedingt ist. 

» Der CuEiB-Punkt liegt für Eisen bei 760«, für Nickel bei 376*. Die Theorie 
führt, worauf hier nicht näher eingegangen werden soll, zu dem Resultate, daß bei 
dem CuRiB-Punkt auch eine sprunghafte Änderung der spezifischen Wärme 
eintreten müsse. Die Theorie ergibt auch einen bestimmten, durch die Erfahruhg 
gut bestätigten Zusammenhang zwischen der Größe dieses Sprunges und den magne- 
tischen Eigenschaften der Substanz. 
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bestimmen, bei paramagnetischeu Stoffen aus Beobachtungen über die 
paramagnetische Suszeptibilität durch theoretische Zusammenhänge er- 
mittebi. Pierrb Wbisb machte nun (1911) die überraschende Fest- 
stellung, daß das magnetische Moment eines Grammoleküls^ im 
Zustande der Sättigung stets ein ganzzahliges Vielfaches von 
1 128 abs. Einh. darstellt. Der Quotient aus dem magnetischen Moment des 
Grammoleküls und aus der (durch die Atomistik bekannten) Zahl der 
im Grammolekül enthaltenen Moleküle (6,8 . 10*^ stellt aber nun nichts 
anderes als das magnetische Moment des einzelnen Moleküls dar. Dieses 
Moment muß demnach bei ferromagnetischen Substanzen im Zustande 
der Sättigung ein ganzzahliges Vielfaches von 1,6 . 10-*^ abs. Einh. sein, 
welche Größe Weibs somit in gewissem Sinne als Elementarquantum 
des magnetischen Momentes ansehen und darum als Magneten 
bezeichnen durfte.' 

Über die Art der Molekularströme haben wir bei den bisherigen 
Überlegungen noch keine bestinmiten Annahmen gemacht. Die Elek- 
tronentheorie^ faßt nun, wie bereits erwähnt, die Molekularströme als 
kreisförmige Bewegungen von Elektronen auf". Vollführt das Elektron, 
dessen Ladung e sei, in der Zeiteinheit n Umläufe, so pjissiert den Quer- 
schnitt des Konvektionsstromes in der Sekunde die Elektrizitäts- 
menge ne; die Stromstärke ist also ne oder in elektromagnetischem 
Maße nefc. Wenn aber nun dieser Konvektionsstrom im Sinne der 
Elektronentheorie alle Eigenschaften eines Leitungsstromes besitzt, dann 
muß ihm auch ein magnetisches Moment zukommen, das gleich 
ist dem Produkt aus der elektromagnetisch gemessenen Stromstärke 
und aus der Stromfläche, das also, wenn wir den Halbmesser der Kreis- 
bahn a nennen, gleich ist 

(1) jlf = .?if^. 

Als Vektor aufgefaßt, muß das magnetische Moment 2R (nach § 43) 
auf der Stromfläche senkrecht stehen; es liegt daher der Gedanke nahe, 
den Vektor 3M zu dem Vektor xo der Winkelgeschwindigkeit in 
Beziehung zu bringen, der ja ebenfalls auf der Kreisebene senkrecht 
steht und nach seiner Definition (§ 21) einen solchen Bichtungssinn 
hat, daß, von seiner Spitze aus gesehen, der Umlauf des Elektrons dem 
Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint. (Der Betrag von xo ist inn.) 

Ist nun das kreisende Elektron positiv, dann fällt die Eichtung 
seines Umlaufs mit der Stronurichtung zusammen; ist es hingegen negativ 
(was tatsächlich, wie später gezeigt werden wird, angenommen werden 



* Ein Grammolekül Sauerstoff umfaßt z. B. 32 g Sauerstoff, da dessen Molekular- 
gewicht zweimal 16 beträgt. 

' Da es sich hier um ein Elementarquantum des magnetischen Momentes und 
nicht der Magnetismusmenge handelt, kann die Bezeichnung „Magneten** in Analogie 
zu „Elektron** unter Umständen irreführen. 
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muß, was aber nicht vorweggenommen werden soll), dann ist die Bich'» 
tung des Umlaufs der Stromrichtung entgegengesetzt. Da nun der 
Vektor 311 (nach § 48) einen solchen Bichtungssinn haben muß, daß, 
von seiner Spitze aus gesehen, der Strom dem Uhrzeiger entgegen- 
gesetzt zu fließen scheint, so muß, wenn e positiv ist, SR dieselbe Bich* 
tung haben wie to; hingegen muß SR entgegengesetzt gerichtet sein wie 
XD, wenn e negativ ist. Beiden Forderungen (sowie der Tatsache, daß 
der Betrag von w gleich ist 2nn) wird dadurch entsprochen, daß man 
aus Gl. 1 die Vektorgleichung ableitet 

(2) . m^^m. 

Dieser Gleichung können wir schließlich noch eine andere Form 
geben, wenn wir in imsere Betrachtung den auf den Mittelpunkt der 
Kreisbahn bezogenen, Drehimpuls U des kreisenden Elektrons ein* 
führen; nach seiner Definition (§12) ist dieser ja gleich^ dem äußeren 
Produkt aus dem von dem Zentrum aus zu dem Elektron gezogenen 
Eadiusvektor und aus der Bewegungsgröße des Elektrons. Der Badius- 
vektor hat nun den Betrag a, die Bewegungsgröße den Betrag maw, 
wenn wir mit m die Masse des Elektrons bezeichnen; weil der BadiuB« 
Vektor und der Vektor der Bewegungsgröße in diesem besonderen Falle 
aufeinander senkrecht stehen, hat demnach der Drehimpuls den Be« 
trag ma^w. Da (nach der Definition des äußeren Produktes) der 
Vektor U zu dem Badiusvektor und dem Vektor der Bewegungsgröße 
normal sein muß, diese beide aber in der Kreisebene liegen, imd da femer, 
von der Spitze des Vektors U aus gesehen (nach seiner Definition) der 
Umlauf des Elektrons dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheinen muß, 
so muß der Vektor U dieselbe Bichtung und denselben Bichtungssinn 
haben wie der Vektor m.® Gl. 2 läßt sich daher auch, wenn wir in der 
üblichen Weise den Quotienten e/m mit y bezeichnen, in der Form 
schreiben 

(8) an-^M. 

In dieser Gleichung findet der magneto-mechanisohe Par- 
allelismus der Elektronentheorie seinen Ausdruck. Jede Änderung des 
magnetischen Momentes bedingt zugleich eine Änderung des Dreh- 
impulses und umgekehrt. Hieraus ergeben sich nun sehr interessante 
Folgerungen, wenn man die Gl. 8 mit dem mechanischen Satze 
von der Erhaltung des gesamten Drehimpulses eines Masse- 
punktesystems (§ 14) verknüpft. Jede durch magnetische Einflüsse 
bewirkte Änderung der Drehimpulse der einzelnen Elektronen muß 



' Größe und .Richtmig von U laaseti sich in diesem speziellen Falle auch ein- 
fach atu Gl. 1 des § 27 (bei Fortlassung des Snmmenzeichens) ableiten, wenn man 
beachtet, daß in dem besonderen vorliegenden Falle lo und x aufeinander aankrecht 
stehen, go daß das innere Ftodukt (m r) verschwindet. 
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danach als ausgleichende entgegengesetzte Beaktionswirkung eine mecha- 
nische Drehung des magnetischen Körpers zur. Folge haben. Dieser 
von Einstbin aus der Theorie deduzierte Effekt ist in der Tat (1916) 
voji Einstbin und W. J. db Haas nachgewiesen worden.* Durch 
Messung der* Drehung, die bei dem Ummagnetisieren eines weichwi 
Eisenstabes beobachtet wurde ^°, konnten auf Grund der Gl. 8 Vorzeichen 
und Größe von y bestimmt werden. Die Versuche ließen klar erkennen, 
daß die magnetischen Phänomene durch das Kreisen negativer Elek- 
tronen hervorgerufen werden müssen; der Zahlenwert, der für y ge- 
funden wurde, stimmt sehr gut mit den Werten überein, die auf anderem 
Wege für die spezifische Ladung negativer Elektronen ermittelt wurden. 
Umgekehrt muß es auch wiederum möglich sein, durch mechanische 
Beeinflussung des Vektors U magnetische Wirkungen hervorzubringen. 
Das einfachste Mittel hierzu besteht, wie S. J. Barnbtt erkannte, 
darin, daß man den magnetisierbaren Körper um eine feste Achse 
rotieren läßt. Geschieht dies mit der Winkelgeschwindigkeit w' (wohl 
zu unterscheiden von der Winkelgeschwindigkeit w des einzelnen 
Elektrons), so muß nämlich (nach Gl. 8 des § 22) 

(4) 4T=t«>'W 

werden (wenn wir annehmen, daß die Eotation so rasch erfolge, daß 
die zeitliche Änderung von U relativ zu einem mit dem rotierenden 
Körper fest verbundenen Koordinatensystem neben der absoluten zeit- 
licl^n Änderung vernachlässigt werden kann). Die Tatsache, daß der 
zeitliche Differentialquotient von U von Null verschieden ist, bedeutet 
aber nun nach dem zweiten Integralsatz der Mechanik (vgl. Gl. 6 des 
§26) das Auftreten eines Drehmomentes, das eben dem (absoluten) 
zeitlichen Differentialquotienten des Drehimpulses gleich ist. Nennen 
wir das Drehmoment J), so finden wir also auf Grund der Gl. 4 und 8 

(5) !D = -y-[t!)'aR]. 

Ein Drehmoment von dieser Größe wird also auf jeden einzelnen Ele- 
mentarmagneten ausgeübt, wenn der ganze Körper mit der Winkel- 
geschwindigkeit w' rotiert. 

Andererseits erfährt aber nun, wie ohne weiteres ersichtlich ist, 
jeder Elementarmagnet von dem Moment 3JV in einem Magnetfelde 
von der StäAe § ein Drehmoment von der Größe [9M'S]. Denn auf 
seinen positiven Pol (von der Stärke ft) wurkt eine Kraft (+SiM), auf 
seinen negativen Pol eine Kraft (— S/i). Folglich ist (nach Gl. 1 des 
§26) das Moment des Kräftepaares 

* EmsTTOT un4 ns Haas, Experimenteller Nachweis der AMrtBEBohen Mole- 
kularströme (Verh. d. D. Phyaii. Ges. 17, S. 162-170, 1916). 

^ Die Ummagnetisierofig erfolgte derart, daß der Stab aus weichem Eisen n 
eine Stromspule gesteckt und die Richtung des Stromes gewechselt wurde. 
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wenn wir mit b die von dem Angriffspunkte der negativen zn dem An- 
griffspunkte der positiven Kraft gezogene gerichtete Strecke bezeichnen. 
Da aber nun h/i nichts anderes ist als das magnetische Moment $Jt 
des Elementarmagneten, so wird also ganz allgemein das Drehmoment, 
das ein Elementarmagnet in einem Magnetfeld erfährt, 

(7) D'=[Stt'$]. 

Wie ein Vergleich der Gl. 5 und 7 zeigt, ruft also eine mit der 
Winkelgeschwindigkeit w' erfolgende Botation eines magnetisierbaren 
Körpers an seinen Molekularströmen dieselbe Wirkung hervor wie 
ein Magnetfeld von der Stärke 

(8) ^♦«-11 10'. 

Es muß also möglich sein, einen ferromagnetischen Körper (was in der 
Tat Barnbtt 1914 gelang) durch Rotation zu magnetisieren. Der 
Wert von $* läßt sich nun leicht ermitteln, indem man dieselbe Magneti- 
sierung einmal als Wirkung der Botation, das andere Mal als Wirkung 
eines äquivalenten meßbaren elektromagnetischen Feldes hervorbringt. 
Aus den Werten von §* und to' lassen sich somit Vorzeichen und Große 
von y bestimmen. Gleich Einstbin fand auch Barnbtt^S daß die 
kreisenden Elektronen, die den Magnetismus verursachen, negativ 
sein müssen und daß der für sie berechnete Wert der spezifischen Ladung 
recht gut mit den Werten von y übereinstimmt, die für die £^tho4en- 
strahlteilchen und für die bei dem ZsBMAN-Ef fekt schwingenden Partikeln 
ermittelt worden sind, 

§ 76. Die Eöntgenstraliles. 

4 In einem engen Zusammenhange mit den Kathodenstrahlen stehen 
die merkwürdigen Strahlen, die von Böntgbn im Jahre 189S ent- 
deckt wurden. Sie entstehen bei dem Auftreffen von Elektronen auf 
die Glaswand einer Kathodenröhre, in noch viel stärkerem Maße aber, 
wenn man die Kathodenstrahlen auf ein als Antikathode bezeichnetes, 
im Inneren der Bohre angebrachtes Blech aus Metall (meist aus Platin) 
auffallen läßt. Die charakteristische Eigentümlichkeit der Böntgen- 
strahlen^ ist ihr außerordentliches Durchdringungs vermögen; sie 
werden von Gegenständen kaum absorbiert, die für gewöhnliches licht 
vollkommen undurchlässig sind. Unter ihren sonstigen Eigenschaften 
fiel namentlich ihr starkes lonisierungsvermögen auf, sowie der Um- 
stand, daß sie, anders als die Kathoden- imd die Kanalstrahlen, weder 



" S. J. BABHxrr, Magnetisation by rotation (Physical Review 10, p. 7—21, 1917). 
^ Dieser Name hat die ursprüngliche, von dem Entdecker selbst geschaffene 
Bezeichnung ,,X-Strahlen'' — wenigstens in der deutschen Sprache — allmihlidi 
ganz verdrängt. 
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in einem magnetischen noch in einem elektrischen Felde eine Ablenkung 
erfahren. Als kennzeichnendes Merkmal zur Unterscheidung verschieden- 
artiger Böntgenstrahlen wurde bald ihr verschiedenes, als Härte be- 
zeichnetes Durchdringungsvermögen erkannt.^ 

Zur Kl&rung der Anschauungen über das Wesen der Böntgen- 
strahlen trug viel die merkwürdige Erscheinung der sekundären 
Böntgenstrahlung bei. Treffen nämlich Böntgenstrahlen auf irgend 
einen Körper, so geht von diesem wiederum eine Strahlung aus, die 
zum Teile aus Kathodenstrahldn, zum Teile aus diffuser Böntgen- 
strahlung besteht, deren Härte nur von der chemischen Natur des ge- 
troffenen Körpers abhängt und die ' man darum Eigenstrahlung 
nennt. B ab kl a, der sich um die Erforschung der sekundären Böntgen- 
strahlung besonders verdient gemacht hat, konnte bald auch bei den 
meisten chemischen Grundstoffen zwei verschiedenartige, homogene 
Eügenstrahlungen feststellen, deren härtere er als K- Strahlung, deren 
weichere er als L-Strahlung bezeichnete. 

Unter den bisher erwähnten Erscheinungen lassen bereits manche 
deutlidh eine Analogie zu optischen Erscheinungen erkennen. 
Den geradlinigen Durchgang durch ein magnetisches oder elektrisches 
Feld haben die Böntgenstrahlen nur mit dem Lichte gemeinsam. Die 
Tatsache, daß in der sekundären Böntgenstrahlung Kathodenstrahlen 
vorkommen, findet ihr Analogon in dem sogenannten lichtelektrischen 
Effekt, der darin besteht, daß von violettem, namentlich aber von ultra- 
violettem Licht getroffene Körper Elektronen aussenden. Schließlich 
ist die Erscheinung der sekundären Eigenstrahlung der Fluoreszenz 
vergleichbar. Ebenso wie ein von Licht getroffener Körjjer Fluoreszenz- 
licht von einer ganz bestimmten, durch die Natur des Körpers bedingten 
Farbe emittiert, jedoch nach der sogenannten Begel von Stokbs 
nur dann, wenn die Frequenz des einfallenden Lichtes höher ist als 
die des Fluoreszenzlichtes, so ist auch die nur von der Natur des ge- 
troffenen Körpers abhängige Eigenstrahlung stets weicher als die 
primäre Strahlung. 

Machten schon diese Analogien eine nahe Verwandtschaft der 
Böntgenstrahlen mit dem sichtbaren und namentlich loit dem ultra- 
violetten Lichte wahrscheinlich, so gewann diese Vermutimg eine wich- 
tige Stütze durch den von Barkla (1906) erbrachten Nachweis einer 
Polarisation der diffusen sekundären Böntgenstrahlung. Aus 
dem Versuche von Babkla (auf den hier nicht näher eingegangen zu 
werden braucht, da seine Bedeutung durch die gleich zu besprechende 
Entdeckung Laubs überholt ist), mußte bereits geschlossen werden, 
daß die Böntgenstrahlen transversale elektromagnetische Stö- 
rungen seien. 



* Je größer das Durohdringungavermögen, desto härter, je kleiner, desto 
weioher werden die Strahlen genannt. 
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Aber auch rein theoretische Überlegungen mußten eine solche Auf- 
fassung nahelegen. Die Bdntgenstrahlen entstehen ja, wenn die in den 
Kathodenstrahlen rasch bewegten Elektronen ihre Geschwindigkeit ver- 
lieren. Da nun ein Elektron, solange es sich bewegt von einem elektro- 
magnetischen Felde umgeben ist, von dem Augenblicke an, wo es ruht, 
aber nur von einem elektrostatischen Felde, so ergibt sich schon daraus, 
daß der Übergang zur Buhe, die sogenannte Bremsung, die Aus- 
breitung einer elektromagnetischen Störung, eines sogenannten 
elektromagnetischen Impulses, zur Folge haben muß. Auf diese Vor- 
stellung haben bereits 1896 Stokbs und Wibchbrt eine (hier nicht 
näher zu erörternde) Theorie der Entstehung der Böntgenstrahlen ge- 
gründet; sie sehen in der von der Antikathode ausgehenden Strahlung 
im wesentlichen eine Bremsstrahlung (oder, wie man auch sagt, 
eine Impulsstrahlung), über die sich allerdings noch, wie man sp&ter 
erkannte, eine von dem Antikatbodenmetall ausgehende Eigenstrahlung 
überlagert. 

Die Vermutung, daß die Böntgenstrahlen nur Licht von be« 
sonders hoher Frequenz sein dürften, fand derart sowohl in experi- 
mentellen als auch in theoretischen Forschungsergebnissen starke Stützen. 
Vielfache Versuche, diese Hypothese durch den Nachweis einer Beu- 
gung der Böntgenstrahlen unmittelbar zu bestätigen, blieben jedoch 
erfolglos, und damit scheiterten zunächst auch die Bemühungen mehrerer 
Forscher, die Wellenlänge der Böntgenstrahlen zu ermitteln. 

Zur genauen Bestimmung von Wellenlängen bedient man sich nun 
in der Optik bekanntlich der Beugungsgitter, die aus einer großen 
Zahl ungemein feiner Spalte bestehen, die man auf einem (am besten 
konkaven) Metallspiegel in gleichen, außerordentlich kleinen Abständen 
(bis, zu 10-* cm) mittels eines Diamanten einritzt.' Durch ein Beugungs-» 
gitter wird (wie hier als aus der Experimentalphysik bekannt voraus- 
gesetzt werden darf) nach jeder Bichtung nur Licht von einer oder 
allenfalls von mehreren, ganz bestimmten Wellenlängen abgebeugt. 
Diese müssen nämlich der Bedingung genügen, daß einem ihrer ganz^ 
zahligen Vielfachen der Gangunterschied der von zwei benachbarten 
Spalten kommenden Strahlen gleich ist; denn sonst verhindern die 
Interferenzwirkungen das Zustandekommen eines wahrnehmbaren Beu- 
gungsbildes. Nennen wir also (Fig. 46) den Winkel, den die Wellen- 
fläche mit dem Gitter bildet, q> und den Abstand zweier benaohbarter 
Bitze a, so muß die Gleichung erfüllt sein 

(1) a sin 9 = n A , 

wobei n eine ganze 2^hl sein muß. Ist a bekannt, so läßt sich aus dieser 
Gleichung der Wert von X berechnen. Je größer n ist (von je höherer 
„Ordnung" das Spektrum ist, in das das Licht durch das Gitter auf- 

• All BeugiiogsapAlt wirkt der Baum swisohen den Bitsen« 
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gelöst wird), desto ondeutlicber ist das Bild. Es darf daher, damit 
überhaupt Beugangserscheinnngen wahrgenommen werden können, a 
nicht zu groß gegenüber X sein.^ 

Versuche, mittels gewöhnlicher Gitter und überhaupt mittels der 
sonst in der Optik gebräuchlichen Methoden Beugungserscheinungen 




bei BöntgenBtrahlen nachzuweisen, mißlangen nun zwar durchweg; 
aber nach dem eben Gesagten brauchte dieses negative Ergebnis keines- 
wegs als Beweis gegen die Wellenhypothese der Böntgenstrahlen ge- 
deutet zu werden. Es konnte vielmehr seine Erklärung auch darin 
finden, daß die Wellenlänge der Böntgenstrahlen so klein sei, daß ihr 
gegenüber die Breite des Spaltes auch bei den allerfeinsten herstell- 
baren Gittern noch zu groß ist. Andererseits führte auch (worauf hier 
nicht näher eingegangen zu werden braucht) die Theorie von Stokbs 
und WiBOHBBT zu dem Schlüsse, daß die Breite der durch die Brem- 
sung Von £athodenstrahlen erzeugten ^pulse von der Größenordnung 
10-* em sein dürfte, also etwa tausendmal kleiner als die schmälsten 
Beugungsspalte, die man herstellen konnte. 

Die außerordentliche Kleinheit dieser Länge schien den Physikern 
fast jede Aussicht zu nehmen, je die Wellenlänge der Böntgenstrahlen 
genau zu bestimmeiji, als im Jahre 1912 Laub auf den genialen Ge- 
danken kam, statt der künstlichen Gitter zur Beugung der Böntgen- 
strahlen einfach Kristalle zu verwenden. Er stützte sich dabei auf 
eine schon um 1850 von dem Mineralogen Bbavais ausgebildete Theorie, 
derzufolge die regehnäßige Form der Kristalle ihre Ursache in einer 
regelmäßigen Anordnung der Atome im Kristall haben soll. 

* Aadereneits kommt natürlich auoh keine Gitterwirkung EUfitande» wemi a 
kleiner ali X ist, weil daim die Ol. 1 tmmOglioh für einen ganzzahligen Wert von n 
•iimit aein kann. 
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Wird nun ein einzelnes Atom* im Kristall von Böntgenstrahlen 
getroffen, so müssen offenbar die Elektronen im Atom zu Schwingungen 
veranlaßt werden und müssen infolgedessen, wenn die Schwingungen 
von hoher Frequenz sind, (sekundäre) Eöntgenstrahlen aussenden. Die 
von benachbarten Atomen kommenden Strahlen müßten einander dnrch 
Interferenz verstärken und schwächen und infolge der Regelmäßigkeit 
der Anordnung der Atome müßte somit ein Kristall wie ein Gitter wirken. 
Allerdings wäre ein Kristall nicht einfach einem eindimensionalen 
Strichgitter, sondern einem dreidimensionalen Baumgitter* vergleich- 
bar, für das die Theorie der Beugungserscheinungen wesentlich kom- 
plizierter ist als für ein einfaches Strichgitter. Der hauptsächlichste 
Unterschied zwischen beiden ist, daß ein Baumgitter kein vollständiges 
Spektrum entwirft, sondern nur Strahlen von ganz bestimmter Wellen- 
länge und diese wiederum nur in ganz bestimmten Bichtungen aus- 
treten läßt. Eine photographische Platte, die hinter einem von Bontgen- 
Btrahlen getroffenen Kristall aufgestellt wird, müßte danach (eine 
nähere Begründung muß als zu weitläufig unterbleiben) bei geeigneter 
Versuchsanordnung symmetrisch angeordnete schwarze Flecken zeigen, 
deren jeder ganz bestimmten Wellenlängen entsprechen müßte. Diese 
von Laub aus der Theorie vorausgesagte Erscheinung ist in der Tat 
noch im Jahre 1912 durch Fbiedrioh und Knipping experimentell 
nachgewiesen worden. Fig. 47 zeigt die Schwärzung einer photographischen 
Platte durch die von dem Kristall ausgehenden Strahlen. 

Eine verhältnismäßig einfachere Deutung erhielten die sogenannten 
LAUB-Photogramme durch die Theorie der Kristallreflexionen, 
die W. L. Bbaoq aufstellte. Nach dieser Theorie werden die Böntg^n- 
impülse, die auf einen Kristall auftreffen, von den hintereinander 
liegenden Atomschichten im Inneren des Kristalls regelmäßig wie 
von Spiegeln reflektiert. Betrachten wir nun zwei benachbarte parallele 
Atomschichten, deren senkrechter Abstand AB (Fig. 48) gleich d sei, 
so habe^ zwei Strahleil, die in den Punkten A und B zurückgeworfen 
werden, einen Grangunterschied von der Größe CB + BD, wenn C und D 
die Fußpunkte der Lote sind, die man von dem Punkte A auf die Bich- 
tungen des von der zweiten Atomschicht zurückgeworfenen Strahles 
fällt. Nennen wir also den (zu dem Einfallswinkel komplementären) 
Neigungswinkel, unter dem der Strahl einfällt, q>, so wird der Gang- 
unterschied gleich 2d sin q?. Die beiden Strahlen werden einander dann 



* Mit Bücksicht auf die später zu besprechenden Forschungsergebnisse Ton 
Bbago wird absichtlich schon im folgenden in etwas ungenauer Weise von Atomen 
statt von Molekülen gesprochen. 

* Durch senkrechte Kreuzung von zwei Scharen feiner, voneinander gleidi 
weit abstehender Linien entsteht ein sogenanntes Kreuzgitter. Stellt man viele 
Kreuzgitter hintereinander in gleichen Abst&nden auf, so erh&lt man ein Raumgitter. 
Die durch ein Kreuzgitter hervorgerufenen Beugungserscheinungen nimmt man z. B. 
wahr, wenn man durch einen diknnen Regenschirm gegen eine Straßenlaterne blickt. 
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verstärken, wenn dieser Gangunterschied ein ganzzaliliges Vielfaches 
der Wellenlänge ist, wenn also die Beziehung besteht 



/ 



• 



Rg. 47. 




(2) 2dsinq? = nX . 

Fallen also auf eine Atomschicht unter einem bestimmten Neigungs- 

HAAB» SliiffUiniiie tn dlt theor. PhyallL 22 
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Winkel inhomogene Böntgenstrahlen, so werden trotzdem von der Atom- 
ßchicht nur Impulse von ganz bestimmten Wellenlängen reflektiert, 
nämlich nur von solchen, die der Gl. 2 für ganzzahlige Werte von n 
genügen. Derart schafft der Kristall durch seine selektive Beflexion 
eine monochromatische Strahlung von bestimmten Wellenlängen« 
Es ist somit auch klar» daß im allgemeinen eine Beugung der Bdutgen?- 
strahlen durch den Kristall überhaupt nur dann erfolgen kamiy wenn 
die einfallende Strahlung möglichst inhomogen (oder, wie man auch 
sagt, weiß) ist, also Strahlen verschiedenster Härte in sich vereinigt. 

Da andererseits in jedem unendlichen Kristall unendlich viele 
Systeme von parallelen Atomschichten möglich sind, so kann 
auch die Größe d in Gl. 2 verschiedene Werte annehmen, die allerdingn 
alle untereinander in einfachen zahlenmäßigen Verhältnissen ^stehen 
müssen. Ebenso sind, wenn ein Böntgenstrahl in einen Kristall dringt, 
die Werte des Winkels q> für verschiedene Systeme von Atomsehiobten 
verschieden^, so daß also auch das eindringende Strahlenbündel nach 
mehr als einer Bichtung austreten wird. Derart erklärt es sich, daß 
jedem System von Atomschichten im LAUi-Photogramm ein schwarier 
Fleck entspricht.' 

Auf Grund der Theorie der Kristallreflexion ist es nun auch W. H. 
und W. L. Braoq (Vater und Sohn) gelungen, in zweifellos überzeu- 
gender Weise aus den Interferenzbildem Schlüsse auf die Struktur 
der Kristalle zu ziehen. Indem sie von der Tatsache ausgingen, daft 
Atome verschiedener Grundstoffe die Böntgenstrahlen verschieden beugen 
(und zwar um so stärker, je höher das Atomgewicht ist), V(*rglichen sie 
nämlich die relative Intensität der einzelnen Flecke in den Photo* 
grammen chemisch ähnlicher Kristalle. Durch scharfsinnige Über* 
legungen und Berechnungen, die sie auf diese Vergloichungen gründeten 
(auf die jedoch hier nicht näher eingegangen werden kann)^ konnten 
sie für viele Kristalle die geometrische Anordnung der Atome 
ermitteln. Fig. 49 gibt z. B. die von den Bbacm entdeckte Struktur 
des Steinsalzkristalls wieder. Wir sehen die (durch helle und dunkle 
Kreise unterschiedenen) Natrium- und Chloratome würfelförmig in 
gleichen Abständen angeordnet, so daß der Begriff des Moleküls hier 
jede Bedeutung verliert; man könnte höchstens den ganzen Kristall 



^ Diese Werte hängen wiederum mit der Giöfie des Winkels Bosammen, den 
der einfallende Böntgenstrahl etwa mit einer Oberfläche dei Kriitalb bildet. 

8 Eine nähere Ausführung, die immerhin auch nadi der Baioosohen Theorie 
noch reoht weitl&ufig wäre, muß hier leider unterbleiben. Wegen der Biimlhrften 
sei verwiesen aof ^OH Hupka: „Die Interferens der IlQntgenstrahlen*', Bn«ii* 
schweig 1914. 

* Eine ausführliche Wiedergabe dieser Sohlfisse ist hier schon dedialb nicht 
möglich, weil sie ein genaues Einsen auf kristallographische Einaelheiten eifoidani 
würde. Vgl. darüber neben der in Anm. 8 zitierten Sdirift die sueammenfa 
Darstellung von W. L. Beaoo im Jahrbuch für BadioaktivitAt, Bd. 11, 1914. 
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als ein einziges Biesenmolekül ansehen. Fig. 60 stellt die Struktur 
des Diamanten dar; je vier benachbarte Kohlenstoffatome lassen 
sich stets zu einem Tetraeder vereinigen, wodurch die« chemische Vier- 
wertigkeit des Kohlenstoffs deutlich zum Ausdruck kommt. 

Eine außerordentliche Erweiterung hat die Kenntnis der Fein- 
struktur der Materie durch eine Beihe bedeutungsvoller Untersuchungen 




Flg. 49. 



Ilg. 50. 



von DiBTi und Sghirbbr (seit 1916) erfahren. Diese beiden Forscher 
bedienten sich einer neuen Methode, indem sie nicht wie die Bbaog 
Kristallplatten vorwendeten, sondern die zu untersuchende Substanz 
fein pulverisierte ü. Da in dem Pulver winzige Kristalle un- 
geordnet in allen mögbchen Orientierungen wirr durcheinander liegen» 
so wird jeder einfallende Eöntgenstrahl bei irgend einem der kleinen 
Kristalle eine solche Lage einer Atomschicht vorfinden, daß für den 
betreffenden Wert von q) die Gl. 2 erfüllt sein kann. Die Pulver liefern 
daher bei Ai^wendung monochromatischer Böntgenstrahlung deutliche 
Interferenzbilder, die allerdings von anderer Art als die LAUSschen 
sind. Aus diesen Bildern zogen wiederum durch rechnerische Über- 
legungen Dbbyb und Sohbbrbb wichtige Schlüsse über die Struktur 
von Graphit, Kohle und anderen Substanzen. 

Sobald nun aber die für das molekulare Gefüge charakteristischen 
Konstanten ihrem Zahlenwerte nach bekannt sind, lassen sich auch 
ohne weiteres die Wellenlängen der Böntgenstrahlen be- 
rechnen. Die molekularen Konstanten hängen aber wiederum auf das 
engste mit der Masse des Wasserstoffatoms niE zusammen. Denn ist 
das Molekulargewicht des Kristalls M, so müssen in M Gramm des 
Kristalls ebensoviel Moleküle enthalten sein, als Wasserstoffatome in 
1 g Wasserstoff gas vorhanden sind; diese Zahl ist aber 1/mir. Wenn 
nun in 1 ccm des Kristalls B Gramm enthalten sind, wobei JD die Dichte 
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des Kristalls ist^ dann ist die Zahl der in 1 ccm enthaltenen Moleküle 
des Kristalls gleich 

Denken wir uns andererseits etwa in einem Steinsalzkristall (Eig. 49) 
Würfel konstruiert, deren Kantenlänge a gleich ist dem Abstände zweier 
benachbarter verschiedenartiger Atome, dann gehört jedes Atom acht 
solchen Würfeln an. Da aber auch wiederum jeder Würfel acht Ecken 
hat, so kommt somit auf jeden Würfel ein Atom oder ein halbes Molekül. 
Es muß daher die Zahl der Würfel doppelt so groß sein wie die der 
Moleküle. Die Zahl z" der in der Volumeinheit enthaltenen Würfel ist aber 

und folglich ist. Weil «^ gleich 2 g ist, nach 61. 8 und 4 

Setzt man für m^ den Wert 1,6 . 10"-«* g (nach GL 5 des § 67), für das 
Molekulargewicht des Steinsalzes die Zahl 68,6 und für seine Dichte 
die Zahl 2,16, so findet man für die Gitterkonstante des Steinsalz- 
kristalls eine Länge 
(6) o = 2,8 . 10-« cm . 

War aber einjnal diese Zahl gegeben, so war auch eine genaue Be* 
Stimmung der Wellenlängen von Böntgenstrahlen möglich. ^^ Die mittels 
des Steinsalzkristalls derart festgestellten Werte waren von der Größen- 
ordnung 10-*cm, und zwar um so kleiner, je härter die Strahlen 
waren. Es erschien damit in der Tat bewiesen, daß die Böntgenstrahlen 
von dem sichtbaren Licht nur quantitativ, nicht aber qualitativ ver- 
schieden sind.^^ Die kürzeste Wellenlänge, die man für Böntgenstrahlen 
fand", beträgt etwa 1,7. 10-* cm, die längste 4. 10-' cm. Die bisher 
bekannten Böntgenstrahlen umfassen danach etwa 8 Oktaven. Die 



^* Bevor noch von den Bbaqg die Struktur der Kristalle entdeckt Tvorden VfBT, 
konnte bereits Laub die WellenllUige von Röntgenstrahlen richtig der Größenordnung 
nach bestimmen, da die Gitterkonstante mit dem „Abstände zweier benachbuter 
Moleküle" jedenfalls in der Größenordnung übereinstimmen muß. Denkt man 
eich z. B. im Modelle des Steinsalzkristalls (Fig. 49) je ein Gl- und ein Na- Atom ver* 
einigt, so wftie der Abstand der dadurch entstandenen „Moleküle" gleich «yi. 

^ Daß Röntgenstrahlen, im Gegensatze zu gewöhnlichem Lichte, nicht ge- 
brochen werden, erklärt sich ebenfalls aus ihrer hohen Schwingungszahl auf Grcmd 
der Dispersionsformel der Elektronentheorie (Gl. 10 des § 72). Für R&it^^enBtnhlen 
wird in dieser Formel y* (neben welcher Größe die Quadrate der im Ultravioletten 
liegenden Eigenfrequenzen verschwinden) recht groß gegenüber dem Zfthler des 
Bruches, so daß der Brechungsindex n praktisch gleich Eins wird. 

^ Noch kürzere (nur halb so große) WellenlAngen haben die den BOntg^* 
strahlen verwandten y-Strahlen. 
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kürzeste Wellenlänge» die im Ultravioletten auf photographischem 
Wege festgestellt wurde, ist 6.10-*cm (Lyman 1916) !•, so daß also 
zwischen Böntgenstrahlen mid ultraviolettem Licht vorderhand noch 
eine Lücke von etwa 4 Oktaven liegt. Die längste im Ultraroten 
festgestellte Wellenlänge beträgt 0,8 mm (Eubbns 1911).^« Das Licht 
im engeren Sinne umfaßt demnach ungefähr 12 Oktaven, von denen 
etwa 8 auf das ultraviolette, nur eine einzige (4. 10-' bis 8. 10-* cm) 
auf das dem menschlichen Auge sichtbare Licht und ungefähr 8 Oktaven 
auf das Ultrarote entfallen. Von dem Ultraroten ist derzeit noch durch 
eine Lücke von etwa 8 Oktaven das Gebiet der elektrischen Wellen 
getrennt, bei denen man Wellenlängen von Tielen Kilometern hervor- 
rufen konnte, während andererseits LaMpa (1897) solche von nur 4 mm 
Wellenlänge erzeugte. 

Es ist bereits erwähnt worden, daß ein einzelner Kristall im all- 
gemeinen nur dann Beugungserscheinungen hervorrufen kann, wenn 
die einfallende Strahlung möglichst inhomogen ist. Andererseits ist 
aber, wie auch schon erwähnt, die sekundäre Eigenstrahlung ziem- 
lich homogen, indem sie nur Strahlen von ganz bestimmter Härte ent- 
hält. Da sich nun über die Bremsstrahlung, die von der Antikathode 
ausgeht, auch noch die Eigenstrahlung überlagert, die ihren Ursprung 
in dem Antikathodenmetall hat, so ist zu erwarten, daß es bestimmte 
ausgezeichnete Werte des Einfallswinkels geben muß, für die die aus 
dem Kristall austretende Böntgenstrahlung besonders intensiv wird. 

Dies ist in der Tat zuerst durch W. H. und W. L. Brago beobachtet 
worden. Die beiden Forscher drehten den Kristall, auf den sie Böntgen- , 
Strahlung auftreffen ließen, sehr langsam um eine zur Einfallsebene 
senkrechte Achse und fanden nun für bestimmte Werte des Winkels, 
den die auffallende Strahlung mit einer Oberfläche des Kristalls bildete/- 
deutlich ausgeprägte Maxima der Intensität der austretenden Strah- 
lung.^* Bei fortgesetzter Drehung (bis zu 90®) wiederholten sich, der 
fortschreitenden Ordnungszahl entsprechend, die Serien der Maxima 
in abnehmender Stärke. Für die Eigenstrahlungen, die von verschiedenen 
Metallen kamen, ergaben sich auch verschiedene Werte des Winkels 
und somit auch verschiedene Werte der zugehörigen Wellenlängen — 
in Übereinstimmung mit der bereits von Barela festgestellten Tat- 
sache, daß mit wachsendem Atomgewicht die Härte der von ihm ent- 
deckten K- und L- Strahlung zunimmt. 



^* Eine noch kürzere Wellenlänge von nur 4,2 . 10^* cm hat 0. W. Bichabdson 
durch Messung der Geschwindigkeit aufigelöeter Elektronen ermittelt (vgl. Philo- 
sophical Magazine M, 1917, S. 285). 

^ Vgl. f 72, Anm. 4. Das ultrarote Spektrum wurde 1800 von Fbiedrigh 
Wilhelm Hbrsohbl, das ultraviolette etwas später von Bittsb entdeckt. 

^ Der Nachweis erfolgte durch Entladung eines Elektroskopes infolge der 
Ionisierung der Luft. Später hat na Bboqlib eine viel bequemere photographisohe 
Methode geschaffen. 
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MosBLBY l^at sich zuerst die Aufgabe gestellt , für die verscbieden* 
sten chemischen Elemente die Wellenlängen der emittierten Bigen«* 
Strahlung zu, ermitteln und ist, indem er mittels sinnreicher Methoden 
diese Aufgabe für fast alle festen Grundstoffe durchführen konnte» der 
Begründer der Eöntgenspektroskopie geworden (1918). Die K- und 
die L- Strahlung löste Moselbt in Serien von scharfen^ linieup auf (die 
K-Strahlung im allgemeinen in 4, die L-Strahlung in etwa 14 Linien). 
Beide Serien sind voneinander durch einen großen Zwischenraum ge- 
trennt; für ein und dasselbe Element ist die Wellenlänge der Jj- Serie 
ungefähr siebenmal so grofi wie die der E- Serie. Bei den Grund- 
stoffen mit sehr hohem Atomgewicht hat Sisobahn eine dritte, be- 
sonders weiche, von ihm als M- Serie besseichnete Gruppe von Linien 
gefunden, deren Wellenlänge ungefähr viermal so groß wie die der 
L- Serie ist. Mosblbt ist es auch bereits gelungen, einen überraschend 
einfachen, zahlenmäßigen Zusammenhang SEWischen den Wellenlängen 
verschiedener Grundstoffe aufzufinden. Das MoBiLXTsche Gesetz (das 
im Zusammenhang mit der Spektraltheorie später ausführlich be- 
sprochen werden soll) ist für die Erkenntnis des Systems der chemischen 
Grundstoffe von der allergrößten Bedeutung geworden, wie sich denn 
überhaupt die Eöntgenspektroskopie vor der ungleich komplizierteren 
optischen Spektroskopie durch viel größere Einfachheit und tlbersicht* 
lichkeit auszeichnet.^* So hat Laubs Entdeckung der Interferenz der 
Böntgenstrahlen nicht nur die lange vergeblich gesuchte Klarheit über 
das Wesen dieser Strahlen gebracht, sondern auch in der Lehre von der 
Feinstruktur der Kristalle und in der Böntgenspektroskopie zweineue, 
in mächtiger Entwicklung begriffene Forschungszweige geschaffen, die 

^* Gleichwohl sind aatflrlich die EnbheinmigBgebiete, die die optische und 
die Böntgonspektroekopie zum Gegenstände haben, nur quantitativ, nicht aber quaii* 
tativ verschieden. Daß die Eöntgenspektroskopie wesentlich einfacher ist, hat nur 
darin seinen Grund, daß es (nach der Quantentheorie) für jeden Grundstoff eine 
obere Grenze in der Frequenz der von ihm ausgesandten Schwingungen gibt, und 
daß Spektrallinien um so kompliziertere Entstehi^ngsursachen haben, je kleiner ihre 
Frequenz gegenüber jener Grenzfrequenz ist. Die Grenzfrequenz selbst wftchbt nach 
einem später zu besprechenden Gesetz im quadratischen Verh&ltnis mit der die Stel- 
lung im periodischen System bestimmenden Ordnungszahl der Elemente. Daraus 
erklärt es sich, daß bei den leichten Grundstoffen (Wasserstoff, Helium) bereits im 
optischen Spektrum einfache Gesetzmäßigkeiten festgestellt werden konnten, wäh- 
rend sich bei den schweren Elementen diese erst im Gebiete der viel rascheren Schwin- 
gungen offenbaren, die wir als Röntgenstrahlen bezeichnen. Für Wasserstoff urd 
für Helium liegen die Linien der K-Serie im Ultravioletten, für die Grundstoffe 
mit Atomgewichten zwischen Lithium und Natrium offenbar in dem noch unerforschten 
Zwischenraum zwischen der langsamsten Bdntgenstrahlung und dem raschesten ultza- 
violetten Licht. Aus ähnlichem Grunde erklärt es sidi, daß die L-Serie nur bei Ele- 
menten mit höherem Atomgewicht als Zink, die M-Serie nur bei solchen mit höherem 
Atomgewicht als Gold festgestellt werden konnte. — Zusanmienfassende Darstellungen 
über Böntgenspektroskopie finden sich, von E. Waqhxb verfaßt, in der ^ysikalischen 
Zeitschrift Bd. 18, 1917 und, von M . Siigbahn bearbeitet, im Jahrbuch der Radio* 
aktivität und Elektronik, Bd. 18, 1916. 
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_Z. L 

bereits in kaner Zeit wichtigste Ao&chlüsse über grundlegende Fragen 
der Phjsik» der Chemie und der Mineralogie ergaben. 

§ 76. me BadioakttTit&t 

Pie Frage des Ursprangs der Böntgenstrahlen führte bereits wenige 
Monate nach Böntobns erster Beobachtung zu einer neuen wichtigen 
Entdeckung. HbnSi Bboqubbbl vermutete irrigerweise einen Zu- 
sammenhang zwischen dem Entstehen von Böntgenstrahlen und Fluo- 
ressenserscheinungen und experimentierte deshalb mit Uranverbin- 
dungen, die sich bekanntlich durch ein starkes Fluoreszenzvermögen 
ausseichnen. Zu seiner großen Überraschung fand er nun (1896), daß 
Uranverbindungen auch ohne Auftreten von Fluoreszenz, ja überhaupt 
ohne jede Einwirkung von außen, Strahlen, sogenannte Becquerel- 
strahlen, aussenden, die imstande sind» eine photographische Platte 
durch eine undurchsichtige Hülle hindurch zu schw&rzen und die Luft 
BU ionisieren« 

Bald darauf stellten Pibbbb und Mabya Gubib fest, daß diese 
Eigenschaft, die man als Badioaktivitftt bezeichnet und die eben 
durch das lonisierungsvermögen der ausgesandten Strahlen gemessen 
werden kann, in noch viel höherem Grade als den Uranverbindungen 
der Pechblende zukonunt, aus der das Uran gewonnen wird. Durch 
fortgesetzte Scheidungsverfahren konnten sie 1898 aus der Pechblende 
Verbindungen eines neuen Metalls, des BadiumsS gewinnen, die eine 
millionenmal stftrkeie Badioaktivität aufwiesen als das metallische 
Uran selbst. 

Die nfthere Untersuchung der Becquerelstrahlen durch Bvthbb- 
BOBD ergab, daß sie keineswegs homogen seien, sondern aus drei ver- 
schiedenen Strahlenarten bestee n müßten, die von gewöhnlicher 
Materie in durchaus verschiedenem Qrade absorbiert werden. Wäh- 
rend nämlich die Strahlen der ersten Art, die Buthbrford als Alpha - 
Strahlen bezeichnete, bereits durch ein Aluminiumblättchen von nur 
0,06 mm Dicke völlig zurückgehalten werden, gehen die Strahlen der 
zweiten Art, die Buthbrford Beta- Strahlen nannte, durch Alu- 
miniumplatten von einigen Millimeter Dicke gerade noch hindurch; 
eine dritte Art, die als Qamma- Strahlen bezeichnet wird, und die 
zunächst bei sehr aktiven Badiumpräparaten wahrgenommen wurde, 
übertrifft an Durchdringungsvermögen noch die härtesten Böntgen- 
strahlen und wird erst durch Aluminiumplatten von 60 cm Dicke völlig 
absorbiert.' 



^ Dafi das Radium ein ohemisches Element sei, bewies neben seinem hohen 
Atomgewicht vor allem sein charakteristisches Spektrum. Im Jahre 1910 ist es 
übrigens Mabta Cubis gelungen, metallisches Radium zu gewinnen. 

* Als ^-Strahlung wird eine sekundäre Strahlung negativer Elektronen be- 
leichnet, die durch das Auftreffen von a-Strahlen auf beliebige Körper ausgelöst 
wild; auch die ^Strahlen erseugen gewisse Sekund&ntrahlen, 
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Der wesentliche Unterschied zwischen diesen drei # Strahlenartex 
wurde durch eine wichtige Entdeckung aufgeklärt, « (1899/190Q 
GiBSEL und gleichzeitig Stephan Mbyeb und Sohwbidler glückte. 
Die genannten Forscher fanden nämlich, daß in einem Magnetfelde 
/?-Strahlen abgelenkt werden; später gelang es Euthbrford, such 
die a- Strahlen durch einen sehr starken Magneten abzulenken, während 
bei den y- Strahlen eine Ablenkung nicht beobachtbt wurde* Avä dem 
Sinne der Ablenkung mußte geschlossen, werden, daß die /?-9trahlen 
eine negativ, die a-Strahlen eine positiv elektrische Ladung mit 
sich führen, daß jene also den Kathoden-, diese den Kanalstrahleii 
wesensgleich sind. Die y- Strahlen stellen hingegen offenbar besonders 
harte Eöntgenstrahlen dar, nach der mueren Theorie (§ 75) also elektro- 
magnetische Impulse* von sehr kurzer Wellenlänge^ für die Werte 
bis zu 7 . lO-iö cm hinab gefunden wurden.' 

Nach denselben Methoden wie bei den Kathoden-^ und Kanal- 
strahlen (§ 69) ließen sich nun auch bei den a- und ^-Strahlen Oe« 
schwindigkeit und spezifische Ladung ermitteln. Für die ^-Strahlen 
ergab sich derselbe Wert der spezifischen Ladung wie bei den Kathoden- 
strahlen*; es erscheint daher der Schluß gerechtfertigt, däß^ die j8* Strahlen 
auß negativen Elektronen besteheni Die Geschwindigkeit der 
)8- Strahlen erwies sich indessen noch größeir als die der Kathoden- 
strahlen. Man hat Werte von ungefähr 90^/ q bis zu 99*>/o der Licht- 
geschwindigkeit gefunden. 

Die Alpha- Strahlen zeigen eine weit geringere Geschwindigkeffc 
als die /3- Strahlen; sie liegt zwischen 57o ^^^ T% der Lichtgeschwindig- 
keit, ist also gleichwohl größer als die der Kanalstrahlen. För die spezi- 
fische Ladung der a- Strahlen folgt aus den Experimenten ein Wert 

(1) -^ « 1,45 . 10^* abs* elektrostati Einheiten* 

Dieser Wert ist nur halbsogroß wie die spezifische Ladung des Wasser- 
stoff atoms (Gl. 4 des § 67). Ist also das einzelne a-Teilchen mit je z 
elektrischen Elementarquanten geladen, so müßte es eine Masse von 
iz Wasserstoff atommassen besitzen. 

Von großer Wichtigkeit ist es nun, daß es auf Gnmd einer merk- 
würdigen, als Szintillation bezeichneten Erscheinung möglich ist, 
die von einer radioaktiven Substanz in einer bestimmten Zßit aus- 
gesandten Alpha -Teilchen zu zählen und derart wiederum die 
Ladung des einzelnen Teilchens direkt zu bestimmen. Bringt man 
nämlich in die Nähe eines radioaktiven Präparates einen fluoreszierenden 

' Biese kleinste Wellenlänge Tmide bei den besonders harten SU'ahlen er- 
mittelt, die von Kadium B und Radium C herrühren. 

* Dieser Wert ergab sich für verhältnismäßig langsame |9- Strahlen. Bei rasdieren 
muß nach der Kelativitätstheorie (Kap. XYIII) die mit zunehmender Geschwindig- 
keit eintretende Vermehrung der Masee berüokaiehügt weiden. . - 
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Schirm (aus Zinkblende oder sehr dünn geschliffenem Diamanten), 
dann zeigt sich ein ständiges Aufblitzen diskreter Lichtpunkte; es ist 
sehr wahrscheinlich, daß jeder einzelne Lichtblitz durch das Auftreffen 
eines einzelnen a-Teilchens verursacht wird. Bringt man daher vor 
das radioaktive Präparat eine die a- Strahlung absorbierende Blende 
mit einer kleinen Öffnung, die also nur einen kleinen, jedoch genau be- 
rechenbaren Bruchteil der gesamten von dem Präparate ausgesandten 
a- Strahlung hindurchläßt, so kann man durch mikroskopische Beob- 
achtung die innerhalb einer bestimmten Zeit auftretenden Szintillationen 
"bequem zählen. Durch derartige Messungen, die zuerst von Eüthbr- 
PORD und Geiger (1908) sowie von Ebgenbr durchgeführt wurden, 
konnte festgestellt werden, wieviel a-Teilchen ein ijestimmtes Präparat 
-in einer Sekunde emittiert.' 

Andererseits kann man nun eine Metallplatte durch radioaktive 
Bestrahlung positiv laden, wenn man die gleichzeitig mit den a- Strahlen 
ausgesandten negativen ^-Strahlen durch magnetische Ablenkung aus- 
schaltet. Indem man die gesamte Ladung, die die Platte in einer be* 
stimmten Zeit empfängt, durch die bekannte Zahl der a-Teilchen divi- 
diert, die in derselben Zeit auf die Platte treffen, erhält man die Größe 
der elektrischen Ladung eines einzelnen a-Teilchens. Hierfür 
ergab sich der Wert von 9,8 . 10-^® elektrostatischen Einheiten, also 
ein genau doppelt so großer Wert, als er für das elektrische Elementar- 
quantum ermittelt worden ist (Gl. 6 des § 67). Aus Gl. 1 muß somit 
geschlossen werden, daß die mit je zwei elektrischen Elementar- 
quanten geladenen a-Teilchen dieselbe Masse haben wie die Atome 
des Crases Helium (dessen Atomgewicht eben vier beträgt). 

Bei dem Durchgange duri^h gewöhnliche Materie werden, wie schon 
erwähnt, die a-Strahlen viel stärker absorbiert als die /3-Strahlen. 
Dabei zeigt sich die überraschende Tatsache, daß die Wirkungen der 
a- Strahlen (Schwärzung einer photographischen Platte, Ionisierung^ der 
Luft) in einer bestimmten Entfernung von der Strahlungsquelle plötz- 
lich aufhören. Diese Entfernung, die außer von der Anfangs- 
geschwindigkeit der a-Strahlen auch von der Natur des absorbierenden 
Mittels abhängt, wird als Eeichweite bezeichnet.* Sie beträgt in ge- 

^ Die Zfthlimg der a-Teilchen läßt sich, wie Geiger fand, auch noch auf anderem 
Wege durchführen. Ein Elektrometer, das mit den beiden Platten eines Konden- 
sators verbunden ist, zeigt n&mlich in jedem Augenblicke, in dem durch den Ein- 
tritt eines a-Teilchens in den Kondensatorraum die Luft ionisiert und dadurch leitend 
gemacht wird, einen kurzen Ausschlag. Durch Beobachtung dieser plötzlichen Aus- 
Bchlftge lassen sich infolgedessen die iii den Kondensatorraum eintretenden a-Teilchen 
zahlen. Beide Methoden führten zu denselben Eigebnissen. 

* t)ie Reichweite ist natürlich um so größer, je größer die Anfangsgeschwindig- 
keit ist. Geiger hat auf experimentellem Wege gefunden, daß sie in einem be- 
stimmten Medium der dritten Potenz der Anfangsgeschwindigkeit proportional ist. 
Das plötzliche Aufhören der Wirkungen der a-Strahlen tritt stets ein, wenn ihre 
Geschwindigkeit auf den Betrag von 8,2 . 10* cm/sec (SVtVo ^^ Lichtgeschwindig- 
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wohnlicher Luft für die von Badimn ausgesandten Strahlen etwa 88 mau 
Auf Qmnd der Vorstellungen der Molekulartbeorie muß daraus ge* 
schlössen werden, daß eine a-Partikel durch ungef&hr 100000 Atome 
hindurchzugehen vermagy bis sie infolge ihrer st&ndigen Geschwindig- 
keitsverluste durch eine starke Bremsung dann plötzlich zur Buhe gelangt. 

Da jedes a-Teilchen infolge seiner elektrischen Jjadung einen Kon« 
densationskern für Wassertropfen darstellen kann (vgl §67), so 
konnte G, T. B. Wilson durch eine geeignete Versuchsanordnung es 
erreichen, daß die Bahnen der einzelnen a-Partikeln als feine Nebel* 
streifen erschienen.^ Deren photographische ^ Aufnahme liefert somit 
ein Bild der Bahnen der a-Teilchen selbst. Die Photographien 
zeigen nun im allgemeinen gerade Linien, von denen jedoch manche 
um ziemlich große Winkel geknickt erscheinen« Es ist daher sehr 
wahrscheinlich, daß diese großen Ablenkungen Yon einem einzigen 
Zusammenstoß herrühren. Da aber andererseits, wie schon erwfthnt» 
ein a-Teilchen durch viele Tausende von Atomen hindurchgeht, so mo^ 
angenommen werden, daß dieser Durchgang im allgemeinen ohne sine 
Änderung der Bichtung erfolgt und nur bisweilen eine, dann allerdings 
ziemlich starke Ablenkung zur Folge hat. 

Mit der Fortschleuderung der ungeheuer raschen opTeilohen (und 
ebenso auch mit der Emission der /^-Partikeln) ist ein betr&ehtlicher 
Aufwand an kinetischer Energie verbunden, so daß eine ziemliche 
Wärmemenge frei werden muß, wenn die Strahlen wiederum von einer 
die strahlende Substanz umgebenden Hülle absorbiert werden. In 
der Tat ist schon bald nach der Entdeckung des Badiums seine außer* 
ordentliche Wärmeentwicklung aufgefallen, die für 1 g Badium 182 Oramm* 
kalorien in der Stunde beträgt^; eine Menge Badium vermag demnach 
eine gleiche Masse Wasser in drei Viertelstunden vom Schmelzpunkte 
bis ztmi Siedepunkte zu erhitzen. 

Die Frage nach dem Ursprung dieser verh&ltnism&^g ungeheuren 
Energie mußte mit Becht das größte Interesse der Physiker beanspruchen. 
Merkwürdig war vor allem, daß die radioaktive Strahlung durch äußere 
Umstände, wie namentlich durch Temperaturänderungen in keiner 
Weise beeinflußt wird und auch von der Art der chemischen 
Verbindung unabhängig ist; femer, daß sie nur bei Elementen von 
sehr hohem Atomgewicht beobachtet wurde. Den eigentlichen Weg 
zur Lösung des Problems des Energieursprungs zeigte aber erst die 
bedeutungsvolle Entdeckung der Emanationen. 



keit) gesunken ist. Im Gegensätze hieran ist die Absorption von ^-Strahlen (und 
natttrlidi auch von y-Strahlen) durch ein EzponentiAlgesetz daigeetellt. 

' Die Hiotographie muß erfolgen, bevor sich die unter der Einwirkung der 
«-Strahlen gebildeten Ionen von der Stelle ihrer Bildung entfemt haben. 

• Was hier als Radium bezeichnet wird, ist in der Tat (vgl. die spateren Be» 
trachtungen dieses Abschnittes) der Gleiohgewichtskomplez von Ra, Ra-Kmanation, 
Ra A» Ra B und Ra C. 
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Schon bald nach der Entdeckung des Badiums hatte clas Ehepaar 
CuRiB beobachtet^ daß Körper^ die sich in demselben Baume mit einem 
radioaktiven Präparate befanden, selbst radioaktiv wurden. Diese Er- 
scheinung, die man als induzierte Badioaktivität bezeic^ete, 
wurde dann von Buthbbfobd genauer bei dem Thorium untersucht; 
er stellte nun im Jahre 1900 die überraschende Tatsache fest, daß die 
von dem' Thorium induzierte Aktivität durch das Vorhandensein eines 
von BuTHBBFORD als Thoriumemanation bezeichneten, selbst radio- 
aktiven Gases bedingt ist, das sich ständig aus dem Thorium ent- 
wickelt. Überdies fand aber Buthbbfobd, daß auch die Emanation, 
wenn man sie von dem Thorium trennt, verschwindet, und daß sich aus 
ihr ein radioaktiver Niederschlag bildet, der als ein infolge seiner 
äußerst feinen Verteilung unsichtbarer Belag die Oberflächen aller 
Körper übeizieht, die mit der Emanation in Berührung standen.* Ähn- 
liche Erscheinungen wie bei dem Thorium wurden bei dem Badium 
gefunden, dessen Emanation kurz nach der des Thoriums von Dobn 
entdeckt wurde. ^® Es wurde festgestellt, daß sich aus der Badium- 
emanation wiedenun andere radioaktive, meist feste Btoffe, bei gleich- 
zeitiger Aussendung von Strahlen, der Beihe nach bilden. Sie treten 
zwar in zu geringer Menge auf, um anders als durch ihr lonisierungs- 
vermögen gemessen werden zu können; aber immerhin ließ sich ihr 
Aggregatzustand erkennen, ihr Schmelz- oder Siedepunkt ermitteln, 
ihre Löslichkeit in verschiedenen Säuren beurteilen« 

Auf Grund all dieser Beobachtungen stellten im Jahre 1902 Buthbb- 
fobp und SoDDT einß Theorie der Badioaktivität auf, die sich 
zwar durch große Einfachheit auszeichnete, andererseits aber einen 
völligen Bruch mit bis dahin tief eingewurzelten und grundlegenden 
Vorstellungen der Physik und Chemie bedeutete. Die Zerfallstheorie 
dieser beiden Forscher beruht auf der Annahme einer Umwandlung 
der Atome der radioaktiven Substanzen. 

Die Atome denkt sich diese Theorie — in Übereinstimmung mit 
den Folgerungen, zu denen die Beobachtungen an den Kathodenstrahlen 
und der Zeemaneffekt führten — aus positiv und negativ elektrischen 
Partikeln zusanmiengesetzt, deren Zahl und geometrische Anordnung 
den Charakter des betreffenden chemischen Elementes bestimmen sollen. 
Trotz der Kleinheit dieser Ladungen müssen doch infolge der sehr ge- 
ringen Entfernungen Verhältnis läßig starke anziehende und abstoßende 
Kräfte zwischen ihnen wirken; dem Atom muß infolgedessen eine ver- 
hältnismäßig große innere Energie zukommen, die zum Teile poten- 

* Besonders stark werden negativ geladene Dr&hte von dem Niederschlag 
überzogen. Man muß daraus schließen, daß die Atome des Niederschlages selbst 
positiv elektrisch sind. 

^0 Für die Emanation des Radinms wnrde ein Atomgewicht von 222 und ein 
charakteristisches Spektrum festgestellt, wodurch die elementaxe Natur der Badium* 
emanation erwiesen scheint. 
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tieller, zum Teile, wenn sich die elektrischen Partikeln innerhalb des 
Atoms periodisch bewegen, kinetischer Art ist. 

Ist nun die Gleichgewichtslage, zu der sich die elektriflchen 
Partikeln des Atoms unter dem Einflüsse der anziehenden und ab- 
stoßenden Kräfte sowie der bei der Bewegung auftretenden Zentrifugal- 
kräfte anordnen, nicht völlig stabil, so kann es vorkommen» daß 
sich die elektrischen Teilchen zu einer neuen Gleichgewichtslage um- 
gruppieren. Dies würde aber die Bildung eines neuen chemischen 
Elementes bedeuten, das sich seinerseits nattbrlich wiederum in ein 
anderes Element verwandeln kann, und zwar um so rascher, je labiler 
seine Atome sind. 

Die Umgruppierung der elektrischen Partikeln im Atome kann 
entweder derart erfolgen, daß ihre 2!ahl ungeftndert bleibt, oder aber 
in der Weise, daß negative oder positive Partikeln oder beide weg- 
geschleudert werden, was infolge der gewaltigen kinetischen Energie, 
die sie besitzen, mit ungeheurer Geschwindigkeit geschehen müßte. Im 
ersten Falle wäre die radioaktive Umwandlung strahlenloSi im 
zweiten mit einer korpuskularen Strahlung verbunden (zu der eiob 
infolge der dadurch verursachten elektromagnetischen Impulse noeh 
eine }f- Strahlung hinzugesellt). Da nun jede a-Partikel, wie früher ge* 
zeigt wurde, die Masse von vier Wasserstoff atomen hat, so müßte das 
neue Element, das sich bei einer mit a«Strahlung verbundenen radio- 
aktiven Umwandlung bildet, ein um vier (oder 8 oder 12) Einheiten 
niedrigeres Atomgewicht besitzen als die sogenannte Muttersubstanz, 
und umgekehrt. In der Tat wurde das Atomgewicht der Badium- 
emanation (222) um 4 niedriger befunden als das des Badiums (226), 
und dieses wiederum um 12 geringer als das des Urans (288), aus dem 
es sich nach vorheriger Entstehung von Uran 11 und lonium unter 
a- Strahlung bildet. Auf Grund dieses durch die Theorie gegebenen und 
durch die Erfahrung bestätigten Zusammenhanges zwischen Atom- 
gewicht und a- Strahlung lassen sich Schlüsse auf noch unbekannte 
Zwischenstufen der radioaktiven Umwandlungen ziehen und derart 
klare Erkenntnisse über den Zusanmienhang der verschiedenen zu einer 
sogenannten radioaktiven Familie gehörigen Stoffe gewinnen. Daß 
die Teilchen der a- Strahlen tatsächlich, wie schon ihr Atomgewicht 
vermuten läßt, nach erfolgter Neutralisierung ihrer Ladung mit Atomen 
des schon früher bekannten Gases Helium vollkommen identisch sind, 
ist durch Buthbrfobd direkt auf spektroskopischem Wege gezeigt 
worden. Früher hatten bereits als erstes Beispiel der Bildung eines 
schon bekannten Elementes aus einem anderen B am bat und Soddt 
(1908) die Entstehung von Helium aus der Badiumemanation 
nachgewiesen.^^ 

^ Viel Aufsehen erregte seinerzeit eine Mitteilung Rajcsays, daß er die Bil« 
dnng von Lithium ans Kupfer gefunden habe; seine YerBuchseigefanisK wurden 
aber von keiner anderen Seite best&tigt. 
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Von der Stabilität der Anordnung der elektrischen Partikeln in 
einem Atom (sei es der Muttersubstanz oder eines Umwandlungsproduktes) 
h&ngt die Wahrscheinlichkeit dafür ab, daß innerhalb einer be- 
stimmten Zeit das betreffende Atom zuf&llig zerfalle. Je labiler 
die Anordnung ist, desto größer ist diese Wahrscheinlichkeit; und da 
im allgemeinen die Anordnung um so labiler sein dürfte, je größer die 
Zahl der Partikeln ist, die im Atome vereinigt sind, so ist es begreiflich, 
daß die Erscheinungen der Badioaktivität am ehesten bei den Elementen 
mit hohem Atomgewicht wahrgenommen werden. 

Enthält nun irgend ein Präparat N Atome eines bestimmten radio- 
aktiven Stoffes, so ist die Zahl dN der Atome dieses Stoffes, die in dem 
Zeitelemente dt zerfallen, offenbar der Zahl N proportional zu setzen; 
man kann also als Orundformel die Gleichung aufstellen 

(2) 4f--*^' 

wobei i eine nur von der Natur des betreffenden Stoffes abhängige 
Größe ist^^ die man als deren Zerfallskonstante bezeichnet.^* (Das 
negative Vorzeichen wird gewählt, weil sich die Zahl N vermindert.) 
Durch Integration der Gl. 2 folgt die Beziehung^* 

(8) V-iVi^e-^S 

wobei die Integrationskonstant^ ^o ^® ^^^ ^^ ^^ ^^^ 1^0 vor- 
handenen Atome bedeutet. Den reziproken Wert von X bezeichnet man 
als die mittlere Lebensdauer der Substanz. Die Zeit, innerhalb 
deren sich eine Zahl vorhandener Atome auf die Hälfte vermindert, 
nennt man die Halbierungszeit (oder Halbwertzeit) T. Infolge der 
aus Gl. 8 sich ergebenden Beziehung 

^* Da N . dt nur eine ganze Zahl sein kann, so erkennt man sohon daraus» daß 
sich die Gl. 2 nnr auf Durchsclinitts werte beziehen kann. Hieratia erklärt es 
sich auch, dafi auf einem Lenohtschirm, anf den infolge starker Abbiendung nur ein 
sehr kleiner Bruchteil der von einem aktiven Präparate ausgesandten a-Teilchen 
aoffiUIt, keineswegs in aufeinander folgenden Minuten stets die gleiche (kleine) Zahl 
von Szintillationen auftritt. Es zeigen sich vielmehr beträchtliche Schwankungen, 
deren Vorhandensein und Größe durdi theoretische, auf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gegriUidete Überlegungen zuerst Schwbidleb abgeleitet hat. In der 
Tat ist die Sc HW KiDLKBscfae Theorie der Schwankungen (deren allgemeine Bedeutung 
jedenfalls weit über das Gebiet der radioaktiven Strahlung hinausreicht) durch 
experimentelle Beobachtungen als richtig erwiesen worden. 

^ Zwischen Zerfallsla)nstante und Anfangsgeschwindigkeit der außgesandten 
a-Strahlen besteht ein deutlich erkennbarer Zusammenhang. Je größer die Zerfalls- 
koDstante ist, desto größer ist auch die Anfangsgeschwindigkeit. Bei sehr stabilen 
Elementen ist die Reichweite so minimal, daß sdion aus diesem Grunde bei ihnen 
Strahlungsencheinungen schwer wahrnehmbar sein können. 

^ Aus Gl. 2 folgt n&mlich 

N 
oder 

hiJV- "Xt-^ In (7, 
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hängt die Halbierungszeit mit der Zerfallskonstante durch die Formel 
zusammen 

(4) T^:^- 

Die Zerfallskonstante und daher auch die Halbierungszeit lassen 
sich für stark radioaktive Substanzen durch Beobachtung der Abnahme 
ihres Strahlungsvermögens ermitteln. Für Badium können die beiden 
Eonstanten auf Grund der Zählung der a- Teilchen berechnet werden. 
BüTHBRFORD hat festgestellt, daß 1 g Badium in der Sekunde 8,4 . W^, 
in einem Jahre also 1,07 . 10^ a-Teilchen aussendet. Ebenso groß ist 
die Zahl der in einem Jahre in 1 g Badium zerfallenden Badiumatome. 
Die Zahl der in 1 g Badium enthaltenen Atome ist aber bekannt; sie 
ist gleich dem reziproken Werte der Masse eines Wasserstoffatoms, 
dividiert durch das Atomgewicht des Badiums, also nach Gl. 6 des § 67 
gleich 6,2 . 10'V226 oder 2,7 . 10*^ Hieraus folgt für die mittlere Lebeni- 
dauer des Badiums 

(6) -i. - 2500 Jahre 

oder durch Multiplikation mit dem natürlichen Logarithmus von 2 

für die Halbierungszeit. 

(6) T= 1780 Jahre, 

Für Badiumemanation wurde die Halbierungszeit zu nur etwa 4 Tagen 
ermittelt; für Thoriumemanation btträgt sie gar nur etwa 1 Minute." 

Die Gl. 8 wollen wir nun auf dein bisonderen Fall eines Umwand- 
lungsproduktes anwenden, das sich aus einer Muttorsubstans 
von sehr viel längerer Lebensdauer bilde (wie z. B. Badium- 
emanation und^ Badium, deren Halbierimgszeiten sich nach dem eben 
Gesagten ungefähr wie 1 : 160000 verhalten). Wir nennen die Zerfalls- 
konstante der Muttersubstanz X, die des Umwandlungsproduktes X\ 
In einem bestimmten Augenblick seien von jener Substanz N, von 
dieser N' Atome vorhanden. Zu der (beliebig gewählten) Zeit < = 
seien die Werte von N und N' durch die Konstanten N^ und Nq gegeben. 

Betrachten wir nun ein beliebiges 2jeitelement dt^ so werden in 
ihm gleichzeitig Atome des Umwandlungsproduktes zerfallen und 
andererseits neue infolge des Zerfalles der Muttersubstanz entstehen. 
Die Zahl der zerfallenden Atome ist X' N' dt, die der neuentstehenden 
XNdt. Wenn nun, wie angenonmien wurde, die Muttersubstanz im 
Verhältnis zum Umwandlungsprodukt sehr langlebig ist, dann wird 



^ Unter den ümwandltmgsprodakten der Radimnemanation, die man der 
Reihe nach mit den Buchstaben A, B, C usw. beseichnet, sind yerhältnismäßig be- 
st&ndig Ra D mit einer Halbienmgszeit von 16 Jahren und das (mit dem von Fnn 
CiTRDB entdeckten Polonium identisdie) Ra F mit einer Halbierungazeit von 1S6 Tagen* 
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selbst nach einer Zeit, die wesentlich größer ist als die Halbierungszeit 
des Umwandlungsproduktes, dennoch der Quotient N/Nq von Eins 
nicht merklich verschieden sein.^' Wir können also, wenn wir den Zu- 
stand des Umwandlungsproduktes betrachten, die ver&nderliche Größe N 
stets durch die Konstante Nq ersetzen. Die Änderung, die in einem 
Zeitelement dt die Zahl der Atome des Umwandlungsproduktes erfährt, 
ist demnach durch die Beziehung gegeben 

(7) ^.-A'iV + iiy;. 

Um diese Gleichung zu integrieren, differentiieren wir zweckm&ßig 
nochmals nach der Zeit; bezeichnen wir zur Abkürzung vorübergehend 
den DÜferentialquotienten dN'/dt mit q>, so erhalten wir dann 

worauf ohne weiteres folgt (wenn wir wiederum statt 9 den Differential* 
quotienten dN'jdt schreiben) 

(8) ^«C.*-*'». 

Da danach für i » der Differentialquotient dN'ldi gleich der Kon- 
stante (7 sein muß, so können wir deren. Wert leicht mittels der Gl. 7 
bestimmen. Nach Gl. 7 muß nämlich 

sein. Die rechte Sedte dieser Gleichung sttllt also die Konstante C dar, 
so daß Gl. 8 in der Form zu schreiben ist 

(10) ^»(>i'iV; + AA,)e-*''. 

Hieraus folgt durch abermalige Int< gration 

(11) if' - jyr;^.ri 1. -ijv;^-*'' + c\ 

Die Integrationskonstante C ist dadurch bestimmt, daß für t = die 
Zahl N' gleich N^' werden muß. Setzen wir also in 61. 11 die Zeit f = 0, 
so finden wir 

woraus folgt 

(12) C'^±N,. 

Gl. 11 ist somit in der Form zu schreiben 

(18) jv'-jv;e-*'* + 4^o(i-^-''0. 



^ Für den Fall lUdinm^Radinnieinanation denke man etwa an eine Zeit von 
einem Jahre. 
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Setzen wir in dieser Gleichung für t einen Wert ein, der groß ist 
gegenüber der Halbierungszeit des Umwandlungsproduktes (gleichwohl 
aber noch klein gegenüber der Halbierungszeit der Muttersubstanz), 
so wird für diesen Wert von t der Ausdruck e"*'* einfach Null gesetzt 
werden dürfen. Gl. 18 nimmt dann die Gestalt an 

(14) JV'A'-iV;i. 

Ist diese Beziehung erfüllt, dann muß nach Gl. 7 

die Zahl der Atome des Umwandlungsproduktes also konstant sein, 
weil eben innerhalb einer beliebigen Zeit ebensoviel Atome des Um- 
wandlungsproduktes neu entstehen wie in derselben Zeit zerfallen. 
Das aus der Muttersubstanz und ihrem Umwandlungsprodukt bestehende 
System befindet sich dann, wie man sagt, im radioaktiven Gleich- 
gewicht. Selbst wenn zur Zeit t^O kein Gleichgewicht vorhanden 
war, so muß es jedenfalls nach einer Zeit bestehen, die groß ist gegen* 
über der Halbierungszeit des .Umwandlungsproduktes, falls während 
dieser Zeit kein äußerer Eingriff in das System (etwa durch EntfemuBg 
des gebildeten Umwandlungsproduktes) erfolgt. 

Bildet sich aus dem Umwandlungsprodukt wiederum eine neue 
aktive Substanz, deren Atomzahl und Zerfallskonstante mit N" und A" 
bezeichilet werden mögen, aus dieser abermals eine neue Substanz und 
so fort, so muß zwischen allen Umwandlungsprodukten und der Mutter- 
substanz im Falle des radioaktiven Gleichgewichtes die Beziehung be- 
stehen 
(16) NoX=-N'X' = N"X" = N"'r' usw. 

Diese Belation gestattet es, aus der bekannten Zerfallskonstante irgend 
eines Umwandlungsproduktes die Zcrfallskonstante der langlebigen 
Muttersubstanz zu bestimmen, falls diese nicht direkt ermittelt werden 
kann. Man hat z. B. gefunden, daß in allen Uranerzen auf 1 g Uraai 
ein Gehalt von etwa 4 . 10-' g Radium kommt. Für das Verhältnis 
N/N' und somit auch für das Verhältnis der (den Zerfallskonstanten 
umgekehrt proportionalen) Halbierungszeiten folgt daraus^' ein Wert 
von ungefähr 8 . 10^ Da die Halbierungszeit des Badiums aber, wie 
vorhin gezeigt wurde, 1700 Jahre ist, muß demnach die des Urans un- 
gefähr 5000 Millionen Jahre betragen." Von einei Billion Uranatomen 

^^ Wollte man ganz genau rechnen, was aber wegen der üngenonigkeit der 
Daten nicht viel Sinn hat, bo müßte man aooh die (allerdings nicht sehr große) Ver- 
schiedenheit der Atomgewichte von Uran und Radium berücksichtigen. 

^ Andererseits kann man auch wieder aus der Erfahnmgstatea^^e, daß mf 
1 g Radium stets ein Gehalt an Emanation von etwa 0,57 cmm kommt, die Hai- 
bierongsseit des Radiums berechnen, wenn man die Halbierungszeit der Radium- 
emanation durch Beobachtung der Abnahme des lonisierungsvermGgens der (yon 
der Muttersubstanz getrennten) Emanation zu 3,86 Tagen ermittelt hat. In Oberein- 
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würde danach (wie aus Gl. 4 geschlossen werden kann) durchschnitt- 
lich etwa erst jeden zweiten Tag je eines zerfallen. 

So ungeheuer groß ist die Stabilität der Uranatome, obwohl bei 
ihnen deutlich eine radioaktive Strahlung wahrgenommen wird. Noch 
viel geringer und somit ungeheuer klein muß daher die Wahrschein- 
lichkeit sein, daß selbst innerhalb eines sehr großen Zeitraumes ein Atom 
eines Elementes zerfalle, bei dem radioaktive Erscheinungen nicht be- 
obachtet werden. Gleichwohl müssen wir es als unwahrscheinlich an- 
sehen, daß unter den Elementen gerade die uns als radioaktiv bekannten 
eine Sonderstellung einnehmen und von allen anderen in ihrem Wesen 
verschieden sein sollten. Wir müssen somit wohl in dem allmählichen 
Zerfall eine universelle Eigenschaft aller Materie erblicken, die 
eben nur bei verschiedenen Grundstoffen in verschiedenem Grade auftritt. 
Die hierdurch nahegelegte Vorstellung eines allmählichen Aus- 
' Sterbens der chemischen Elemente stellt vielleicht die bedeutungsvollste 
Erweitenmg dar, die das physikalische Weltbild in der letzten Zeit 
erfahren hat. Parallel zur fortschreitenden Dissipation der Energie 
würde sich nach dieser Vorstellung eine fortschreitende Auflösung der 
Materie vollziehen, und ebenso wie die Dissipation der Energie den 
sogenannten Wärmetod des Universums zur Folge hätte, so müßte — 
nach den Gesets»n der Physik — die Auflösung der Materie zu einer 
Art chemischen Todes des Weltalls führen, in dem schließlich alle 
Materie nur mehr aus Helium oder Wasserstoff bestünde. 

§ 77. Die alektriiohe Theoria der Katerie. 

Die Erscheinungen der Badioaktivität führen, wie in dem letzten 
Abschnitte ausgeführt wurde, mit Notwendigkeit zu dem Schlüsse, daß 
die Atome aus positiv und negativ elektrischen Ladungen 
zusammengesetzt und mit großer innerer kinetischer Energie 
ausgestattet seien. Andererseits geht aus dem Zeemaneffekt hervor, 
daß es negative Elektronen sein müssen, deren Schwingungen die 
Spektrallinien erzeugen, also mit den Kathodenstrahlteilchen offenbar 
identische negative Ladungen von je einem elektrischen Elementar- 
quantum und einer trägen Masse, die ungefähr gleich ist dem ISOOsten 
Teile der Masse des Wasserstoffatoms. 

Die nächstliegende Grundannahme einer jeden Theorie des Atoms 
muß daher die Vorstellung bilden, daß im Innern des Atoms negative 
Elektronen in raschem Umlauf periodische Bewegungen um das 
Atomzentrum ausführen; dabei bleibt noch die Frage offen, ob an dieser 
Bewegung alle im Atome enthaltenen negativen Elektronen teilnehmen 
oder nur ein Teil von ihnen. Andererseits muß aber nun die gesamte 
positive Ladung des Atoms, wofern dieses nach außen hin neutral er- 

atimmung mit dem Ergebnis, zu dem die Szintillationametbode gefiüirt hat, findet 
man derwt für die Halbierongszeit def Badiums einen Weit von etwa 1760 Jahren. 
Hais. Einfflbning tn die theor. Phy^ 28 
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scheinen soll, ebenso groß sein wie die Summe aller im Atom enthaltenen 
negativen Ladungen. Der Atomtheorie entsteht somit ein grundlegendes 
Problem in der Frage, wie die positive Ladung im Atom vorteilt eu 
denken sei. Diese Frage wird in verschiedener Weise durch zwei Hypo- 
thesen beantwortet, die beide für die Entwicklung der Atomtheorie 
von großer Bedeutung geworden sind und deren eine von J. J. Thomson» 
deren andere von Btjthbrford stammt. 

J. J. Thomson denkt sich das Atom aus einer gleichm&ßig 
dichten kugelförmigen Volumladung von positiver. Elek- 
trizität bestehend, innerhalb deren die negativen Elektronen kreis- 
förmige Bahnen um den Kugelmittelpunkt beschreiben. Da nun eine 
kugelförmige Flächenladung in ihrem Lmem kein elektrisches Feld 
hervorruft (vgl. § 89), so wirkt auf ein innerhalb der Kugel befindliches 
negatives Elektron, wenn es von dem Zentrum die Entfernung r hat, 
nicht die gesamte positive Elektrizitätsmenge des Atoms Q, sondern 
nur ein Bruchteil von der Größe 

(1) «--«$, 

wenn a der Halbmesser der Kugel und somit auch des Atoms ist. Die 
ebenfalls kugelförmige Elektrizitätsmenge Q' wirkt aber auf das nega* 
tive Elektron so, als ob sie im Kugelzentrum vereinigt wäre. Auf das 
kreisende Elektron wirkt daher nach dem GoxTLOMBschen Qesetz eine 
zum Mittelpunkt gerichtete Kraft von der Größe 

(2) K^e<3'-'Qr 



r« «• 



Die auf das Efektron wirkende Kraft ist also dem Abstand vom Zentrum 
direkt proportional, sie ist quasielastisch, wodurch die angenommenen 
Eigenschwingungen der Elektronen und damit die Dispersion sowie 
die magnetooptischen Phänomene eine einfache Deutung finden würden. 
Besteht hierin ein unleugbarer großer Vorzug der TnoifSOKschen 
Hypothese, so erweist sich dennoch wieder auf der anderen Seite die 
Yorstellimg einer kontinuierlichen, gleichmäßigen Verbreitung der posi- 
tiven Elektrizität über das ganze Atom als ein Hemmnis für die Fort- 
entwicklung grundlegender Ideen, deren Schöpfer gerade J. J. Thomson 
war. Denn ihm verdanken wir ja (vgl. § 70) die bedeutimgsvolle theo- 
retische Entdeckung der elektromagnetischen Masse. Die An- 
nahme einer besonderen rein mechanischen Masse erweist sich damit 
als überflüssig, und so eröffnet gerade Thomsons Entdeckung die ver* 
lockende Möglichkeit, durch völlige Beseitigung dieses veralteten Be- 
griffes eine ungeahnte Vereinfachung unseres Naturbildes su erzielen. 
Dem steht aber nun hindernd die Vorstellung entgegen, daß die positive 
Elektrizität das ganze Volumen des Atoms erfülle. In der Tat können 
ja die negativen Elektronen, deren Masse so außerordentlich klein ist. 
gegenüber der des Wasserstoffatonis, nur einen verschwindend kleinen 
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Bruchteil der Gesamtmasse des Atoms bilden^; die elektromagnetische 
Masse der positiven Ladung kann aber (da die elektromagnetische Masse 
dem Badius umgekehrt proportional ist) keinesfalls größer, sie muß 
vielmehr noch wesentlich kleiner sein als die der negativen Elektronen, 
wofern sie das ganze Volumen des Atoms erftdlt. Der TnoMsoNschen 
Atomtheorie bleibt also nur die Annahme übrig, daß die positive Ladung 
eine besondere rein mechanische Masse, anderen als elektromagnetischen 
Urspnmgs, besitze. 

Hingegen läßt sich die ganze Masse den Atoms elektro- 
magnetisch erkl&ren, vform man annimmt, daß die positive Elek- 
trizität nur den Kern des Atoms darstelle und in einem winzigen 
Volumen konzentriert sei, dessen Halbmesser noch viel kleiner ist als 
der eines negativen Elektrons. Für ein solches muß (nach Gl. 7 des § 70), 
tun seine ganze Masse* von O.lO-^g elektromagnetisch erklären zu 
können, ein Halbmesser von der Größe 2 . lO"*^* cm angenommen werden', 
Während für den Halbmesser des Wasserstoffatoms aus der Gastheorie 
ein Wert von der Größenordnung 10*^ cm folgt. Einem positiven Elek- 
tron 'müßte ein noch ISOOmal kleinerer Halbmesser als einem nega- 
tiven Elektron, also ein Badius von nur etwa 1 . lO-^* cm zugeschrieben 
werden, damit die elektromagnetische Masse des positiven Elektrons 
der Masse eines Wasserstoffatoms gleichen würde 

Die Vorstellung, daß die positive Elektrizität nicht das ganze Atom 
erfülle, sondern dessen Kern darstelle, um den negative Elektronen 
wie Planeten um die Bonne kreisen, liegt in der Tat der Atomtheorie 
von BuTHBBFOBD zugrundo.^ Diese Theorie wurde hauptsächlich 
durch die Beobachtungen über den Durchgang von a- Strahlen durch 
Materie veranlaßt. Die durch Wilsons Photographien (vgl. § 76) fest- 
gestellte Tatsache, mß ein a-Teilchen viele Tausende von Atomen 
durchqueren kann, ohne eine merkliche Änderung seiner Bichtung zu 
erfahren, während bisweilen ein einziges Atom eine Ablenkung um sehr 
große Winkel hervorruft, ließ sich mit der THOMsoNschen Theorie nicht 
in Einklang bringen; wohl tkber lassen sich die beobachteten starken 
Ablenkungen einfach erklären, wenn man annimmt, daß die Ablenkung 



1 Denn andererseits muß atis Yersohiedeiien Tatsachen geschlossen werden, 
daß die Zahl der negativen Elektronen Yon der Größenordnung des Atomgewichts sei. 

« Vgl. Gl. 7 des § 69. « 

* Es bedeutet nur einen geringen, die Größenordnung nicht betreffenden unter- 
schied in der Größe des Halbmessers, ob man sich die Ladung des negativen Elek- 
tsGDB als Flächen- oder als Volumladnng denkt (vgl. § 70» Anm. 1). 

^ In der BuTHEBFOBDschen Hieorie ist allerdings der Halbmesser des Atoms 
nicht Ton Tomherein wie in der THOMBOHschen ISieorie bestimmt. Aber gerade 
dieser scheinbare Mangel erwies sich als größter VorBUg des RuTHaBVOBSschen Atom- 
modells, das dadurch snr Grundl age einer Quantentheorie der Spektralerscheinungen 
bdfthigt wird, von der im XVII. Kapitel dieses Buches die Rede sein soll. Port soll 
auch d^e Frage nach der Zahl der kreisenden negativen Elektronen sowie nach der 
Ladung und Zusammensetzung des Kernes besprochen wexdMi. 
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die Folge einer abstoBenden Kraft ist, die auf das positive a-Teilchen 
die positive Ladung des durchquerten Atoms ausübt, und daß diese in 
einem so kleinen Volumen konzentriert ist, daß sich das o-Teilehen 
ihrer Oberfläche bis auf eine Entfernung von nur 10~^ cm nähern kann.* 
Es hindert aber nichts, den positiven Elektronen, aus denen man 
sich den Kern gebildet denken kann, ein noch kleineres Volumen su- 
zuschreiben und derart tatsächlich die ganze Masse des Atoms auf rein 
elektromagnetische Ursachen zurückzuführen.* Die Elektrizität, die 
in der TnoifsoNschen Theorie, als ebenfalls mft träger Masse begabt, 
nur an die Seite der mecham'sch trägen Materie getreten ist, ersehet 
dadurch völlig an ihre Stelle gerückt; in der Elektrizität darf die 
moderne Physik den von den Forschem durch Jahrtausende gesuchten 
Urstoff erblicken, aus dem alle sinnlich wahrnehmbaren Dinge gebildet 
sind« ^ 

' Vgl. hierüber N. Bohb» On the quantum theory of Kadiation aad the ■tt«o- 
tttre of the Atom. Philosophioal Magaiine» Bd. 30^ 191(^, S. 31H. 

* Vgl. A. Haas, Der poaitiTe Kern der Atome. FhyBikalisoho Zeüaolmlt, 
Bd. 18, 1917, S. 400. 
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Anhang. 

Zusammenfassung des Inhalts des ersten Bandes« 

L Kapitet Sie Bawagimf dei freien materieUen Pnnktet. 

§ 1. Aus dem von Gaulbi begründeten Prinzip der völligen Um« 
kehrbarkeit des idealen, von Bewegungshindernissen freien mechanischen 
Vorganges ergibt sich das Behammgsprinzip (oder erstes NBWTONSches 
Bewegongsgesetz), demzufolge bei dem Fehlen äußerer Kräfte jedei 
Körper im Zustande der Buhe oder der geradlinigen, gleichförmigen 
Bewegung beharrt. Eine Kraft ist durch ihre Größe, ihre Richtung 
und ihren Bichtungssinn vollkommen bestimmt, weshalb sie durch eine 
gerichtete Strecke dargestellt werden kann. Dieses von Stbvin be- 
gründete Prinzip führt ohne weiteres zum Satz vom Kräfteparallelogramm. 

§ 12. Nach dem zweiten NBWTONSchen Bewegungsgesetz ist in 
jedem AugenbUck die Beschleunigung der einwirkenden Kraft propor- 
tional und gleichgerichtet. Der Proportionalitätsfaktor stellt eine für 
den bewegten Körper individuelle Konstante dar, die als seine Masse 
bezeichnet wird. 

§ S. Mittels der Infinitesimalrechnung läßt sich das Problem der 
ungleichförmigen geradlinigen Bewegung eines materiellen Punktes auf 
das der gleichförmigen Bewegung zurückführen. Die Momentangeschwin- 
digkeit ist gleich dem zeitlichen Differentialquotienten der Länge des 
zurückgelegten geraden Weges {v = d$/dt), die Momentanbeschleunigung 
gleich dem zeitlichen Differentialquotiehten der Momentangeschwindig- 
keit (6 = dv/dt). Durch die für jeden Augenblick gültige Gleichung 

ist das Grundgesetz der geradlinigen Bewegung dargestellt {K die an- 
greifende Kraft, m die Masse). 

§ 4 Das Grundprinzip der analjrtischen Geometrie gestattet es, 
in Verbindung mit den Sätzen vom Kräfte- und vom Bewegungsparallelo- 
gramm, jede krummlinige Bewogimg in drei zueinander senkrechte 
geradlinige aufzulösen und derart das Problem der krummlinigen Be- 
wegung auf das (in § 3 bereits gelöste) der geradlinigen Bewegung zurück- 
zuführen. Da für jede der drei Teilbewegungen das Grundgesetz des § 8 
gilt, ergeben sich somit die Bewegungsgleichungen des freien materiellen 
Punktes in der Form 
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858 Anhang, 

Y--t^* V--i^y r-fn^' 

-*--»»-3irf J^-^^jiTf ^■^■JiTf 

wobei Z, Y, Z die rechtwinkligen Komponenten der Kraft sind« 

§ 5. Anstatt die Bewegong nach einem feeten Koordinatensystem 
zu zerlegen, kann man auch die Zerlegung nach einem Koordinaten* 
Bystem vornehmen, dessen rechtwinklige Achsen in jedem Augenblicke 
mit den Bichtungen der Bahntangente, der Bahnnormalen und der 
Binormalen zusammenfallen* Bezeichnet man die Komponenten in 
diesen drei Bichtungen mit den Indizes t, n und b, so ergeben sich die 
sogenannten natürlichen Bewegungsgleichungen des freien matmeUeoi 
Punktes in der Form « « 

Al «" Ifl 6| "■ ffl -TT 9 JTn •» ffl in ■• ffl — 9 JC| ^ 

(q bedeutet dabei den Krümmungshalbmesser), 

§ 6. In ebenen Polarkoordinaten (r,^) lauten die Bewegong 
gleichungen des freien materiellen Punktes 



Ä.- 



§ 7. Wie KiPLBB entdeckte, beschreiben die Baneten mit kon- 
stanten Flftchengeschwindigkeiten Ellipsen, in deren einem Brennpunkte 
sich die Sonne befindet. Hieraus l&fit sich mittels der Bewegungs- 
gleichungen (in ebenen Polarkoordinaten) folgern, daB die Beschleanigang 
und somit auch die auf die Planeten wirkende Kraft stets nach der 
Sonne gerichtet sein muß. Zieht man auch das dritte KBPUiBSche 
Gesetz in Betracht, demzufolge sich die Quadrate der Umlaulszeiten 
verschiedener Planeten wie die dritten Potenzen der grofien Achsen 
ihrer Bahnen verhalten, so läßt sich weiter zeigen, daß die Beschleunigung 
eines Planeten von seinen individuellen Eigenschaften unabhängig und 
nur eine Funktion der Entfemxmg von der Sonne, und zwar dem Quadrate 
dieser Entfernung umgekehrt proportional ist. So läßt sich mittels der 
Bewegungsgleichungen aus den KBPLBRSchen Gesetzen auf rein deduk- 
tivem Wege das NBwroNsche Gravitationsgesetz ableiten, demzufolge 
zwei Massen (mj, m,) in der Entfernung f], einander mit einer Kraft 
anziehen 

TT mm ^ ^ 1"^^ 

wobei X eine muverselle Konstante, die sog. Gravitationskonstante be^ 
deutet. 

§ 8. Mittels der Bewegungsgleichungen läßt sich der von Nbwto» 
aufgeteilte Satz beweisen, daß die Bewegung eines Körpers, auf den 
eine stets nach demselben Punkte gerichtete Kraft wirkt, in einer und 
derselben Ebene beharrt und ihre Flächengeschwindigkeit nicht ändert. 
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Durch die drei Ausdrücke (^ y — Yz), (Xz — Zx), (Yx — Xy), in denen 
X, Y, Z die Komponenten einer Kraft und x, y, z die Koordiiaaten ihres 
Angrifibpunktes sind, sind die Komponenten einer gerichteten Größe 
bestimmt, die man ak das statische Moment der Kraft in bezng auf den 
Koordinatenursprung bezeichnet. 

§ 9. Das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit wird als Be- 
ipregungsgröfie oder Impuls {G)y das halbe Produkt aus Masse und Ge- 
sohwindigkeitsquadrat als lebendige Kraft oder kinetische Energie (L) 
definiert. Das Produkt K.di heißt der Antrieb, die Summe der drei 
Produkte {X.dx+Y .dy +Z .dz) die Arbeit, die von der Kraft mit 
den Komponenten Z, Y, Z auf dem Wegelement mit den Komponenten 
dXf dy, dz verrichtet wird* Aus den Bewegungsgleichungen folgt 

dO^K.dt; dL^X.dx + Y.dy+Z.dz. 

Ißt die Summe {X . dx + Y . dy + Z . dz) ein vollständiges Differential 
einer Funktion der Koordinaten, so bezeichnet man die dieser Funktion 
entgegengesetzte Größe als Potential. Die Arbeit, die auf einem beliebigen 
Wege zwischen zwei Stellen verrichtet wird, ist dann von der Form 
und Lftnge des Weges unabh&ngig und gleich dem Unterschiede der 
Werte, die das Potential an den beiden Stellen hat. Die Kraftkompdhenten 
sind den mit entgegengesetztem Vorzeichen genommenen partiellen Ab- 
leitungen des Potentials nach den Koordinaten gleich. Falls ein Potential 
vorhanden ist, ist die Summe aus diesem und der lebendigen Kraft eine 
von der Zeit unabhängige Konstante, die man als die mechanische 
Ißnergie des bewegten Massenpunktes bezeichnet. 

§ 10. Eine Größe, die durch eine gerichtete Strecke von bestimmter 
Länge, bestimmter Bichtung und bestimmtem Bichtungssinn vollkommen 
dargestellt ist, bezeichnet man — im Gegensatze zu den sog. Skalaren — 
als eine Vektorgröße oder einen Vektor. Den Zahlenwert eines Tektors 
nennt man seinen Betrag. Die Übereinstimmung zweier Vektoren nach 
Größe und Bichtung findet ihren symbolischen Ausdruck in einer Vektor- 
gleichung. N 

§ 11. Vektoroperationen können beliebig definiert werden; aber 
man wählt die Definitionen zweckmäßig so, daß die Vektoroperationen, 
die mit bestimmten Namen belegt werden, in besonderen Fällen in die 
mit gleichen Namen benannten arithmetischen Operationen übergehen. 
Die Definition der vektoriellen Addition und Subtraktion ergibt sich 
aus der Konstruktion des Parallelogramms. Die Multiplikation eines 
Vektors mit einem Skalar läßt sich auf die vektorielle Addition zurück- 
führen. Jeden Vektor kann man auffassen als Produkt aus einem in 
seine Bichtung fallenden Einheitsvektor und einem Skalar, der dem 
Betrage des Vektors gleich ist. Die drei, in die Bichtungen der Achsen 
eines Koordinatensystems fallenden Einheitsvektoren bezeichnet man 
als die Grundvektoren des betreffenden Koordinatensystems (i, j, !)• Das 
innere oder skalare Produkt 31 f& oder (^93) ist ein Skalar von dem 
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Betrage ii . ß. cos (3l,SB). Das äußere oder Vektorprodukt [|IS] ist 
ein Vektor, der auf der Ebene des von den Vektoren 81 und S gebildeten 
Parallelogramms senkrecht steht, der so viel Laugeneinheiten enthalt, 
als das Parallelogramm Flächeneinheiten hat, und d^ einen solchen 
Richtungssiim besitzt, daß, von seiner Spitze aus gesehen, die Drehung 
dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die den Vektor 9t in die Rich- 
tung des Vektors SB überführt. Für die äußere Multiplikation gilt das 
kommutative Gesetz nicht; es ist vielmehr [91SB] = — [SSt]. Ißt im 
besonderen 91SB = 0, so folgt daraus, daß die Vektoren 2t und 93 auf- 
einander senkrecht stehen, ist [2t93] = 0, daß 2t und S gleichgerichtet 
sind. Für die kombinierten Multiplikationen gelten die Regeln 

2l[95C;] = 93[(i;9l]=C;[9l95] ; 
[21 [95C]] = 95 («(£:)- (£(«93) . 

§ 12. In vektorieller Schreibweise läßt sich das zweite NBwroKSche 
Bewegungsgeseta in der Form darstellen 

Ä « w -j^ oder Ä ■■ -jj 

(A die Kraft, o die Geschwindigkeit, (g die Bewegungsgröße). Das 
Gravitationsprinzip läßt sich in der Form schreiben 

Die Arbeit ist das innere Produkt aus Kraft und Wegelement, das 
statische Moment das äußere Produkt aus dem von dem Bezugspunkt 
zum Angriffspunkt gezogenen Radiusvektor und der Kraft. Aus dem 
zweiten NBWTONSchen Böwegungsgesetz folgt 

[tÄ]--^[t(5]. 

Das auf der rechten Seite dieser (den Flächensatz ausdrückenden) 
Gleichung stehende Vektorprodukt wird als der Drehimpuls bezeichnet. 
Ist S eine beliebige skalare Funktion der Koordinaten, so sind durch 
die partiellen Differentialquotienten dS/dx, dS/dy, dS/dz die Kom- 
ponenten eines vom Koordinatensystem unabhängigen Vektors bestimmt, 
der der Gradient von S heißt. Die Kraft ist daher entgegengesetzt 
gleich dem Gradienten des Potentials. An jeder Stelle des Feldes hat 
der Gradient Größe und, Richtung dos größten (auf die Längeneinheit 
bezogenen) Anstieges von S. Um jede Stelle des Feldes kann man stets 
einen hinreichend kleinen Bereich abgrenzen, innerhalb d^sen der Gra- 
dient von S als nach Größe und Richtung konstanter Vektor angesehen 
werden kann. Ist Uia di© Verbindungsstrecke zweier Punkte eines und 
desselben Bereiches und sind S^ und S, die Werte von iS in den beiden 
Punkten, so gilt die Beziehung 

Sz — Si = ai2 . gi*ad S . . 
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U KapitaL Dia Bewtgung Yon Syitaxnan freier Kaiiei^iiiikte. 

§ 18. In einem System von beliebig vielen freien Mftssenpunkten 
lautet di& Bewegungsgleidiung des einzelnen Massenpm]j£tes (mit der 
Nummer )i) 

wobei jlj^ die Besultierende aus allen an dem Massenpunkte angreifenden 
äußeren Kräften bedeutet^ S{%u ^^^^ die innere Kraft, die auf den Äten 
Massenpunkt der hte ausübt. Die Integration der derart aufstellbaren 
8 n Bewegungsgleichungen, die in bezug auf die Koordinaten Differential- 
gleichungen der zweiten Ordnung sind, führt mittels allgemeiner Inte- 
grationsmethoden zu sieben ersten Integralen, die in den sog. drei 
Integralsätzen der Mechanik ihren Ausdruck finden. Der erste Integral- 
satz bezieht sich auf den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt, der 
hinsichtlich seiner Koordinaten durch die Gleichungen definiert ist 

Aus dem dritten NBWTOiischen Bewegungsgesetz (dem Prinzip der 
Gleichheit von Aktion xmd Beaktion) folgt mittels der Bewegungs- 
gleichungen, daß der Massenmittelpunkt eines Systems, auf das nur 
innere Kräfte wirken, ruhen oder in geradliniger gleichförmiger Be- 
wegung fortschreiten muß; daß hingegen, wenn auf das System äußere 
Kräfte wirken, sich das System so verhält, als ob seine ganze Masse in 
dem Massenmittelpunkt vereinigt wäre und an ihr alle die äußeren 
Kräfte angreifen würden. 

§ 14. Ebenso wie der Satz vom Massenmittelpunkt liefert drei 
erst^ Integrale auch der Satz von der Erhaltung des gesamten Dreh- 
impulses. Der diesen darstellende Vektor bleibt nach Größe und Eich- 
tung für Systeme konstant, in denen nur solche innere Kräfte wirken, 
die in die Eichtungen der Verbindungslinien der Massenpunkte fallen. 
Wenn der Schwerpunkt des Systems als ruhend angesehen werden kann, 
so ist der Vektor des gesamten Drehimpulses nicht nur von der Zeit, 
sondern auch von der Lage des Bezugspunktes unabhängig. Eine senk- 
recht zu diesem Vektor durch den Schwerpimkt des Systems gelegte 
Ebene wird als die invariable Ebene des Systems bezeichnet. 

§ 15. Ein siebentes Integral liefert der Satz von der Erhaltung 
der mechanischen Energie, jedoch nur unter der Voraussetzung, daß 
sowohl die äußeren als auch die inneren Kräfte ein Potential besitzen. 
Letzteres ist der Fall, wenn die inneren Kräfte in die Eichtungen der 
Verbindungslinien der Massenpunkte fallen und nur Funktionen der 
wechselseitigen Entfernung, wenn sie sog. Zentralkräfte sind. Ist dies 
der Fall, hängt also der Wert des inneren Potentials und infolgedessen 
beim Fehlen äußerer Kräfte auch der Wert der lebendigen Kraft nur 
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von der gegenseitigen Lage der einzelnen Massenponkte ab, so bezeichnet 
man das System als konservativ. 

m Kapitel. Die allgemeinen Prinape der Dynamik, 

§ 16. Ein Massenpunkt, dessen Bewegungsfreiheit beUebigen Ein- 
schränkungen unterliegt, befindet sieh im Gleichgewicht, d. h. er be- 
harrt trotz der Einwirkung einer Kraft im Zustand der Buhe, wenn die 
bei einer beliebigen virtuellen Verrückung verrichtete Arbeit verschwindet, 
wenn also 

X.dx + Y ,dy+Z.6z =0 

ist. Die Verallgemeinerung dieses Prinzips auf ein System von beliebig 
vielen Massenpunkten ergibt als Grundformel der Statik die das sog* 
Prinzip der virtuellen Verrtickungen ausdrückende Beziehung 

V(Z, Jx» + T^Sy^ + Z^Sz^i - 0. 

§ 17. Das Problem der unfreien Bewegung läßt sich dyrch das 
Prinzip von d'Albicbbbt auf die Frage des Gleichgewichtes zurück- 
führen» Falls sich nämlich ein in seiner Bewegungsfreiheit beschränkter 
Massenpunkt unter dem Einflüsse einer Kraft jl mit einer augenblick- 
lichen tatsächlichen Beschleunigung b bewegt, so läßt sich eine Zusatz- 
kraft $ angeben, die derart beschaffen ist, daß die Vektorsumme aus 
ihr und der tatsächlich angreifenden Kraft jl gleich ist dem Produkte 
aus der Masse und der tatsächlichen Beschleunigung. Nach dem Prin- 
zipe von d'Alembbbt müssen sich die Zusatzkräfte, die man sich an 
den einzelnen Massenpunkten eines Systems derart hinzugefügt zu denken 
hat, (oder die als ihnen entgegengesetzt gleich definierten verlorenen 
Kräfte) im Gleichgewicht befinden; es muß auf sie somit die allgemeine 
Gleichgewichtsformel (des § 16) anwendbar sein. Die Verknüpfung des 
n'ALBMBBRTSchen Prinzips mit dem Prinzip der virtuellen Verrückungen 
liefert derart die allgemeine Bewegungsformel von Lagranob in der 
Gestalt 

§ 18. Aus der allgemeinen Bewegungsformel lassen sich mittels 
der von Lagranob ersonnenen Methode der unbestimmten Multiplika- 
toren die partikularen Bewegungsgleichungen gewinnen, die die Be- 
wegungen der einzelnen Massenpunkte beschreiben. Ist die Bewegungs- 
freiheit eines Systems von n Massenpunkten durch fn Bedingungs- 
gleichungen zwischen den 3n Koordinaten des Systems eingeschränkt, 
so bezeichnet man die Zahl (3n— m) als die Zahl der Freiheitsgrade 
de$ Systems. 
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§ 19. Aus der allgemeinen Bewegimgsformel ergibt sich das Hamil* 
TONSohe Prinzip» wenn man die tatsächliche Bewegung eines Systems 
mit einer von ihr nur unendlich wenig abweichenden (in Gedanken an- 
genommenen) Bewegung vergleicht, die ebenfalls die dem System vor- 
geschriebenen Bedingungen erfüllt, weim man jedoch bei der Variation der 
Bewegung die Zeit nicht variiert. Indem man die Werte der lebendigen 
Kraft und des Potentials für die wirkliche mid die variierte Bewegung 
miteinander vergleicht, ergibt sich die das HAJciLTONsche Prinzip aus-r 
drückende Beziehung 



p 



Wesentlich ist jedoch die Voraussetzung, daß für die Zeitpunkte, die 
als Int^;rationsgrenzen gewählt werden, die Lage des Systems unvariiert 
bleibt. 

§ 20. Aus dem HiiaLTOKSchen Prinzip lassen sich leicht die von 
Laobaitob aufgestellten Bewegungsgleichungen in generalisierten Eo» 
ordinaten ableiten, die ganz beUebige Funktionen der 8n recht winkhgen 
Koordinaten sein können. Wählt man im besonderen die Zahl der 
generalisierten Koordinaten (p|) gleich der Zahl der Freiheitsgrade des 
Systems {$\ so daß also die « generalisierten Koordinaten als voneinander 
völlig unabhängig angesehen werden können, so lauten die sog. generali« 
flierten Bewegungsgleichungen 

d (dL\ dL d¥ f. .,. . 

IV. KapitaL Dia Balativbawegung» 

§ 21. Ist ein Koordinatensystem mit den Grundvektoren i, j> l 
selbst bewegt, so läßt sich durch vektoralgebraische Betrachtungen 
zeigen, daß die drei Vektoren di/dt, d\ldi, dljät, falls man sie von 
einem nnd demselben Punkte aus zieht, in einer und derselben Ebene 
li^en. Es ist dann für jeden Augenblick ein Vektor m dadurch bestimmt, 
daß er auf di^eser Ebene senkrecht, steht, einen solchen Bichtungssinn 
hat, daß, von seiner Spitze aus gesehen, die Drehung des Koordinaten- 
gystefflö dem Uhrzeiger entg^engesetzt erscheint, und einen Betrag, 
der gleich ist der Winkelgeschwindigkeit, mit der sich ein Lot dreht, 
das man von einem mit dem Koordinatensystem fest verbundenen Punkt 
auf die Richtung von m fällt. Der Vektor m wird daher als der Vektor 
der Winkelgeschwindigkeit des bewegten Koordinatensystems bezeichnet. 
Die absolute Geschwindigkeit eines mit dem Koordinatensystem fest 
verbundenen Punktes wird als dessen Führungsgeschwindigkeit be- 
zeichnet; sie ist 

wobei 0^ die Translationsgeschwindigkeit des bewegten Systems bedeutet 
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und r den Badiusvektory der von seinem Uisprung zu dem fest ver- 
bundenen Pxmkt gezogen wird. Die Absolutgesohwindigkeit eines beliebig 
bewegten Madsenpunktes ist gleich der geometrischen Summe aus seiner 
Belativgeschwindigkeit (uj und der Führungsgesohwindigkeit des geo* 
metrischen Punktes» mit dem sein augenblicklicher AutenthaltiBort lo- 
sammenfällt. 

§ 22. Die absolute Beschleunigung ist nicht einfach gleich Aes 
vektoriellen Summe aus der Führungsbeschleunigung und der Belativ- 
beschleunigung; es tritt vielmehr noch ein Glied hinzu« das als die 
CoBiOLis-Beschleunigung bezeichnet wird, und das gleich ist 2[iDt)J. 
Bezieht man also die Bewegung eines Massenpunktes auf ein seihst 
bewegtes System, so muß man aufier den tatsächlich angreifenden 
Kräften noch zwei fingierte Zusatzkräfte annehmen: eine Führangs- 
und eine CoRious-Eraft. 

§ 28. Für ein gleichförmig fortschreitendes,^nicht rotierendes Ko» 
ordinatensystem ist die Belativbeschleunigung gleich d^ absohittfL 
Aus dem zweiten NEwroNschen Bewegungsgesetz ergibt sieh dahet 
das mechanische Belativitätsprinzip, dem^olge die Bew^^ungsgleichungen 
für zwei gegeneinander gleichförmig bewegte Systeme dieselbe Form 
haben. Andererseits können die Bewegungsgleichimgen in ihrer ein- 
fachen Form (A = mB) nur für eine ausgezeichnete Klasse, von gegen- 
einander gleichförmig bew^en Systemen gelten, die man als die mecha* 
nischen Fundamentalsysteme bezeichnet. 

y. KapiteL Die Bewegung itarrer Körper. 

§ 24. Ein System diskreter Massenpunkte mit unveränderlichen 
wechselseitigen Entfemimgen stellt einen starren Körper dar. Da den 
starren Verbindungen, wie sich zeigen läßt, fingierte innere ZBntial- 
kräfte äquivalent sind, ist auf einen starren Körper sowohl der Satz 
vom Massenmittelpunkt als auch der von der Erhaltung des gesamten 
Drehimpulses anwendbar. Ist die gesamte Bewegungsgröße des starren 
Körpers (5 und sein Drehimpuls, auf einen beUebigen Bezugspunkt be- 
zogen, U, so müssen somit die Gleichungen erfüllt sein 

wenn r der Badiusvektor ist, der von dem Bezugspunkt zu einem be- 
liebigen Massenpimkt des starren Körpers gezogen wird. 

§ 25. Für einen bestimmten Augenblick hat der Vektor der Winkel- 
geschwindigkeit, wie sich leicht zeigen läßt, für alle überhaupt möglichen, 
mit dem starren Körper fest verbundenen Koordinatensysteme einen 
und denselben Wert. Man kann sich daher die momentane Bewegung 
eines starren Körpers stets zusammengesetzt denken aus einer I^raDS« 
lation, die mit der tatsächUchen Geschwindigkeit imd mit der Bichtnng 
eines mit dem Körper fest verbundenen Punktee erfolgt, und aps einer 
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momentanen Botation um eine dmrch diesen Punkt hindurchgebende, 
mit dem Körper fest verbundene Achse. Bei geeigneter Wahl des Be- 
zugspunktes läßt sich derart eine beliebige, unendlich kleine Lagen- 
änderung eines starren Körpers als elementare Schraubung ansehen. 
Die Bewegungsgleichungen des starren Körpers nehmen eine besonders 
einfache Form an, wenn man den willkürlich wählbaren Bezugspunkt 
mit dem Schwerpunkt zusammenfallen läßt. Dann wird nämlich der 
-Drehimpuls einfach 

woraus mittels der zweiten Bewegungsgleichung des starren Körpers 
TD berechnet werden kann. 

§ 26. Sämtlidie an einem starren Körper angreifenden Kräfte 
lassen sich stets zusammensetzen zu einer resultierenden Einzelkraft 
und einem resultierenden Kräftepaar. Eine Gerade läßt sich stets derart 
bestimmen, daß, wenn einer ihrer Punkte als Bezugspunkt gewählt 
wird, das resultierende Moment und die resultierende Einzelkraft die- 
selbe Sichtung haben. 

§ 27. Formt man die Gleichung für den Drebimpuls (§ 25) mittels 
einer tel^oralgebraischen Formel um, so gewinnt man die Beziehung 

wobei p das von einem Massenpunkte auf die Botationsachse gefällte 
Lot ist. Der Summenausdruck dieser Gleichung, der nur von der geo- 
metrischen Gestalt des Körpers (und allenfalls von der Massenverteilung 
in seinem Linern) abhängt, wird als das Trägheitsmoment des starren 
Körpers in bezug auf die Botationsachse bezeichnet. Nach dem Stbinbr- 
schen Satz ist das Trägheitsmoment für eine beliebige Achse gleich dem 
Trägheitsmoment in bezug auf eine parallele, durch den Schwerpunkt 
gehende Achse, vermehrt um das Produkt aus der gesamten Masse des 
Körpers und aus dem Quadrate des Abstandes der betreffenden Achse von 
dem Schwerpunkt. Die Trägheitsmomente in bezug auf die Koordinaten- 
achsen werden, wenn der Ursprung mit dem Schwerpunkt zusammen- 
fällt, mit Öjeaf» Ö„„, 0g. bezeichnet. Die Ausdrücke —Zmxy = 0gy = 0„„ 
— Z myz:^ B^ = Ög„, — Z mzx=^ 0,, = G„ heißen die Deviations- 
momente in bezug auf die drei Koordinatenebenen. 

^ § 28. Die Komponenten des Drehimpulses hängen mit denen der 
Winkelgeschwindigkeit durch das Gleichungstripel zusammen 

17, = w;,0,, + t«?„0,, + w,0„ • 

Man sagt, daß U eine lineare Yektorfunktion von m sei, und zwar, ^ 

weil 0«w == ^t* ^'^^ ^*» ®i^® symmetrische Vektorfunktion. Die 
neun Koeffizienten eines solchen Gleichungstripels bezeichnet man 
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als die Komponenten eines Tensors; jene, in denen derselbe Index 
zweimal vorkommt {0gg, Ö„y, 0„), heißen die Tensorkomponenten erster, 
die anderen (von denen im Falle der Symmetrie je drei ontereinand^ 
gleich sind), die Tensorkomponenten zweiter Art. Für eine beliebige, 
durch den Schwerpunkt gehende Achse, die mit den drei Koordinaten- 
achsen die Bichtungskosinusse a, b, c bildet, ist das Trägheitsmoment 

Die Abhängigkeit des Trägheitsmomentes von der Bichtung der Achse 
läßt sich daher graphisch durch Konstruktion des sog. Trägheitsellip- 
soids darstellen. Die drei Geraden, die man in jedem starren Körper 
derart durch seinen Schwerpunkt legen kann, daß sie mit den Achsen 
des EUipsoids zusammenfallen, heißen seine Hauptträgheitsachsen, die 
Trägheitsmomente in bezug auf sie die Hauptträgheitsmomente {Bi,0^,0^. 
Nennt man die Komponenten des Drehimpulses und der Winkelgeschwin- 
digkeit nach den drei Hauptträgheitsachsen Uj^, U,, U^ und k^i, ic,, ir^, 
so bestehen die einfachen Beziehungen 

Fi«u^iÖi, l^a=ViÖ„ U^^w^Sn. 

Ganz allgemein läßt sich für jeden Tensor ein Koordinatensystem so 
bestimmen, daß in bezug darauf die Teiisorkomponenten zweiter Art 
verschwinden. 

§ 29. Die Bewegungsgleichungen des starren Körpers nehmen eine 
besonders einfache Gestalt an, wenn man sie auf ein Koordinatensystem 
bezieht, dessen Ursprung im Schwerpunkt liegt und dessen Achsen mit 
den Hauptträgheitsachsen zusammenfallen. In bezug auf ein solches, 
mit dem Körper fest verbundenes Koordinatensystem gelten die sog. 
EuLBBSchen Gleichungen 

und zwei analoge, die sich durch zyklische Vertauschung der Indises 
ergeben, wobei mit Mj, Afj, Af, die Komponenten des resultierenden 
Momentes aller angreifenden Kräfte bezeichnet sind. Es läßt sich zeigen, 
daß die Hauptträgheitsachsen zugleich freie Achsen sind, d. h. daE 
um sie der starre Körper ohne Einwirkung äußerer Kräfte gleichmäßig 
rotieren kann. 

TL KapiteL Sie Bewegung der Flfiüi^iten. 

§ SO. Ein System diskreter Massenpunkte stellt einen "deformier- 
baren Körper dar, wenn die Massenpunkte so dicht beisammen sind, 
daß das System wie eine kontinuierlich verbreitete Masse bebandelt 
werden kann, wenn femer die Geschwindigkeit als stetige, differentiier- 
bare Funktion nicht nur der Zeit, sondern auch der Koordinaten an- 
gesehen werden darf, wenn schließlich die Kräfte zwischen den Massen» 
punkten Zentralkräfte darstellen, die jedoch nur bis zu solchen Entfer- 
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nniigen wirken, die von der Größenordnung des Abstandes zweier be- 
nachbarter Massenpunkte sind. Als Folge dieser Annahmen ergibt sich, 
daß auf ein beliebiges Flächenelement im Innern eines deformierbaren 
Körpers eine von der Bichtung des Flächenelementes abhängige und 
der Qröße des Flächenelementes proportionale Kraft wirken muß; der 
Quotient wird als Spannung (^) bezeichnet. Durch Anwendung der 
Sätze von der Erhaltung der Bewegungsgröße und des Drehimpulses 
ergeben sich die Bewegungsgleichungen des deformierbaren Körpers. 
Deformierbare Körper, die keine bestimmte Gestalt haben, werden als 
Flüssigkeiten bezeichnet. 

§ 81. Ist u der Wert der Geschwindigkeit in einem beliebigen 
Punkte einer Flüssigkeit und o^ an einer beliebigen Stelle P eines 
diesen Punkt umgebenden Bereiches und a der Radiusvektor OP, 
80 sind durch die Größen a.grado,, a.gradu^, a.grado, die Kom- 
ponenten eines Vektors bestimmt, den man durch das Symbol (a grad) o 
bezeichnet. Da u als Funktion von vier imabhängigen Veränderlichen 
(^> Vf »9 (uizusehen ist, läßt sich daher die Formel ableiten 

S-lT + C«"^^)»»- 
Jedes beliebige Vektorfeld kann als das Geschwindigkeitsfeld einer 
fingierten Flüssigkeit aufgefaßt werden. . 

§ 82. Nach einem aus den früheren Betrachtungen mathematisch 
ableitbaren Satze von Hblmholtz kann die Bewegung eines kleinen 
Flüssigkeitsbereiches stets dargestellt werden als Superposition von 
einer Strömung, einer Wirbelbewegung imd einer Dilatation nach drei 
zueinander senkrechten Bichtungen. 

§ 88. In dem Felde eines Vektors % ist an jeder Stelle durch den 
Ausdruck {dAJdx + dA^/dy + dAJdz) ein von dem Koordinaten- 
system unabhängiger Skalar bestimmt, den man die Divergenz des 
Vektors 91 für die betreffende Stelle nennt. Nach dem Satze von Gauss ist 



Jj^dfr^fdii^dr, 



oder der Fluß eines Vektors durch eine geschlossene Fläche ist gleich 
dem Integral der Divergenz des Vektors, erstreckt über das ganze von 
der Fläche umschlossene Volumen. 

§ 84. In dem Felde eines Vektors 91 ist an jeder Stelle ein von 
dem Koordinatensystem unabhängiger Vektor, den man die Botation 
von 9( nennt, durdi die Gleichungen bestinmit 

■»*.»- ^-^. '■".«- '^-44-. 'o'.a-#-^-- 

Nach dem Satze von Stokbs ist das über eine geschlossene Kurve er- 
streckte Linienint^ral eines Vektors gleich dem Integral der Normal- 
komponente der Botation des Vektors, erstreckt über die von der Kurve 
umschlossene Fläche oder 
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Dabei maß die Fläehennormale einen solchen Bichtongssinn haben» dafi, 
von ihrer Spitze aus gesehen, der UmlaulEssinn dem Uhrzeiger entgegen- 
gesetzt erscheint. 

§ 85. In dem Felde eines Skalars S ist an jeder Stelle durch die 
Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach den Koordinaten ein 
von dem Koordinatensystem unabhängiger Skalar bestimmt, den man 
AS nennt. Einen Vektor, dessen Komponenten in dem Felde eines 
Vektors 91 gleich sind AA^,, AA^, AA^y bezeichnet man mit A% ¥^ 
die kombinierten Operationen gelten die Eegeln 

diYgradS = ilS, rotgradiS = 0, divrottl^O, 
rot rot 91 « grad div 91 — A% , 
div (S9l) « S div 91 + 9t . grad S . 

Setzt man in der letzten Gleichung für 9( den Gradienten eines be* 
liebigen Skalars und verknüpft die Gleichung sodann mit dem Satze 
von Gauss, so erhält man den Satz von Grbbn. 

§ 86. Die auf ein Flächenelement eines deformierbaren Körpers 
wirkende Spannung stellt, wie sich auf Grund der Bewegungsgleichungen 
des deformierbaren Körpers zeigen läßt, einen symmetrischen Tensor 
dar, dessen Komponenten erster Art als Normaldrucke, dessen Kom- 
ponenten zweiter Art als Tangentialspannungen bezeichnet werden. 
An jeder Stelle eines deformierbaren Körpers läßt sich ein ausgezeichnetes 
Koordinatensystem derart konstruieren, daß in bezug darauf die Tan- 
gentialspannungen verschwinden. Die Ebenen, die man durch die be- 
treffende Stelle senkrecht zu den Achsen dieses Koordinatensystems 
legen kann, heißen die Hauptebenen für die betreffende Stelle. 

§ 87. In einer idealen Flüssigkeit müssen, da in ihr eine Ände- 
rung der Gestalt, sofern sie nicht mit einer Volumänderung verbunden 
ist, keine Arbeit erfordern darf, alle Tangentialspannungen verschwinden. 
Der Spannungstensor wird zu einem von der Eichtung unabhängigen 
Skalar, den man (mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen) als 
Flüssigkeitsdruck (p) bezeichnet. In ihrer speziellen Anwendung auf 
ideale Flüssigkeiten ergeben derart die Bewegungsgleichungen des defor- . 
mierbaren Körpers die EuLBBSchen hydrodynamischen Grundgleichungen 

IT + ""-T^ + ^-§7 + "^'TT ■ ~ 7 a;^ + ^- 

und zwei analoge (Ä die Volumkraft). Eine vierte Gleichung, die sog. 
Kontinuitätsgleichung, ergibt sich aus dem Prinzip der Erhaltung der 
Materie. Für inkompressible Flüssigkeiten (für die also die Dichte q 
konstant ist), besagt die Kontinuitätsgleichung einfach, daß überall 
und stets divo verschwinden muß. Durch eine Transformation der 
EuLBRschen Gleichungen ergeben sich die Gleichungen der Wirbel- 
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bewegung, aus denen ersichtlich ist, daß in einer reibungslosen, inkom- 
pressiblen Flüssigkeit, auf die nur solche äußere Kräfte wirken, die 
ein Potential besitzen, eine Wirbelbewegung weder entstehen, noch 
auch, wenn sie einmal vorhanden ist, vergehen kann. 

vn. KapitaL Theorie der Elektrizität und dei Magnetif rnns. 

§ 88. Sowohl die elektrostatische als auch die magnetostatische 
Anziehung und Abstoßung sind durch das Gesetz von Coulomb be- 
stimmt. 

§ 89. Aus dem C!oulomb sehen Gesetz läßt sich durch rein mather 
matische Deduktionen die Grundgleichung des elektrostatischen Feldes 
oder, wie man sie auch nennt, die Gleichung von Laplacb und Poisson 
in der Form ableiten 

div(E = 4Ä(> oder JV=-4jip, woboi ^-/~~- 

Eine elektrisch geladene Fläche wird von der Tangentialkomponente 
der elektrischen Feldstärke stetig durchsetzt, während die Normal- 
komponente hierbei einen Sprung von der Größe 47ta erfährt. 

§ 40. Das magnetische Potential, das in einem beliebigen Auf- 
punkt von einer magnetischen Doppelfläche erzeugt wird, ist gleich 
dem Produkt aus dem magnetischen Moment der Doppelfläche und aus 
dem räumlichen Winkel, unter dem, von dem Auf punkte aus gesehen, 
die Doppelfläche erscheint. Der Eaumwinkel ist hierbei positiv zu 
aählen, wenn dem Aufpunkte die positiv magnetische Fläche zugekehrt ist. 

§ 41. Für homogene, lineare Ströme nehmen bei Benutzung des 
BegriffeB der Stromdichte (i) die Gesetze von Ohm und Joulb die 
Form an 

(1 das spezifische Leitungsvermögen, E, die in die Eichtung der Strö- 
mung fallende Komponente von (g, u? die in der Zeit- und Volumeinheit 
entwickelte Wärme in mechanischem Maß). 

§ 42. Aus dem aus der Erfahrung gewonnenen Gesetz von Biot 
und Savart folgt, daß sich die von einem elektrischen Strom erzeugte 
magnetische Feldstärke als Botation eines Vektors darsteUen läßt, den 
inan das Vektorpotential des Stroms neimt und der gleich ist 



*=i;^ 



Jd9 



Hieraus folgt für geschlossene Ströme die erste Hauptgleichung des 
elektromagnetischen Feldes in der Differentialform 

TOtS = ^i. 

§ 48. Durch eine Umformung des Ausdruckes für das Vektor- 
potential läßt sich zeigen, daß hinsichtlich der magnetischen Wirkung 

Uamm, BlnfaiiniAe tR dl« ttieor. Vhjük. 24 ^ t 
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ein geschlossener linearer elektrischer Strom äquivalent ist einer magne- 
tischen Doppelfläche, die von dem Stromleiter begrenzt wird, deren 
magnetisches Moment gleich ist der elektromagnetisch gemessenen Strom- 
stärke und deren Achse einen solchen Bichtungssinn hat, daß, von 
ihrer Spitze aus gesehen, der Strom dem Uhrzeiger entgegengesetzt zu 
kreisen scheint. Für das Potential der ponderomotorischen Wirkung 
zwischen zwei geschlossenen Strömen ergibt sich daraus der Wert 

§ 44. Aus dem Energieprinzip folgt bei Berücksichtigung der 
Lbnz sehen Eegel, daß (im leeren Raum) die induzierte elektromotorische 
Kraft (elektromagnetisch gemessen) entgegengesetzt gleich ist - der auf 
die Zeiteinheit bezogenen Änderung des durch die Fläche dee Induk- 
tionsleiters hindurchgehenden magnetischen Kraftflusses; oder in Form 
der sog. zweiten Hauptgleiohung des elektromagnetischen Feldee (in 
elektrostatischem Maß) 

§ 46. In einem Mittel von der Dielektrizitätskonstante « erscheint 
die elektrische Feldstärke im Verhältnis 1 : e gegenüber derjenigen ver- 
kleinert, die unter sonst gleichen Umständen im leeren Baiun vorhanden 
wäre. Den von der Natur des Mittels unabhängigen Vektor edi/in 
bezeichnet man als die dielektrische Verschiebung 3). Der Fluß des 
Vektors 3) durch eine beliebige geschlossene Fläche ist gleich der ge- 
samten von der Fläche umschlossenen Menge von Elektrizität. Die 
Trennungsfläche zweier verschiedener Medien wird von der Tangential- 
komponente der elektrischen Feldstärke stetig durchsetzt. 

Auf magnetischem Gebiete entspricht der Dielektrizitätskonstante 
die magnetische Permeabilität fi. Die von einem Magneten erzeugte 
magnetische Feldstärke erscheint in einem Mittel im Verhältnis 1 : /i 
verkleinert. Das magnetische Moment der einem geschlossenen Strome 
äquivalenten magnetischen Doppelfläche ist gleich zu setzen fiJ/c, so 
daß also — in Üb.ereinstimmung mit der Erfahrung — die Wechsel- 
wirkung zwischen Strom imd Magnetpol von /i unabhängig, hingegen 
die Wechselwirkung zwischen zwei Strömen /jt proportional wird. Wäh- 
rend daher die erste Hauptgleichung unverändert wie für den leeren 
Kaum für jedes beliebige Mittel^lt, ist auf der rechten Seite der zweiten 
Hauptgleichung noch der Faktor fi hinzuzufügen. 

§ 46. Der Einfluß des Zwischenstoffes auf die elektrischen Er- 
scheinungen läßt sich, wie eine rein mathematische Betrachtung und 
ein Vergleich von deren Ergebnis mit der Formel für das Potential eines 
magnetisierten Körpers zeigt, durch die Farad ay sehe Hypothese einer 
dielektrischen Polarisation des Dielektrikums erklären. Der dem Vektor 
des spezifischen Magnetismus analoge Vektor der dielektrischen Polari- 
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sation ^ ist mit der elektrischen Feldstärke durch die Beziehung ver- 
knüpft 

§ 47. Die MAXWBLLSche Theorie beruht auf der Hypothese der 
Versdiiebungsströme, für deren Dichte sich infolge des Zusammen- 
hanges zwischen dielektrischer Verschiebung und Elektrizitätsmenge die 

Formel ergibt 

t ae 
fl*4^ TT' 

Maxwbll nimmt an, daß es infolge des Vorhandenseins der hypothe- 
tischen Verschiebungsströme nur geschlossene Ströme gebe und daß 
sowohl die Verschiebungsströme als auch die aus ihnen und den Leiter- 
strömen zusammengesetzten genau dieselben Eigenschaften zeigen wie 
die beobachtbaren Leiterströme. Maxwbll sieht infolgedessen die beiden 
für stationäre homogene Ströme abgeleiteten Hauptgleichungen des 
•lektromagnetisohen Feldes als allgemein gültig an, wobei er in^ der 
ersten für die Stromdichte die Surome aus den Dichten des Leitunga- 
und des Verschiebungsstromes setzt. So ergeben sich die Grundgleichungen 
der MAXWBLLschen Theorie 

wodurch die Werte der elektrischen und der magnetischen Feldstärke an 
einer und derselben Stelle des Feldes stets miteinander verknüpft sein 
sollen. Indem Maxwbll auch die für die konstanten elektro- und 
magnetostatischen Felder abgeleiteten Beziehungen auf beliebig rasch ver- 
änderliche elektromagnetische Felder überträgt, erhält er zwei weitere 
Orundgleichungen 

dlv(eCE) =4^^; div(^g)=0. 

Für die Dichte der über das ganze Feld verteilten elektromagnetischen 
Energie soll stets die Beziehung gelten 

% 48» Definiert man den PoTNTiKOschen Vektor durch die Gleichung 

80 ist der Fluß dieses Vektors durch eine beliebige geschlossene Fläche 
in deren Lmeres gleich der im Luxem in der Zeiteinheit in JouLBsche 
Wärme verwandelten . Energie plus der Vermehrung, die die im Lmem 
der Fläche enthaltene elektromagnetische Energie in der Zeiteinheit 
erfährt« In einem elektromikgnetischen Felde findet daher stets eine 
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Strömung von Energie senkrecht zu den Bichtungen der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärke statt. 

§ 49. Für homogene, ursprünghch von elektrischen Ladungen freie 
Isolatoren lassen sich aus den MAXWELLschen Grundgleichungen durch 
Bildung der Ausdrücke für rot rot (g und rot rot g die wichtigen Glei- 
chungen ableiten 

Ym Kapit«L Allgamain« Iheoria dar SchwiiigiingaiL 

§ 50. Durch die Gleichung 

5-^sin(^* + «), bzw. a5-Jlsin(ip + «) 

wird eine harmonische lineare Schwingung von der Amplitude A, bsw. % 
der Periode r und der Phasenkonstante e beschrieben. 
§ 61. Die Differentialgleichung 

hat ihre allgemeine Lösung in dem Ausdruck 

S=ö^cos(aO+ff.sin(aO , 

der eine harmonische Schwingung von der Periode 2^/a beschreibt. 
Dieses allgemeine Integral kann man zufolge der MoiVBBschen Formel 
auch symbolisch durch das partikuläre Integral e^*' ausdrücken. 
§ 52. Die vektorielle Differentialgleichung > 

hat ihre allgemeine Lösung in der Gleichung 

35 = ® cos (ai) + g sin {ai) , 

die eine elliptische Schwingung des Vektors 93 beschreibt. Jede eUip- 
tische Schwingung läßt sich zerlegen in zwei Schwingungen zweier zu- 
einander senkrechter Komponenten des Vektors, die gegeneinander 
einen Phasenunterschied aufweisen. Ist dieser Phasenuntersdiied gleich 
einer Viertelperiode und sind die Amplituden der beiden Teilschwingungen 
gleich, so wird die Schwingung zirkulär. 
§ 68. Durch die Differentialgleichung 

wird eine gedämpfte Schwingung beschrieben. 
§ 64. Der durch die Differentialgleichung 

dargestellte Vorgang setzt sich im allgemeinen aus einer abklingendeD j 
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EigenBchwingung and einer ungedämpften erzwungenen Soh¥ringung 
Zusammen, die mit der Periode der anregenden Schwingmig erfolgt. 
Wird diese Periode nahezu gleich der Periode der Eigenschwingung, 
80 tritt Besonanz ein. 
- § fes. Durch die Gleichung 

Ä-^8in[^(/q: |-) + «J oder Ä« ^8in[2jr(^ T y) + «] 

wird eine ebene, harmonische, iortschreitende Welle von der Wellen- 
länge jl beechrieben. Durch Interferenz kann es zur Bildung stehender 
Wellen kommen, die durch die Gleichung 

o c% j 2nx . 2ni 

ff « 2 ü£ COS —7— sm 

dargestellt sind. Die Differentialgleichung der ebenen Welle lautet 

7?"^* dl?' 
§ 56. Durch die Differentialgleichung 

werden Eugelwellen dargestellt, die sich mit der Geschwindigkeit x 
fortpflanzen. Umgekehrt folgt, wenn die Differentialgleichung 

dO ^^ 

erfüllt ist, hieraus stets die theoretische Möglichkeit einer wellenförmigen 
Ausbreitung der Größe 5B> die innerhalb der kugelförmigen Welle, die 
im besonderen auch eben sein kann, im allgemeinen elliptische Schwin- 
gungen ausführt. 

IX.KapiteL Tli«ori« des liclitei. 

§ 61. Durch HuYGBNS, Yoüno und Pbbsnbl wurde die Wellen* 
theorie des Lichtes, begründet. 

§ 68. Durch die Verknüpfung der Wellenhypothese mit dem Super- 
positionsprinzip ergab sich die Erklärung der , Interferenz des Lichtes. 
Aus der Erscheinung der NEwroNschen Farbenringe konnte Youno die 
Sohwingungszahlen und Wellenlängen der verschiedenen ^ Farben be- 
rechnen* 

§ 69. Aus der Tatsache, daß die beiden Strahlen, in die sich ein 
natürlicher Lichtstrahl bei der Doppelbrechung spaltet, sich nie zur 
Interferenz bringen lassen, obwohl sie kohärent sind, schloß Youno 
auf die Transversalität der Lichtschwingungen; durch diese Hypothese 
wurde eine einfache Deutung der Polarisationserscheinungen möglich. 

§ 60. Aus den Grundgleichungen der MAXWBLLSchen Theorie folgt 
die theoretische Möglichkeit elektromagnetischer Wellen, die sich mit 
der Geschwindigkeit « « c/j/e/ü, im leeren Baum also mit Licht- 
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geschwindigkeit fortpflanzen. Es läfit sich zeigen, daß sm jeder elek« 
trischen Welle eine magnetische gehört und umgekehrt^ und dafi in 
einer ebenen Welle, die in einem homogenen, isotropen, von Ladungen 
freien Medium fortschreitet, die magnetische Feldstärke mit der el^- 
trischen durch die Beziehung verknüpft ist 

wenn f ein in die Bichtung der Wellennormalen fallender Einheitsvektor 
ist. Die elektrische Feldstärke steht daher auf der magnetischen uüd 
beide stehen auf der Wellennormalen senkrecht. Die MAXWBLLSohe 
Lichttheorie, die die Lichtwellen mit den theoretisch möglichen elektro- 
magnetischen identifiziert, kennt daher die Schwierigkeiten nicht, die 
die TransverSälität der Lichtschwingungen der elastischen Lichttheorie 
bereitet hatte. 

§ 61. Aus der Tatsache, dafi die QJangentialkomponente der elek- 
trischen Feldstärke die Trennungsfläche zweier Isolatoren stetig durch- 
setzt, ergeben sich in der elektromagnetischen Lichttheorie ohne Zuhilfe- 
nahme besonderer Hypothesen das Beflexions- und das BrechungsgesetB 
sowie die llAXWflLLsche Belation, der zufolge die Dielektrizitätskonstante 
eines Mittels dem Quadrate seines Brechungsexponenten gleich ist* 

§ 62. Auf Grund der Tatsache, dafi ebenso wie die Tangential- 
komponente der elektrischen auch die der magnetischen Feldstärke 
die Trennungsfläche zweier Medien stetig durchsetzen mufi, kann man 
die Gleichungen von Frbsnbl ableiten. Sie bestimmen die Vektoren 
der elektrischen Amplitude im reflektierten imd gebrochenen Strahl 
und damit Litensität und Schwingungsrichtung dieser beiden Strahlen« 

I 68. Die Diskussion der FRBBKBLschen Gleichungen führt zur 
Erklärung der Polarisation durch Beflexion und der partiellen Polari- 
sation äurch Brechung. Die Erscheinungen der durch Beflexion hervor- 
gerufenen Polarisation beweisen, daS die elektrischen Schwingungen senk* 
recht zur Polarisationsebene, die magnetischen in ihr erfolgen. Anderer- 
seits geht aus Wibnbrs Beobachtungen anöden von ihm entdeckten 
stehenden Lichtwellen hervor, daß es die elektrischen Schwingungen 
sind, die die photographischen und höchstwahrscheinlich daher auch 
die physioldfeischen Lichtwirkungen hervorrufen. 

§ 64. Die FBBSNHLSchen Gleichungen lassen sich auch' auf die 
totale Beflexion anwenden. Sie führen dann zu dem Besultat, daß die 
Amplituden der Komponenten der reflektierten elektrischen Welle kom- 
plex seien. Dies gedeutet, daß die Komponenten des reflektierten Strahls 
Phasenverschiebungen gegenüber den Komponenten des einfallenden 
Strahls aufweisen und daher auch im allgemeinen das total reflektierte 
Licht eUiptisch polarisiert ist. 

§ 65. Die Metalle, wie überhaupt die lichtabsorbierenden Stoffe, 
•rtcheinen in der elektromagnetischen Lichttheoxie. als Leiter der fflek- 
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trizität. Die Theorie führt zu dem Ergebnis, daß man die Metalle 
als Medien mit einem komplexen Brechungsindex n' =a — i ß an- 
sehen kann, ß ist der Absorptionskoeffizient, c/a die Lichtgeschwindig- 
keit im Metall. Nac h de n Gleichungen von Drude ist mit großer An- 
n&herung a^ ß ^ '^(xa r (a die Leitfähigkeit). In einem Metall tritt 
daher stets Dispersion des Lichtes ein, auch die Absorption hängt von 
der Farbe ab. Dad von Metallen reflektierte Licht ist im allgemeinen 
elliptisch polarisiert. Für das Reflexionsvermögen der Metalle, das stets 
nahezu Eins ist, ergibt die Theorie die von Bubbns und BLlobn experi- 
mentell bestätigte Beziehung 

p " ^ - y^t 

§ 66. Um die Ausbreitung des Lichtes in Kristallen zu erklären, 
muß man die Dielektrizitätskonstante als Tensor auffassen. Die Ge- 
schwindigkeit V in bezug auf eine bestimmte Wellennormale, die mit 
den elektrischen Symmetrieachsen die Winkel a, ß, y bildet, ist dann 
durch das sog.^ FRBSNBLSche Gesetz gegeben 

cos*« , 008* I? , cos'y ^ 

i i" H i 1 + i • ■■ W- 

^1» ^2» *3 si^^ ^i® HauptUchtgeschwindigkeiten. Zu jeder Wellen- 
normalen gehören im allgemeinen zwei Wellen, die zueinander senkrecht 
polarisiert sind. Die Bichtung der elektrischen Feldstärke fällt nicht 
mit der der dielektrischen Verschiebung und die Strahlrichtung daher 
nicht mit der Bichtung der Wellennormalen zusammen. Die Anwendung 
der allgemeinen Formeln auf einachsige Kristalle führt zur Unter- 
scheidung der ordentlichen und der außerordentlichen Welle. / 

X. KapiteL Elektronantheorie. 

§ 67. Das von Faraday entdeckte elektrochemische Grundgesetz 
findet eine einfache Erklärung durch die Annahme, daß der Leitungs- 
strom in einem Elektrolyten in einem Transport von Ionen besteht, in 
die die Moleküle des Elektrolyten ganz oder teilweise dissoziiert sind 
und deren Ladung ihrer chemischen Valenz proportional ist. Auf Grund 
dieser Annahme ergibt sich aus den experimentellen Beobachtungen 
und dem aus der Atomistik bekannten Werte der Wasserstoffatommasse, 
daß das elektrische Elementarquantum, wie man die Ladung eines 
einwertigen Ions nennt, 4,7 . 10-^® elektrostat. Einh. beträgt. Die Auf- 
fassung, daß das Elementarquantum auch unteilbar sei, erscheint durch 
Ehrenhaft s Versuche widerlegt. 

§ 68. LoRBKTZ erweiterte die Maxwell sehe Theorie durch die 
Einführung des Begriffes der Eonvektionsströme, die an die Stelle der 
Leiterströme, mit denselben Eigenschaften wie diese ausgestattet, treten. 
Neue wichtige Beziehungen ergeben sich derart durch die gleichzeitige 
Ani^endbarkeit der mechanischen und der elektrodynamischen Gesetze 
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auf die Bewegung einer elektrischen Ladung. Der Elektrizität schreibt 
die LoRENTzsche Theorie eine diskrete Struktur zu, indem sie mit 
träger Masse versehene positive und negative Elektronen von der Ladung 
je eines elektrischen Elementarquantums annimmt, Li den Maxwbll- 
sehen Gleichungen ersetzt die Elektrpnentheorie die Dichte d^ Leiter- 
stromes durch das Produkt qv und setzt im übrigen Dielektrizitäts- 
konstante und Permeabilität durchwegs gleich Eins. Da ein bewegtes 
Elektron einen Konvektionsstrom darstellt und infolgedessen in einem 
Magnetfelde eine mechanische Kraft erfährt, ergibt sich die Bewegungs- 
gleichung des Elektrons im Magnetfelde in der Form 

wobei y die spezifische Ladung des Elektrons (c/m) bedeutet. 

§ 69. Die Ablenkungen, die die Kathodenstrahlen sowohl in einem 
elektrischen als auch in einem magnetischen Felde erfahren, finden 
dtirch die Bewegungsgleichung des Elektrons eine einfache theoretische 
Erklärung. Die Kombination der Ergebnisse beider Versuche führt 
zu dem Schlüsse, daß negative Elektronen, die man als Bestandteile 
der Kathodenstrahlen anzusehen hat, eine 1800 mal kleinere Masse als 
das Wasserstoffatom und in den Kathodenstrahlen eine Geschwindig- 
keit von ein Fünftel bis ein Drittel der Lichtgeschwindigkeit besitzen. 

§ 70. Da jede elektrische Ladung im Zustande der Bewegung 
einen Konvektionsstrom darstellt und somit ein mit Energie ausgestattetes 
Magnetfeld heirorruft, so ist ein Aufwand an Energie notwendig, um 
eine elektrisch geladene (ohne mechanische Masse gedachte) Kugel in 
Bewegung zu setzen. Hieraus folgt die Existenz einer scheinbaren elektro- 
magnetischen Masse, deren Wert für eine Oberflächenladung von der 
Größe Q und dem Badius a beträgt 

• .8 a<^ 

§ 71. Aus der Bewegungsgleichung des Elektrons läßt sich die 
mechanische Kraft berechnen, die in einem elektromagnetischen Felde 
ein endlich großer Körper erfährt. Hieraus folgt, daß eine senkrecht 
auf eine Fläche auffallende Lichtwelle auf die Fläche einen Druck aus- 
übt, der gleich ist der Dichte der elektromagnetischen Energie im Baume 
vor der Fläche. 

§ 72. Die scheinbare Verstärkung des Verschiebungsstromes im 
Dielektrikum (die die ältere Theorie durch die Annahme einer besonderen 
Di elektrizitöts konstante, größer als Eins, erklärt hatte) wird von der 
Elektronentheorie auf die Überlagerung von Konvektionsströmen zurück- 
geführt, die ihre Ursache in Bewegungen der an die Atome gebundenen 
Elektronen haben. Lidem sich die Elektronentheorie — in Anlehnung 
an ältere Vorstellungen der elastischen Lichttheorie — die Elektronen 
durch quasielastische Kräfte an Gleichgewichtslagen gebunden und 
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derart zu Eigenschwingungen befähigt denkt, gelangt sie zu der Folge- 
rung, daß die Elektronen durch das periodisch veränderUche elektrische 
Feld einer Lichtwelle in erzwungene Schwingungen versetzt werden 
müssen. Auf Qrund der MAxWBLLSchen Belation führt derart die Elek- 
tronentheorie zu einer Formel, die die Abhängigkeit des Brechungs- 
index von der Frequenz des einfallenden Lichtes in Übereinstimmung 
mit der Erfahruhg wiedergibt. Die sog. anomale Dispersion erscheint 
danach als Eigentümlichkeit, die alle Substanzen zeigen, jede jedoch nur 
in den Teilen des Spektrums,Ndie ihren Eigenschwingungen entsprechen. 
§ 78. Wendet man die Bewegungsgleichung des Elektrons auf 
den besonderen Fall einer quasielastischen Bindung und eines homogenen 
Magnetfeldes an, so ergibt sich die Folgerung, daß von der ursprüng- 
lichen Schwingung nur die Komponente in der Bichtung der Kraftlinien 
unverändert bleibt, während in der Ebene senkrecht dazu zwei entgegen- 
gesetzt zirkuläre Schwingungen von den Frequenzen auftreten 

-I- rS 

•r « fr :F T — • 

4916 

(Das obere Vorzeichen bezieht sich auf die rechts, das untere auf die 
links zirkuläre Schwingung). Die durch die Theorie derart geforderte 
Zerlegung der Spektrallinie in Triplets (die in dem besonderen Falle 
des Longitudinaleffektes als Doublets erscheinen) wird in der Tat bei 
dem von Zeeman entdeckten Effekt beobachtet, der somit als experi- 
mentelle Bestätigung der Elektronentheorie anzusehen ist. Aus dem 
Umstände, daß die zu dem violetten Ende zu liegende Spektrallinie 
rechts zirkulär polarisiert ist, muß geschlossen werden, daß y negativ 
ist und der ZBSMAN-Effekt somit durch negative Elektronen verursacht 
wird. Der Wert ihrer spezifischen Ladung ergibt sich aus der Theorie 
des ZsEMAN-Effekts in Übereinstimmung mit den auf anderem Wege 
gefundenen Werten. 

§ 74. Die Elektronentheorie des Magnetismus ersetzt die ältere 
Vorstellung der Molekularströme durch die Annahme kreisender Be- 
wegungen negativer Elektronen, deren magnetische Momente jedoch 
innerhalb des Moleküls einander ganz oder nahezu aufheben sollen. 
Der Diamagnetismus wird auf die galvanische Liduktion zurückgeführt, 
der Faramagnetismus auf unvollständige Kompensation. Hinsichtlich 
des Diamägnetismus (der in der Elektronentheorie als uniVerseUe Eigen- 
schaft erscheint) besteht also der Einfluß des Magnetfeldes in der Er- 
zeugung von Molekularmagneten, hinsichtlich des Faramagnetismus in 
einer Ordnung bereits vorhandener, welcher Ordnung aber andererseits 
die Wärmebewegung entg^enwirkt. Der Ferromagnetismus wird durch 
die Annahme besonderer Molekularkräfte erklärt, deren plötzliche Ände- 
rung bei dem CuRis-Punkt ein Verschwinden des Ferromagnetismus 
zur Folge hat. Das magnetische Moment eines Moleküls ist im Zu- 
stande der Sättigung ein ganzzahliges Viel&ohes eines Magnetons. Da 
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auf die kreisende Bewegung der Elektronen der mechanische Satz von der 
Erhaltung des Drehimpulses anwendbar ist, so ergibt sich eine doppelte 
Möglichkeit eines experimenteUen Nachweises der Molekularströme, der 
in der Tat auf beide Arten gelungen ist. 

§ 75. Die durch viele Analogien nahegelegte Vermutung, daß die 
Röntgenstrahlen Licht von besonders hoher Frequenz seien, fand eine 
großartige experimentelle Bestätigung in der Entdeckung der Inter- 
ferenz der Eöntgenstrahlen durch Laub, der die Kristalle als räumliche 
Beugungsgitter verwendete. Auf Grund der von ihnen aufgestellten 
Theorie der KristaUreflexionen ist es W. H. und W. L. Bragö gelungen, 
aus den Interferenzbildem wichtige Schlüsse über die geometrische An- 
ordnung der Atome im Kristall zu ziehen. Da die , Gjtterkonstanten 
der Kristalle aus bekannten atomistischen Größen berechnet werden 
können, ließen sich derart auch die Wellenlängen der Röntgenstrahlen 
bestimmen, die sich nngefähr lOOOOmal kleiner ergaben als die des 
sichtbaren Lichtes. Die Atome jedes chemischen Elementes emittieren 
nur Eigenstrahlung von ganz bestimmten Wellenlängen, worauf die 
von MoBBLBY begründete Eöntgenspektroskopie beruht. 

§ 76. Während in der radioaktiven Strahlung die y-Strahlen be- 
sonders kurzwellige Röntgenstrahlen darstellen und die ^-Strahlen aus 
sehr rasch (mit 80 bis 99 V^ der Lichtgeschwindigkeit) bewegten nega- 
tiven Elektronen l^estehen, folgt mittels der Szintillationsmethode, die 
eine direkte Zählung der a-Teilchen ermöglicht, und aus spektroskopischen 
Beobachtungen, daß die a-Strahlen aus mit je zwei positiven Elementar- 
quanten geladenen Heliumatomen bestehen. Die Frage nach dem Ur- 
sprung der ungeheuren, von dem Radium ständig entwickelten Energie 
führte in Verbindung mit der Entdeckung der radioaktiven Umwand- 
lungen zu der Theorie des Zerfalles der Atome und damit auch zu -einer 
einfachen Erklärung des radioaktiven Gleichgewichts. 

§ 77. Der elektrischen Theorie der Materie Kegt die Vorstellung 
zugrunde, daß die Atome aus positiv und negativ elel;trischen Ladungen 
zusammengesetzt seien. Während nach J. J. Thomson die positive 
Elektrizität in gleichmäßiger Dichte das ganze Atom erfüllen soll, ninmit 
RuTHEBFORD an, daß die positive Elektrizität in einem verhältnismäßig 
kleinen Atomkern konzentriert sei; die negativen Elektronen sollen 
nach beiden Theorien im Atom kreisen. Während die Thomson sW 
Theorie den Vorteil besitzt, daß sich in ihr die auf die negativen Elek- 
tronen wirkenden Kräfte als quasielastisch ergeben, läßt sich auf Grund 
der RuTHBRPOBDSchen Theorie wiederum die ganze Masse des Atoms 
rein elektromagnetisch deuten; auch Jassen sich die Beobachtungen 
über den Durchgang von a- Strahlen durch die Materie nicht durch die 
Thomson sehe, \^ohl aber durch die RuTHERPORDsche Theorie erklären, 
die zugleich die geeignete Grundlage für die Quantentheorie der Spektral- 
erscheinungen darstellt. 
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Übersicht über die häufigsten Bezeichnimgen.^ 

(Die BeMge Von Vektoren sind gninds&tilicli mit dei^ lateiniBchen BnchBtaben be- 
Beiolmeti die den deatsdien, f)lr die Vektoren selbst gebrancliten entspreeben.) 

Sl, S, (£ in der Vektorrechnung be- 
liebige Vektoren 

2( Amplitude 

93 magnetische Induktion 

D dielektr. Verschiebung 

(g elektrische Feldstärke 

(5 Bewegungsgröße 

j^ magnetische Feldst&rke 

Si mechan. Krajft (in Kap. VI 
Volumkraft) 

SR statisches oder magnet. 
Moment 

gj in Kap. VI Spannung, 
sonst mechanische Kraft, 
in § 42 Vektorpotential, 
in § 46 dielektrische Po- 
larisation 

9t resultierende Kraft 

S PoYNTiNascher Vektor 

U Drehimpuls 



i Stromdichte 

{ Dichte des Konvektions- 
stroms 

n normaler Einheitsvektor 

r Eadiusvektor 
d% Streckenelement 

u lineare Geschwindigkeit 
m Winkelgeschwindigljfeit 



a Verbindungslinie 

h Beschleunigung 

f Einheitsvektor in der Port- 
pflanzungsrichtung einer 
Welle 

df Flfichenelement 

g Dichte des Versohiebungs- 
stroms 

\) spezifischer Magnetismus 
i, j, l Grundvektoren eines Ko- 
ordinatensystems 



C Kapazität 
J Stromstärke 
L lebendige Kraft 
Q elektrische Ladung 
JB elektrischer Widerstand 
S beliebiger Skalar 
V mechanisches Potential 
W Energie 
X, y, Z Kraftkomponenten 



e Lichtgeschwindigkeit 

e Elektrizitätsmenge, in der 

Elektronentheorie elektr. 

Elementarquantum 
h Dämpfungskonstante 
m Masse oder Magnetismuß- 

menge 
n Brechungsindex 
p Flüssigkeitsdruck 
i Zeit 



* Leider ließ es sieb nicbt yenneiden, daß aoBnahmsweise auch Buebstaben in 
anderer Bedentnng gebrancbt wurden als in der in dieser Zusammenstellang an- 
gegebenett. 
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A TjAPlacb scher Operator 


X WeUenlänge (in Kap. VII 


Trägheitsmoment 


spezif. Leitvermögen, in 


W elektrisches Potential 


§ 76 Zerfallskonstante, in 




Kap. III unbestimmter 
Multiplikator) 


ß optischer Absorptions- 


koeffizient 


fi Permeabilität 


Y in der Elektronentheorie 


9 Frequenz 


spezif. Ladung {ejm) 


^0 Eigenfrequenz 


d Phasendifferenz 


f räumlicheDichte(inEap.I 


e Dielektrizitätskonstante 


Krümmungshalbmesser) 


(in Kap. VIII Phasen- 


a Flächendichte, in derOptik 


konstante) 


elektr. Leitvermögen 


t] elektromagnetische Ener- 


r Periode 


giedichte 


dx Volumelement 


X Gravitationskonstante 


fl> BaumwinkeL 
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Absorptionikoeffizieal (opt) 88S. 

Alpha-Strahlen 844. 

Akplitade 224. 

Aniaytische G^metrie 24. 

Anisotropie (opt) 287. 

Anodenstrahlen 809. 

Antrieb 42. 

Äquipotentialfläche 88. 

Arbeit 49. 

Äther 252, 259. 

Atomtheoiie 858. 

AoflSsnng einer Bewegung 25. 

Anftinnkt 174. 

Änflere KrSfte 71. 

BtoaüSBu-Strahlen 848. 
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Bereich 70. 

Beschleonigong 11, 20. 
Beta-Strahfon 844. 
Bengongsgitter 884. 
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— iweites 14. 
~ drittes 72. 
Bewegongsgleichnngea d. deformierbaren 

KOrpers 162. 

— des Elektrons 806. 

— der Flüssigkeiten 166. 

— des starren Körpers 186. 
•-^ moralisierte 101. 

— in Polarfcoordinaten 85. 

— in rechtwinkligen Koordinaten 27. 

— natOriiche 82. 
BewegongsgrO^ 48. 
Bewegongsparallelogramm 18. 
Breehongsezponent 267, 818. 
Breehongsgesets 267. ^ 
Bremsstramung 884. 
Binormale 82. 
BioT-SAYASTSches Oeseta 196. 

CoBious-Kraft 112. 
Coulomb sches Qeseta 170. 
GuaiB-Pankt 828. 
Carl 158. 



B&mpfongskonstante 285. 
Deflezion der Kathodenstrahlen i06. 
Defonnierbarer Körper 189. 
Dekrement, logarithm. 287. 
Deviationsmoment 180. 
Diamagnetismus 211, 887. 
Diamant (Stroktor) 889. 
Dichte der üasse 189. 

— elektr. 180. 

-* wahre und freie 210. 
Dielektrikum 209. 

Didektriaitfttskonstante 208, 304, 819. 
DUatation 147. 
Dimension, physikaL 22. 
Dispersion 816. 

— anomale 818. 
Dispersionsformel ^18. 
DissosiationstheoTie 298. 
Diyergeni 150. 
Doppelfläche, magnet 191. 
Drehimpuls 67. 

— Erhaltung 78. 
Drehungsgeschwindigkeit 108. 
Dreikörperproblem 81. 
Dyne 21. 

Effekt 51. 

Eigenschwingungen (opt) 819. 

lägenstrahlung 883. 

Einachsige Kristalle 295. 

Einfollsebene 267. 

Einfallswinkel 264. 

Einheitsvektor 59. 

Elastiait&t 142. 

Elektrische Ansiehikng 170. 

Elektrizit&tsmenge 171. 

Elektrolyse 297. 

Elektromotorische Kraft 194. 

Elektron 808. 

Elektronentheorie, Grundgleichung 805. 

Elementarquantum, elektr. 800. 

Elementarmagnet 189. 

Emanationen 847. 

Emissionstheorie 251. 

Energie, Erhaltung 79. 

— meohan. 48, 54. 
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Energiedichte 182. 
Energieströmnng 221. 
Ergiebigkeit 149. 

EuLEftsche Gleichungen (starrer Körper) 
186. 

(Flüssigkeit) 166. 

Eztrastrom 207. 

Farbe 256. 
Farbenringe 255. 
Feld 69. 
Feldstärke, elektr. 174. 

— ma^et. 189. 
Femwirkungstheorie 215. 
Ferromagnetismas 828. 
Fläcbenbesohlenniffong 47. 
Flftcbendichte, elektr. 182. 
Fiftchengeschwindigkeit 40. 
Fl&chenkraft 141 
Fl&chensats 40. 
Fluidumhypothese 172. 
Flnoreszenz 888. 

Fluß eines Vektors 152. 
Flüssigkeit, ideale 142, 165. 
FlOssigkeitsdrnok 165. 
Freie Achsen 186. 
Freiheitsgrad 90. 
FusvsLsehe Gleichungen 267. 
Fuchsin 318. 

Führungsgeschwindigkeit 108. 
Führungskraft 112. 
Fundamentalsjstem 118. 

Gamma-Strahlen 844. 
Gangunterschied 245. 
Gauss scher Satz 152. 
Generalisierte BeweguogPgleichungen 101. 

— Geschwindigkeiten 100. 

— Impulse 102. 

— Koordinaten 98. 

— Kräfte 102. 
G^chwindigkeit 17. 
Gieichgewidit 88. 
Gieichgewichtsformel 85. 
Gradient 69. 

Graphit Stiniktur 339. 
GravitationsKesetz 40. 
GrayitationsKonstante 40. 
Grsbk scher Satz 159. 
Grundvektor 59. 

Halbierungszeit 849. 
Hamiltov scher Operator 69. 
Hamilton sches Prinzip 97. 
Härte (von Röntgenstrahlen) 883. 
Hauptachsen (ont.) 295. 
Hauptazimut 285. 
Hauptdielektrizitätskonstanten 288. 
Hauptebenen des deformierbaren Körpers 

164. 
Hauptebene (opt) 295. 
Haupteinfallswinkel 285. 



I Hauptgleichuneen, elektromagn. 200. 207. 

Hauptlichtgescn windigkeiten 291. 
I Hauptspannungen 164. 
I Haupttrilgheitsachsen 183. 
' Hauptträgheitsmomente 188. 
I Hebel 42. 
I HeUum 345, 348. 

'Hblmholtz scher Satz (Flüssig^eitsbeweg.) 
I 148. 

Holonom 90. 

HooKBSches G^esetz 142. 

Hydrodynamische Grundgleichimgen 166. 

Impuls 48. 
Impulsstrahlung 384. 
Inmvidualbeobachtung 800. 
Induktion, magnet 212. 
Induktionsfluß 218. 
Induktionskoeffizient 207. 
Induktionsströme 205. 
Influenz, elektr. 186. 
Inkompressibilität 167. 
Innere Kräfte 71. 
Integralprinzipe 72. 
Interferenz 254. 
Invariable Ebene 77. 
Inzidenz, senkrechte 274. 
Ionen 297. 
Isolator 221. 

.Joddampf 818. 

JouLB sches G^seti 195. 

KanalstraUen 809. 
Kapazität 185. 
Kathodenstrahlen 806. 
Kohärenz 254. 

Komponenten einer Kraft 98, 
Kondensator 188. 
Kondukjbor 182. 
Konservatives System 80. 
Kontinuierliche Matse 189. 
Kontinuitätsgleichung 166. 
KonvekÜonsstrom 808. 
Koordinatensystem 24. 
Koordinaten, generalisierte 98. 
Kraftbegriif 10. 
Kräftepaar 128. 
KräfteparallelogTamm 11, 
Kräftezerlegong 28. 
Kräftezusammensetznng 10, 26. 
Kraftfluß, elektr. 176, 
Kraftfunktion 52. 
Kreisbewegung 29. 
Kreisel 187. 
KristaU 287, 885. 
Kristallreflexion 886« 
Krümmungskreis 82. 
Kugelkondensator 186. 
Kugelwelle 249. 

Ladung, spezif. 806. 
LAPLAOBScner Operator 157. 
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LAPLACB-PoissoKSche Gleichnng K6. 181. 

Lebendige Kraft 48. 

Lebensdauer 849. 

Leiter» elektr. 182. 

Leitvermögen, spedf. 194. 

Lrazeche Itegel 205. 

liehtdmck 815. 

Liehtelektriscber Effekt 888. 

liditge^chwindigkeit 197. 

Magnetinduktion 205. 
Magnetiache Anziehung 178. 
Magnetiamus, freier 191. 

— tpeiif. 190. 
l&gnetiamuamenge 173. 
Ifagneton 829. 
Magnetooptik 820. 
Masse 12. 

— elektromagn« 811. 

— weehselseitige 812. 
Massenmittelpunkt 78. 
Massenpunkt 15. 
Materieller Punkt 15. 
MAzwuLsehe Gleichungen 218, 222, 
MAxwxLi.sche Belation 267, 819. 
MAxwsLLsehe Theorie 215. 

MetaU 281. 
MetaUglanc 286. 
Molekularstrame 825. 
Moment eines lirftftepaares 124. 

— magnet. 190. 

— statisches 42. 
Multiplikatoren, unbestimmte 92.. 

Kshewirkungstheorie 215. 
Natürliches Ldcht 258. 
NiooLsehes Prisma 296. 
Mireaufl&che 68. 
Normaldrucke 164. 
Nut&üon 187. 

Osifsches Gesets 194. 

Ptodlelepiped, FsssiixLsches 281. 
Paiamagnetismus 827. 
Periode 228. 

Penneabilität, magnet. 211. 
Phase 1^25. 

Fkasenyerschiebung 275. 
Piiotophorese 815. 
Plttietenbewegnngen 86. 
PolariLOordinaten 88. 
Polarisation (opt) 257. 

— dielektr. 215. 

— sirknlare 280. 
Peburisationsebene 272. 

— Drehung 320. 
Pelarisationswinkel 272. 
Polstärke 178. , 
Potential 58. 

'^ elektrisches 175. 

« elektrodynamisehes 204. 



Potential, kinetisches 97. 

— magnetisches 189. 
Potentialgef&lle 69. 
PoTKTiKQ scher VdLtor 220. 
Pr&cession 187. 
Pseudoskalar 68. 

QueUenfeld 152. 
QueUpunkt'174. 

Radioaktives Gl^chgewidit 852. 
Radioaktivit&t 848. 
Radium 848. 
Raumgitter 885. 
Raum Winkel 177. 
Reaktionskraft 88. 

— bei Rotation 129. 
Reflezionsgesetz 267. 
Reflezionsyermögen 274. 
Reflexion, totale 277. 
Reibungskraft 235. 
Reichweite 845. 
Relaüvbeschleunigunff 110. 
Relatiygeschwind^keit 108. 
Relativit&tsprinsip, mechanisches 118. 
Resonanz 242. 

Reststrahlen 819. 

Resultierende 11. 

Rheonom 90. 

Rotation eines starren KOrpers 116, 120, 

127. 
Rotation eines Vektors 158. 
Rotationsgeschwindigkeit 108. 
Rontgenspektroskopie 842. . 
Röntoenstrahlen 882. 

— Wellenlängen 340. 

Saite, schwingende 247. 
Sättigung, magnet 827. 
Sättigungsstrom 298. 
Schmiegungsebene 82. 
Schraubung 122. 

Schwankungen, ScHWBiDLBBsehe 849. 
Schwerpunkt 75, 128. 
Schwinmierregel 196. 
Schwingung 224. 

— elliptische 282. 

— erzwungene 241. 

— Uneare 227. 

— zirkuläre 288. 
Schwingungsbauch 246. 
Schwingungsknoten 246. 
Selbstinduktion 207. 
Selektive Reflexion 819. 
Skalar 56. ^ 
Skleronom 90. 
Spannung 141. 
Spannungstensor 168. 
STARK-Effekt 824. 
Starrer Körper 114. 
Stehende Lichtwellen 276. 
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Stehende Wellen 246. 
Stbinbb scher Satz 129. 
Steinsakkristall 888. 
Stokbs scher Sati 156. 
Strom, elektr. 198. 

— linearer 194. 

— stationärer 194. 
Stromdichte 198. 
Stromstärke 198. 
Strömung 145. 
Snperpositionsprinxip 258. 
SoBzeptibilität, magnet 826. 
Sylvin 819. 

Symmetrieachsen, elektr. 288. 
Ssintillation 844. 

Tangentialspannungen 164. 
Tensor 188. 
Translation 120. 

Translationsgeschwindigkeit 106. 
TrägheitselUpsoid 182. 
Trägheitsmoment 128. 
Turmaiin 296. 

Umkehrbarkeit 9. 
Undolationstheorie 252. 
Unfreie Bewegung 82. 

Tariationcn 84. 
Variierte Bahn 94. 
Vektor, Begriff 56. 
Vektordifierentiation 64. 
Vektoren, polare und aziala 66. 



Vektorfnnktion, lineare 188. 
Vektorpotential 198. 
Vektorprodnkt, änfieres 61. 

— inneres 60. 
VerdünnongsgesetE 298. 
Verlorene iLnit 88. 
Versehiebong, dielektr. 209. 
Verschiebnngsstrom 216. 
Virtuelle Verr&cknng 88. 
Volumkraft 140. 

WännCi JouLKSohe 105. 
Welle, ebene 248, 249. 

— elektromagnet. 260. 

— fortschreitende 248. 

— harmonische 244. 
-* stehende 246. 
Wellenfläche 251. 
Wellenlänge 244. 
Widerstand, elektr. 194. 
Winkelgeschwindigkeit 109. 
Wirbelbewegung 146, l69. 
Wirbelfeld 156. 
Wurfbewegong 12. 

Zniuir-Effekt 824. 
Zentralkräfte 76. 
Zentripetalbetchleimjgiuig 81. 
Zentri^igalkraft 89. 
Zerfallskonstante 849. 
ZerfaUstheorie 849. 
Zusatskiaft 87, 98. 
Zweikörperproblem 81. 
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